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第一章 偏导数

1.1 偏导数

我们记 N = {0, 1, 2, · · · },Z+ = {1, 2, 3, · · · }. 我们固定一个 Banach 空间 V .

定义 1.1.1. 令 Ω 是 RN 开集,p ∈ Ω,v ∈ RN . 若

(∇vf) (p) :=
d

dt
f(p+ tv)

∣∣∣∣
t=0

(
= lim

t→0

f(p+ tv)− f(p)
t

)
极限存在, 则把 (∇vf) (p) 称为 f 在 p 处沿 v 的 (方向) 导数. 记

(
∂

∂xi
f

)
(p) = (∂xif) (p) 为

f 在 p 处沿第 i 个坐标轴的方向导数.

我们想计算 f ◦ γ 在 t = 0 处的导数, 若 γ : (−ε, ε) → Ω 可导且 γ(0) = p, 我们想要 f ◦ γ
在 t = 0 处的导数也存在并计算其导数, 哪怕知道 f 在每个方向有导数也是不够的. 我们需要一
个更强的定义:

定义 1.1.2. 给定开集 Ω ⊂ RN 和函数 f : Ω→ V ,令 p ∈ Ω.假设存在 R-线性映射 A : RN → V ,
使得对 v ∈ RN , 我们有

f(p+ v) = f(p) +A · v + o(v),即 lim
v→0

‖f(p+ v)− f(p)−A · v‖
‖v‖

= 0

则称 f 在 p 处可微并称 A 是 f 在 p 处的微分. 我们记 A = df |p = df(p) : RN → V . 若 f 处处

可微, 则称 f 是可微函数/映射.

注记. 显然, 若 f 在 p 处可微, 则 f 在 p 处沿任何 v ∈ RN 有方向导数 (∇vf) (p) = df |p · v.
记 e1, · · · , eN 为 RN 的标准坐标向量, 则 df |p · ei = ∂xif(p). 故由 df |p 的线性性, 若 V =

(a1, · · · , aN ) =
N∑
i=1

aiei, 则

df |p · v =
N∑
i=1

∂xif(p) · ai

或者简记为

df = (∂x1f, · · · , ∂xN f)

若 V = RL 且 f =
(
f1, · · · , fL

)
则 df |p 在标准坐标基下的矩阵表示是

(
∂xjf

i
)
1⩽i⩽L
1⩽j⩽N

=


∂x1f

1 ∂x2f
1 · · · ∂xN f

1

...
...

...
∂x1f

L ∂x2f
L · · · ∂xN f

L


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称为在 p处的 Jacobi 矩阵并记为Jac(f)(p).因此,若 v =


a1
...
aN

则 df |p ·v = Jac(f)(p) ·v.

命题 1.1.3. 若 I 是区间,t0 ∈ I,γ : I → Ω 在 t0 处可导, 且 f : Ω→ V 在 p = γ(t0) 处可微, 则
f ◦ γ 在 t0 处可导且

(f ◦ γ)′ (t0) = df |p · γ
′ (t0) (chain rule)

注记. 若记 γ(t) =
(
γ1(t), . . . , γN (t)

)
, 则 (f ◦ γ)′ (t0) =

N∑
i=1

∂xif (γ (t0)) · ∂tγi (t0).

证明: 记 A = df |p 则

f(γ(t))− f(p) = f(p+ γ(t)− p)− f(p) = A(γ(t)− p) + o(γ(t)− p)

注意 lim
t→t0

γ(t)− p
t− t0

= γ′ (t0). 记
o(γ(t)− p)
‖γ(t)− p‖

= 0, 若 γ(t)− p = 0. 则 lim
t→t0

o(γ(t)− p)
‖γ(t)− p‖

= 0 故

lim
t→t+0

o(γ(t)− p)
t− t0

= lim
t→t+0

o(γ(t)− p)
‖γ(t)− p‖

·
∥∥∥∥γ(t)− pt− t0

∥∥∥∥ = 0 ·
∥∥γ′ (t0)∥∥ = 0

类似地, lim
t→t−0

o(γ(t)− p)
t− t0

= 0. 故 lim
t→t0

f(γ(t))− f(p)
t− t0

= Aγ′ (t0) + 0 = Aγ′ (t0).

定义 1.1.4. 若 Ω ∈ RN 是开集, 则记C1(Ω, V ) 为所有满足 ∂x1f, · · · , ∂xN f 存在且连续的
f ∈ C(Ω, V ). 更一般地, 定义所有 n 次连续可微函数构成的空间

Cn(Ω, V ) = {f ∈ C(Ω, V ) : ∂xi1 · · · ∂xik f ∈ C(Ω, V ), ∀0 ⩽ k ⩽ n, ∀1 ⩽ i1, · · · , ik ⩽ N}

这里 n ∈ N ∪ {∞}.C∞(Ω, V ) 中的元素称为光滑函数/映射.

注记. 与 1 维情形不同, 对于高维, 我们不对非开集的 Ω 定义 CN (Ω, V ). 对于开集 Ω, 则
CN (Ω, V ) 没有良好的范数.

以上定义中的“可微”来源于如下性质:

命题 1.1.5. 若 f ∈ C1(Ω, V ) 则 f 在 Ω 上可微, 且 df = (∂x1f, · · · , ∂xN f) 是 (显然) 连续的.

证明: 令 Ω 是 RN 中开集. 我们对 N 用归纳法.N = 1 时, 命题显然成立.
假设 RN 的情形已证, 我们考虑 RN+1 的情形. 任取 p ∈ Ω ⊂ RN+1, 我们要证明 f 在 p 处

可微. 不妨假设 p = 0, 记 v = (x1, · · · , xN , y) = (x•, y), 记关于第 j 个分量的偏导数为 ∂j , 则

f(x•, y) =f(x•, 0) +

ˆ y

0
∂N+1f(x•, t)dt

=f(x•, 0) + ∂N+1f(x•, 0) · y +
ˆ y

0
(∂N+1f(x•, t)− ∂N+1f(x•, 0))dt

=f(x•, 0) + ∂N+1f(x•, 0)y + o(y)

=f(0, 0) +
N∑
i=1

∂if(0, 0) · xi + o(x•) + ∂N+1f(x•, 0)y + o(y)

=f(0, 0) +
N∑
i=1

∂if(0, 0)xi + ∂N+1f(x•, 0)y + o(v)
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命题 1.1.6 (链式法则 chain rule). 令 Γ ⊂ RM ,Ω ⊂ RN 是开集,f : Ω → V 和 g : Γ → Ω 都是

C1 的. 则 f ◦ g ∈ C1(Γ, V ) 且对任意 p ∈ Γ 有

d(f ◦ g)|p = df |g(p) · dg|p

注记. 以上条件可以放宽, 即只要求 g 在 p 处和 f 在 g(p) 处可微, 则有 f ◦ g 在 p 处可微. 且以
上等式成立.

证明: 显然 f ◦ g 连续, 我们证明过如下形式的 chain rule:

若γ : [a, b]→ Ω处处可微, 则(f ◦ γ)′(t) = df |γ(t) · γ
′(t).

记 p = (p1, · · · , pM ), γ(t) = g(p1 + t, p2, · · · , pM ), 则由

γ′(0) = ∂x1g(p), (f ◦ γ)′(0) = ∂x1(f ◦ g)(p), df |γ(0) = df |g(p)

因此

∂x1(f ◦ g)(p) = df |g(p) · ∂x1g(p)

由 f, g ∈ C1 知以上等式右边关于 p 连续, 故 ∂x1(f ◦ g) 连续. 类似地,∀i 有 ∂xi(f ◦ g) 连续, 这
证明了 f ◦ g ∈ C1(Ω, V ). 且我们有

∂xi(f ◦ g)(p) = df |g(p) · ∂xig(p)

即 d(f ◦ g)|p · ei = df |g(p) · dg
∣∣∣
p
· ei 这里 ei = (0, · · · , 1, · · · , 0)(第i位). 因此

d(f ◦ g)|p = df |g(p) · dg
∣∣∣
p

我们接下来给几个 chain rule 的应用.

定理 1.1.7 (有限增量定理). 令 f : Ω → V 处处可微. 取 x, y ∈ Ω 且假设 [x, y] ⊂ Ω, 这里
[x, y] = {(1− t)x+ ty : t ∈ [0, 1]}. 则

‖f(x)− f(y)‖ ⩽ sup
z∈[x,y]

‖df |z‖ · ‖y − x‖.

注记. 这里 ‖df |z‖ 是 A = df |z : RN → RN 的算子范数,

‖A‖ = sup
∥v∥⩽1

‖Av‖ = sup
∥v∥=1

‖Av‖ = sup
v ̸=0

‖Av‖
‖v‖

我们有 ‖Av‖ ⩽ ‖A‖ · ‖v‖.

证明: 令 γ(t) = (1− t)x+ ty, 则 γ : [0, 1]→ Ω. 根据单变量函数的有限增量定理

‖f(y)− f(x)‖ = ‖f ◦ γ(1)− f ◦ γ(0)‖ ⩽ sup
0⩽t⩽1

∥∥(f ◦ r)′(t)∥∥ · (1− 0).

而 ∥∥(f ◦ γ)′(t)∥∥ =
∥∥∥df |γ(t) · γ′(t)∥∥∥ =

∥∥∥df |γ(t) · (y − x)∥∥∥ ⩽ sup
z∈[x,y]

‖df |z‖ · ‖y − x‖.
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推论 1.1.8. 假设 Ω ⊂ RN 连通,f ∈ C(Ω, V ) 满足 ∂1f, · · · , ∂Nf 在 Ω 上处处存在且为 0(从而
f ∈ C1 且 df = 0), 则 f 是常值函数.

证明: 任取 v ∈ f(Ω), 则 f−1(v) 是 Ω 的非空闭子集.
∀x ∈ f−1(v), 由有限增量定理, 任取包含 x 的有界开球 B ⊂ Ω, 则

y ∈ B =⇒ ‖f(x)− f(y)‖ ⩽ 0 · ‖x− y‖ = 0

从而 f(y) = f(x) = v. 故 B ⊂ f−1(v). 从而 f−1(v) 是开集. 由 Ω 连通性,f−1(v) = Ω.

有限增量定理往往应用于 Ω 是凸集的情况: 令 W 为赋范线性空间.

定义 1.1.9. 子集 E ⊂W 称为凸集, 若 x, y ∈ E =⇒ [x, y] ∈ E.

例子. ∀p ∈W,R ⩾ 0, 开球 BW (p,R) = {x ∈W : ‖x− p‖ < R} 及其闭包都是凸集.
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第二章 Hilbert 空间

2.1 Fourier 级数

研究 Lebesgue 积分的一个主要动机是考虑 C([a, b],C) 在 ‖f‖p =
p

√ˆ b

a
|f |p(称为Lp 范数)

下的完备化 (1 ⩽ p <∞), 它会被记为 Lp([a, b],C) 或简单地,Lp([a, b]).
回忆 Minkowski 不等式: 若 x1, · · · , xn, y1, · · · , yn ∈ C, 则

p

√√√√ n∑
i=1

|xi + yi|p ⩽ p

√√√√ n∑
i=1

|xi|p + p

√√√√ n∑
i=1

|yi|p

因此若 f, g ∈ C([a, b],C), 则对 [a, b] 上的任意带点分划 σ, ξ• 有 (记 σ = {a0, · · · , an}),

S (|f + g|p, σ, ξ•)
1
p = p

√∑
i

|f (ξi) + g (ξi)|p · (ai − ai−1)

⩽ p

√∑
i

|f (ξi)|p (ai − ai−1) + p

√∑
i

|g (ξi)|p (ai − ai−1)

= S (|f |p, σ, ξ•)
1
p + S (|g|p, σ, ξ•)

1
p

取 lim
(σ,ξ•)

则,

‖f + g‖p ⩽ ‖f‖p + ‖g‖p

在各 Lp 空间中, 首先引起人们兴趣的是 L2. 我们考虑连续周期函数 f : [0, 2π] → C. 因为
f(0) = f(2π),f 可以被看作单位圆 S1 上的函数 f̃(eiθ) = f(θ). 故我们记 f ∈ C([0, 2π],C).
记号:C(X,C) 简记为C(X).

命题 2.1.1. 定义 en ∈ C([0, 2π]) 为 en(x) = einx(n ∈ Z), 则 {en} 满足正交关系:

1

2π

ˆ 2π

0
em · en = δm,n =

{
0 若m 6= n

1 若m = n

这里 en(x) = en(x) = einx = e−inx = e−n(x).

证明: ˆ 2π

0
em · en =

ˆ 2π

0
eimx · e−inxdx k=m−n

=======

ˆ 2π

0
eikxdx

若k = 0,

ˆ 2π

0
eikxdx =

ˆ 2π

0
dx = 2π; 若k 6= 0,

ˆ 2π

0
eikxdx =

eikx

ik

∣∣∣∣2π
0

= 0
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以上正交关系可以用内积空间的几何来解释.

定义 2.1.2. 令 V 为 C 上的线性空间, 考虑函数 〈·, ·〉 : V × V → C 和以下条件：

(1) ∀a, b ∈ C, x, y, z ∈ V 有
〈ax+ by, z〉 = a〈x, z〉+ b〈y, z〉

〈z, ax+ by〉 = a〈z, x〉+ b〈z, y〉

(2) ∀x, y ∈ V 有 〈x, y〉 = 〈y, x〉.

(3) ∀x ∈ V , 记∥x∥2 = ⟨x,x⟩ , 则 ‖x‖2 ⩾ 0(我们记 ‖x‖ =
√
〈x, x〉).

(3+) ∀x ∈ V , 则 ‖x‖2 ⩾ 0, 且 ‖x‖ = 0 =⇒ x = 0(注：在条件 (1) 下, 有 x = 0 =⇒ ‖x‖ = 0).

若 〈·, ·〉满足


(1)

(1)(2)

(1)(3)

(1)(3+)

, 则称为


半双线性型 (sesquilinear form)
Hermite 型 (Hermitian form)
半正定 Hermite 型 (positive semi-definite Hermitian form)
内积 (Inner product)

(3+) 也被称为正定条件.

引理 2.1.3. 记 (2′) 为 ∀x ∈ V 有 〈x, x〉 ∈ R, 则 (1) + (2)⇐⇒ (1) + (2′). 特别地,(1) + (3) =⇒
(1) + (2).

证明: 假设 (1) + (2), 则 ∀x ∈ V, 〈x, x〉 = 〈x, x〉, 故 (2′) 得证.
假设 (1) + (2′),∀x, y ∈ V , 则

∀λ ∈ C,R 3 〈x+ λy, x+ λy〉 = 〈x, x〉+ λ 〈x, y〉+ λ 〈y, x〉+ 〈y, y〉

故 λ 〈y, x〉+λ 〈x, y〉 ∈ R. 取 λ = 1知 Im〈y, x〉+Im〈x, y〉 = 0,取 λ = i知 Re〈y, x〉−Re〈x, y〉 = 0.
故 〈y, x〉 = 〈x, y〉.

注记. 若 〈x, y〉 = 0 我们说 x 与 y 正交. 若 S = (xα)α∈A 是 V 中一组元素满足

〈xα, xβ〉 = δα,β =

{
1 若α = β

0 若α 6= β

则称 S 是一个标准正交向量组.

例子. Cn 上定义 x = (x1, · · · , xn) 与 y = (y1, · · · , yn) 之间的配对

〈x, y〉 = λ1x1y1 + · · ·+ λnxnyn (λ1, · · · , λn ∈ C)

则 〈·, ·〉 是半双线性型 (sesquilinear form)

• λ1, · · · , λn ∈ R⇐⇒ Hermite型

• λ1, · · · , λn ⩾ 0⇐⇒半正定

• λ1, · · · , λn > 0⇐⇒正定 (即是内积)

6



例子. C([a, b]) 上可定义标准内积

〈f, g〉 =
ˆ b

a
fg =

ˆ b

a
f(x)g(x)dx

若用上式定义 R([a, b]) = {Riemann可积的f : [a, b] → C}, 则 〈·, ·〉 是半正定的, 它不是正定的,
因为令

f(x) = δx,a =

{
1 若x = a

0 若a < x ⩽ b

则 f 6= 0, 但 ‖f‖2 =
ˆ b

a
|f |2 = 0.

例子. 考虑 C([0, 2π]), 则 { 1√
2π
en}n∈Z+ 是一组标准正交向量.

等价地, 若定义 〈f, g〉 = 1

2π

ˆ 2π

0
fg, 则 {en}n∈Z+ 是一组标准正交向量.

定义 2.1.4. 若 f ∈ C(S1) = {连续周期函数f : [0, 2π]→ C}

f̂(n) =
1

2π

ˆ 2π

0
f · en =

1

2π

ˆ 2π

0
f(x)e−inxdx

称为 f 的模 n 的 Fourier 系数.

我们接下来要理解一系列性质：

• 称 f 的 Fourier 级数展开为

f(x) =
+∞∑

n=−∞
f̂(n)einx =

+∞∑
n=−∞

cne
inx

其中 cn = f̂(n). 这一级数一般不一致收敛 (若 f ∈ R([0, 2π]) 不连续, 则由连续函数一致
收敛到连续函数可证), 也不一定逐点收敛. 但

lim
N→∞

∥∥∥∥∥f −
N∑

n=−N
cnen

∥∥∥∥∥
2

= 0

• Parseval 等式

‖f‖2 =

√√√√ ∞∑
n=−∞

|cn|2

即
1

2π

ˆ 2π

0
|f(x)|2dx =

+∞∑
n=−∞

|f̂(n)|2

令 gN = f −
N∑

n=−N
f̂(n)en, 则

ĝN (n) =

{
f̂(n) 若|n| > N

0 若|n| ⩽ N
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则由 Parseval 等式,‖gN‖22 =
∑

|n|>N

|f̂(n)|2.

显然由 ‖f‖2 < +∞ 知
∑
n∈N
|f̂(n)| < +∞.

故 lim
N→+∞

‖gN‖22 = 0. 这证明了 sN =
∑
|n|⩽N

f̂(n)en 在 L2 范数下逼近 f .

• 令 f ∈ C1(S1), 则

∂̂xf(n) =
1

2π

ˆ 2π

0
∂xf(x)e

−inxdx

=
1

2π
f(x)e−inx

∣∣∣∣2π
0

− 1

2π

ˆ 2π

0
f(x) · (−in)e−inxdx

= inf̂(n)

即
̂(1

i
∂x

)
f(n) = nf̂(n).

记线性算子

D :
C1(S1)→ C(S1)

Df =
1

i
∂xf

, N :
l2(Z)→ CS1

(Ng)(n) = n · g(n)

则 D̂f = Nf̂ , 或者令 F : f 7→ f̂ , 则 FD = NF.

F 诱导了 D 和 N 之间的“等价”.

N 可以被理解为“对角矩阵”, 因此:

Fourier 级数给出了算子D =
1

i

d

dx
的对角化 (谱分解).

• 考虑满足热方程 ∂2xf(x, t) = ∂tf(x, t) 的周期解 (即满足 f(x) = f(x+ 2π)).

令 f̂(n, t) =
1

2π

ˆ 2π

0
f(x, t)e−intdx. 则−n2f̂(n, t) = ∂tf̂(n, t). 解得 f̂(n, t) = ane

−n2t (an ∈ C).

故通解为 f(x, t) =

+∞∑
n=−∞

ane
−n2t · einx =

∑
n∈Z

ane
inx−n2t.

波动方程 ∂2xf(x, t) = ∂2t f(x, t) 的周期解想法类似.

因此 Fourier 理论是解 PDE 的强大工具.

• 二元甚至多元周期函数也有 Fourier 级数:

若 f ∈ C(S1 × S1), 则

f̂(m,n) =
1

(2π)2

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0
f(x, y)e−imx−inydxdy

f =
∑
m,n∈Z

f̂(m,n)eimx+iny (在L2下收敛)

它可以用来解 ∆f(x, y, t) = ∂tf(x, y, t) (其中f ∈ C(S1 × S1), ∆ = ∂2x + ∂2y).
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2.2 Hilbert 空间及其历史

约定：C(X,C), lp(X,C) 简记为 C(X), lp(X).

定义 2.2.1. 若 (H, 〈·, ·〉) 是内积空间且作为度量空间 (范数 ‖ξ‖ =
√
〈ξ, ξ〉, 度量 d(ξ, η) =

‖ξ − η‖) 是完备的, 则称 H 是 Hilbert 空间.

本节 H 皆指代 Hilbert 空间.

例子. 令 X 是集合. 回忆 l2(X) = {f : X → C : ‖f‖22 < +∞}. 这里

‖f‖22 =
∑
x∈X
|f(x)|2 = sup

A∈fin(2X)

∑
x∈A
|f(x)|2, fin(2X) = {X的有限子集}

回忆 Hölder 不等式: ∑
x∈X
|f(x)g(x)| ⩽

√∑
x∈X
|f(x)|2 ·

√∑
x∈X
|g(x)|2

因此若 f, g ∈ l2(X), 则 fg ∈ l2(X). 故∑
x∈X

f(x)g(x) = lim
A∈fin(2X)

∑
x∈A

f(x)g(x)

收敛. 令 〈f, g〉 =
∑
x∈X

f(x)g(x). 则 〈·, ·〉 是 l2(X) 上的内积.

命题 2.2.2. l2(X) 完备, 即它是 Hilbert 空间. 我们会证明更一般的:

命题 2.2.3. 令 1 ⩽ p ⩽ +∞, 则 lp(X) 完备.

证明: p = 1,+∞ 时证过, 对一般的 1 ⩽ p < +∞, 令 {fn}n∈Z+ 是 lp(X) 中的 Cauchy 列, 即

lim
m,n→∞

∑
x∈X
|fm(x)− fn(x)|p = 0 (1)

故 ∀x ∈ X, lim
m,n→∞

|fm(x)− fn(x)|p = 0. 故 fn 逐点收敛到函数 f : X → C. 由 (1)

∀ε > 0, ∃N, ∀m,n ⩾ N,
∑
x∈X
|fm(x)− fn(x)|p < ε.

故 ∀A ∈ fin(2X) 有 ∑
x∈A
|fm(x)− fn(x)|p < ε

取 lim
m→∞

,则
∑
x∈A
|f(x)−fn(x)|p < ε. 结合上述几点,∀ε > 0, ∃N, ∀n ⩾ N,

∑
x∈X
|f(x)−fn(x)|p < ε,

即 ‖f − fn‖pp ⩽ ε. 这证明了

‖f‖p ⩽ ‖f − fn‖p + ‖fn‖p < +∞

从而 f ∈ lp(X), 以及 lim
n→∞

‖f − fn‖p = 0.
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命题 2.2.4. 令 〈·, ·〉 是 V 上的半正定性, 则 ∀ξ, η ∈ V , 有 Cauchy-Schwartz 不等式| 〈ξ, η〉 | ⩽
‖ξ‖ · ‖η‖.

证明: 取 θ ∈ R使 eiθ 〈ξ, η〉 ∈ R.只需证 |
〈
eiθξ, η

〉
| ⩽ ‖eiθξ‖ ·‖η‖.故不妨假设 〈ξ, η〉 ∈ R.∀t ∈ R,

考虑

〈ξ − tη, ξ − tη〉 = ‖ξ‖2 − 2t 〈ξ, η〉+ t2‖η‖2

记为 p(t). 则 p(t) 是关于 t 的一元二次方程且 ∀t ∈ R 有 p(t) ⩾ 0, 故其判别式 ∆ = 4 〈ξ, η〉2 −
4‖ξ‖2‖η‖2 ⩽ 0.

注记. 以上证明想法如下. 假设 〈·, ·〉 是内积. 假设 ‖ξ‖ = ‖η‖ = 1, 则 C-S 不等式说的是 ξ 和 η

之间夹角的余弦 ⩽ 1. 我们想把 ξ 沿 η 投影. 即写成

ξ = (tη) + (ξ − tη), tη⊥ξ − tη

η
tη

ξ
ξ − tη

要使这一正交关系成立, 我们希望 t 是使 ‖ξ − tη‖ 最小的值, 此时

ξ和η夹角余弦 ⩽ 1⇐⇒ ξ在η上的投影tη长度 ⩽ 1

这可由 ‖ξ − tη‖2 ⩾ 0 推得. 而 inf
t∈R
‖ξ − tη‖2 ⩾ 0⇐⇒ p(t)判别式 ⩽ 0.

推论 2.2.5. 令 V 为内积空间, 则 ‖ξ‖ =
√
〈ξ, ξ〉 是范数.

证明:

‖ξ + η‖ ⩽ ‖ξ‖+ ‖η‖ ⇐⇒ 〈ξ + η, ξ + η〉 ⩽ ‖ξ‖2 + ‖η‖2 + 2‖ξ‖ · ‖η‖

⇐⇒ ‖ξ‖2 + ‖η‖2 + 〈ξ, η〉+ 〈η, ξ〉 ⩽ ‖ξ‖2 + ‖η‖2 + 2‖ξ‖ · ‖η‖

⇐⇒ | 〈ξ, η〉 | ⩽ ‖ξ‖ · ‖η‖

我们留给读者验证 ‖aξ‖ = |a| · ‖ξ‖ 以及 ‖ξ‖ = 0⇐⇒ ξ = 0.

推论 2.2.6. H ×H→ C, ξ × η 7→ 〈ξ, η〉 连续.

推论 2.2.7. 令 V 是内积空间.∀η, 线性映射

Φ(η) : ξ 7→ 〈ξ, η〉 ∈ C

有界且范数为 ‖η‖.

证明: 由
|Φ(η) · ξ| = | 〈ξ, η〉 | ⩽ ‖ξ‖ · ‖η‖

知 ‖Φ(η)‖ ⩽ ‖η‖. 由 |Φ(η) · η| = ‖η‖2 知 ‖Φ(η)‖ = ‖η‖.
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回忆 H∗ = {有界线性映射φ : H→ C},‖φ‖ = sup
∥ξ∥=1

|φ(ξ)| = sup
∥ξ∥⩽1

|φ(ξ)|. 则以上推论说了:

推论 2.2.8. 令 H 为 Hilbert 空间, 则

Φ : H→ H∗, ξ 7→ 〈·, ξ〉

是反线性的等距映射. 反线性/共轭线性指 ∀ξ, η ∈ H, a, b ∈ C有 Φ(aξ+bη) = aΦ(ξ)+bΦ(η).(我
们之后会证明 Φ 也是满射)

推论 2.2.9. 令 〈·, ·〉 为 V 上的半正定型. 则 ∀ξ ∈ V 有以下等价:

(1) ‖ξ‖ = 0

(2) ξ 7→ 〈·, ξ〉 是零映射.

特别地,V0 = {ξ ∈ V : ‖ξ‖ = 0} 是 V 的子空间.V /V0 上有一个良定义的内积:

〈ξ + V0, η + V0〉 = 〈ξ, η〉 (∗)

证明: 若 ‖ξ‖ = 0 则 ∀η 有 | 〈η, ξ〉 | ⩽ ‖η‖ · ‖ξ‖ = 0, 从而 〈η, ξ〉 = 0. 故 (1) =⇒ (2).
反之若 (2) 成立, 则 ‖ξ‖2 = 〈ξ, ξ〉 = 0. 故 (1) 成立.

V0 = {ξ ∈ V : 〈η, ξ〉 = 0, ∀η ∈ V } = {ξ ∈ V : 〈V, ξ〉 = 0}

显然是 V 子空间. 由此定义,〈V, V0〉 = 0 = 〈V0, V 〉. 故若 ξ + V0 = ξ′ + V0, η + V0 = η′ + V0, 则

〈ξ, η〉 −
〈
ξ′, η′

〉
=
〈
ξ − ξ′, η

〉
+
〈
ξ′, η − η′

〉
∈ 〈V0, η〉+

〈
ξ′, V0

〉
= 0

故 (∗)良定义.不难验证 (∗)定义了 V /V0 上的一个半正定型.若 〈ξ + V0, ξ + V0〉 = 0,则 〈ξ, ξ〉 =
0. 则 ξ ∈ V0. 故 ξ + V0 是 V /V0 中的零向量, 故 V /V0 是内积空间.

注记. 若 〈·, ·〉 是 V 上的半正定型, 则它给出了 V /{ξ ∈ V : ‖ξ‖ = 0} 上的一个内积. 因此, 半正
定型的研究总能化为内积空间的研究.

定义 2.2.10. 若 φ : V1 → V2 是内积空间之间的线性映射, 则 φ 称为等距映射若它作为度量空

间之间的映射等距, 即
∀ξ, η ∈ V1, ‖Φ(ξ)− Φ(η)‖ = ‖ξ − η‖

等价地,∀ξ ∈ V1 有 ‖Φ(ξ)‖ = ‖ξ‖. 等价地,∀ξ, η ∈ V1 有 〈φ(ξ), φ(η)〉 = 〈ξ, η〉. 等距映射一定是单
射.

定义 2.2.11. 若 φ : V1 → V2 是等距满射, 则 φ 称为等距同构或酉算子 (unitory operator).
此时 V1 和 V2 称为 (酉) 等价.

考虑内积空间 V . 它有一个完备化, 即一个等距映射 ι : V → H,H 是度量空间. 我们不妨把
V 看成 H 的子度量空间. 从而 V 在 H 中稠密. 我们能把 〈·, ·〉 : V × V → V, (ξ, η) 7→ 〈ξ, η〉

+: V × V, (ξ, η) 7→ ξ + η
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•: C× V → V, (λ, ξ) 7→ λξ

从 V 唯一地连续地扩张到 H 上, 使 H 成为一个 Hilbert 空间. 称为 V 的完备化.V 是 H 的稠

密子空间.
例如 ∀ξ, η ∈ H, 取 V 中点列 ξn → ξ, ηn → η, 则 〈ξ, η〉 定义为 lim

n→∞
〈ξn, ηn〉. 由 Cauchy-

Schwartz 不等式可知 {〈ξn, ηn〉}n∈Z+ 是 Cauchy 列. 实际上,∀r > 0,〈·, ·〉 在 BV (0, r) × BV (0, r)
上一致连续, 故可延拓到 BH(0, r)×BH(0, r). 数乘 C× V → V 的延拓类似.

例子. 考虑 l20(X) = {f : X → C, supp(f)是有限集}, 〈f, g〉 =
∑
x∈X

f(x)g(x). 则 l2(X) 是 l20(X)

的完备化.

我们说过一般的赋范线性空间能完备化成 Banach空间,Lebesgue积分的一个主要动机是理

解和“表示”C([a, b]) 在 ‖f‖p =
p

√ˆ b

a
|f |p 下的完备化 Lp([a, b],m). 这里 m 代表 Lebesgue 测

度. Hilbert 空间 L2([a, b],m) 尤其重要. 在 Fourier 级数理论中, 由 Parseval 等式

1

2π

ˆ
|f |2 =

∞∑
n=−∞

|f(n)|2

l2 和 L2 范数已引起了人们的注意,但 Fourier理论不足以催生 Hilbert空间的概念,也就是不足
以让人考虑完备的内积空间, 也不足以让人考虑所有满足

∑
n∈Z
|f(n)|2 < +∞ 的函数 f : Z → C

构成的集合 l2(Z). 促使人们考虑这些概念的是如下问题:

例子. 令 Ω 是 R2 内的一个有界区域, 边界 ∂Ω. 考虑满足 Dirichlet 边界条件的波动方程
(
∂2x + ∂2y

)
f(x, y, t) = ∂2t f(x, y, t)

f(x, y, t) = 0 若(x, y) ∈ ∂Ω

这一问题不能直接用 Fourier 级数求解. 历史上, 数学家通过如下方法求解: 分离变量法: 假
设 f(x, y, t) = u(x, y)v(t), 求出满足以上 PDE 的解. 则一般解可写成

∑
un(x, y)vn(t) 的形式

(此处不严格). 将 f = uv 代入 ∆f = ∂2t f 得 (∆u) · v = u · ∂2t v. 故

∆u(x, y)

u(x, y)
=
∂2t v(t)

v(t)

左边只和 x, y 有关, 右边只和 t 有关. 故这一表达式是一个常数 λ ∈ C. 由 ∂2t = −λv 可得
v = A · ei

√
λt 或 A · e−i

√
λt.

故只需解满足 Dirichlet 条件的 Helmholtz 方程−∆u = λu

u|∂Ω = 0

注意若 u, v ∈ C∞
c (Ω) 由分部积分得

ˆ
∂xuv̄ = −

ˆ
u∂xv̄
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从而
ˆ (

∂2xu
)
· ū = −

ˆ
(∂xu) · ∂xu ⩽ 0. 类似地

ˆ
(∂2yu) · ū ⩽ 0. 故

ˆ
(−∆u) · ū ⩾ 0, 即

〈−∆u, u〉 ⩾ 0. 即 −∆ 是“正算子”, 其特征值也 ⩾ 0. 故方程中的 λ ⩾ 0. 方程的解即转换为
−∆ 的谱分解 (对角化). 这里要注意几点：
我们一开始将 −∆ 定义在 C∞

c (Ω) 上.−∆ 一般是无界的, 即 sup
|f |2⩽1

‖ − ∆f‖2 = +∞. 这称

为无界算子. 将 −∆ 定义在稍大的某个子空间 D 满足 Cc(Ω) ⊂ D ⊂ L2(Ω,m), 则 1 − ∆ ⩾ 0

且 T =
1

1−∆
是 L2(Ω,m) 上的一个有界正算子. 并且 T : L2(Ω,m)→ L2(Ω,m) 是紧算子, 即

T (单位球) 是预紧的. 紧算子 T 有很好的对角化理论 (Hilbert-Schmidt 定理) 从而 −∆ 有很
好的对角化. 历史上紧算子以更具体的方式出现: 在解−∆f = 0

f |∂Ω = g

的问题时要解积分方程

g(x) = λu(x) +

ˆ b

a
K(x, y)u(y)dy

(参见《古今数学思想》章 45节 1或 Barry Simon《Operator Theorey, A Comprehensive Course
in Analysis, Part 4》定理 3.3.9)

这里 T : C([a, b])→ C([a, b]), u 7→
ˆ b

a
K(x, y)u(y)dy,K ∈ C([a, b]2,R).

引理 2.2.12. 给予 C([a, b])L2 范数, 则 T 有界, 故能扩张成完备化 L2([a, b])→ L2([a, b]) 上的

有界线性映射.

证明: 任取 u ∈ C([a, b]). 令 I = [a, b], 则

|Tu(x)| ⩽
ˆ
I
|K(x, y)u(y)|dy ⩽

√ˆ
I
|K(x, y)|2dy · ‖u‖2

故

‖Tf‖22 =
ˆ
I
|Tu(x)|2dx ⩽ ‖u‖22 ·

ˆ
I

ˆ
I
|K(x, y)|2dxdy

故 T 有界且 ‖T‖ ⩽
¨
I×I
|K(x, y)|2dxdy

由于 K 是实的, 不难看出 〈Tu, v〉 = 〈u, Tv〉, 即 T 是“Hermite/自伴”算子.
T : L2(I) → L2(I) 实际上是紧算子, 这和证明 T : C(I) → C(I)(C(I) 给予 l∞ 范数) 的证

明一样.(分析一作业 14 补充题 4)
我们希望 T 有好的对角化理论 (特别地,L2(I) 应有一组“标准正交基”是 T 的特征向量)

这只有在考虑 T 作用在 L2([a, b]) 而不只是在 C([a, b])(给予内积
ˆ
uv̄) 下才能做到. Hilbert 在

考虑这一问题时, 把 T 转换成作用在 u 的 Fourier 级数上, 即当 [a, b] = [0, 2π],

T̂ : û 7→ T̂ û, (T̂ û)(m) =
∑
n∈Z+

K̂(m,n)û(n)

这里 K̂ 是 K 的 Fourier 级数

K̂(m,n) = 〈Ten, em〉 =
1

(2π)2

ˆ 2π

0

ˆ 2π

0
K(x, y)einy−imxdxdy

13



T 作用在 L2([0, 2π]) 等价于 T̂ 作用在 l2(Z) 上. 因此, 最早 (紧) 有界算子是被当作 ∞×∞ 矩
阵 (K̂(m,n))m,n∈Z 来研究的.

Hilbert 和 Schmidt 发现, 只有把这个矩阵定义在整个 l2(Z) 上 (而不是比如连续函数的
Fourier 级数构成的子空间上) 时这个矩阵有很好的对角化理论. 这是他们第一次认识到考虑整
个 l2(Z) 的重要性.l2(Z) 是最早的 Hilbert 空间.
小结:Hilbert 空间以及其 (紧) 算子来源于积分方程和算子

u 7→
ˆ b

a
K(x, y)u(y)dy

的对角化问题. 通过 Fourier 级数, 人们转而研究 l2(Z) 和 ∞×∞ 矩阵的形式的 Hilbert 空间和
(紧) 算子、Fourier 级数对 l2(Z) 和 ∞×∞ 矩阵研究的.

我们以后会看到: 在 Hilbert 和 Schmidt 得到紧算子谱分解过程中, 包含很多重要概念的早
期形式: 对偶空间, 弱 ∗ 拓扑,Banach-Alaoglu 定理......(“完备”度量在当时都不是一个成熟概
念) 脱离了 (紧) 算子, 谱分解, 对偶, 紧性...... 我们无法真正理解 Hilbert 空间, 就像脱离了群作
用和群表示我们无法真正理解群.

2.3 Hilbert 空间中的正交分解

本节 H 皆指代 Hilbert 空间.

定理 2.3.1 (平行四边形法则). ∀ξ, η ∈ H 有 ‖ξ + η‖2 + ‖ξ − η‖2 = 2‖ξ‖2 + 2‖η‖2.

定理 2.3.2. 令 C ⊂ H 是闭的凸子集. 任取 ξ ∈ H, 则存在唯一的 η ∈ C 满足

‖ξ − η‖ = inf
µ∈C
‖ξ − µ‖

证明: 通过把 ξ 平移到 0,C 平移到 C − ξ = {η − ξ : η ∈ C}, 不妨假设 ξ = 0. 令

D = inf
η∈C
‖η‖

取 {ηn}n∈Z+ ⊂ C 使 lim
n→∞

‖ηn‖ = D. 我们来证明 {ηn} 是 Cauchy 列, 从而收敛到 η ∈ C(由于
C 是闭的). 从而

‖η‖ = lim
n→∞

‖ηn‖ = D

存在性即可得证. ∀ε > 0, ∃N ∈ Z+, ∀n ⩾ N , 有

‖ηn‖ ⩽ D + ε

任取 m,n ⩾ N ,则 ‖ηm‖, ‖ηn‖ ⩽ D+ ε.而由于 C 是凸的,ηm+ηn ∈ C,故
∥∥∥∥ηm + ηn

2

∥∥∥∥ ⩾ 0.从而

‖ηm − ηn‖2 = 2 ‖ηm‖2 + 2 ‖ηn‖2 − 4

∥∥∥∥ηm + ηn
2

∥∥∥∥2
⩽ 4(D + ε)2 − 4D2 = 8Dε+ ε2

由此可知 {ηn} 是 Cauchy 列.
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类似地, 若 ‖η‖ = ‖η′‖ = 0 则

∥∥η − η′∥∥2 = 2‖η‖2 + 2
∥∥η′∥∥− 4

∥∥∥∥η + η′

2

∥∥∥∥2 ⩽ 4D2 − 4D2 = 0

故 η = η′.

注记. 以上定理是我们第一次用到 H 的完备性. 而且我们并没用到紧性来求 C 中的最短向量.

例子. 令 K 是 Hilbert 空间 H 的线性子空间,ξ ∈ H. 则以下等价:

(1) ‖ξ‖ = inf
η∈K
‖ξ − η‖

(2) ξ ⊥ K

证明: 假设 (2), 则 ∀η ∈ K 有

‖ξ − η‖2 = ‖ξ‖2 + ‖η‖2 + 〈ξ, η〉 − 〈η, ξ〉 = ‖ξ‖2 + ‖η‖2 ⩾ ‖ξ‖2

故 (1) 成立.
假设 (1), 任取 η ∈ K. 要证 η ⊥ ξ, 取 θ ∈ R 使

〈
ξ, eiθη

〉
∈ R. 通过把 η 换成 eiθ, 不妨假设

〈ξ, η〉 ∈ R. 由 (1),
‖ξ‖2 = inf

t∈R
‖ξ − tη‖2

即

p(t) = ‖ξ − tη‖2 = ‖ξ‖2 + t2‖η‖2 − 2t〈ξ, η〉

在 t = 0 处取得最小值. 故 〈ξ, η〉 = 0.

定义 2.3.3. 令 H1,H2 为 Hilbert 空间. 集合 H1 ×H2 构成一个线性空间, 即直和 H1 ⊕H2. 定
义内积: 若 (ξ1, ξ2), (η1, η2) ∈ H1 ⊕H2, 则记为 ξ1 ⊕ ξ2, η1 ⊕ η2, 则

〈ξ1 ⊕ ξ2, η1 ⊕ η2〉 = 〈ξ1, η1〉+ 〈ξ2, η2〉

易证 H1 ⊕ H2 完备, 我们把 Hilbert 空间H1 ⊕ H2 称为 H1 与 H2 的直和. 有时也记作
H1 ⊕⊥ H2, 因为 ∀ξ ∈ H1, η ∈ H2,ξ ⊕ • 与 • ⊕ η 正交.
一般地 H1 ⊕ · · · ⊕Hn 定义类似.

定理 2.3.4 (正交分解定理). 令 K 是 H 的闭子空间 (H 的内积限制在 K 上使 K 成为 Hilbert
空间) 定义 K 的正交补

K⊥ = {ξ ∈ H : 〈ξ,K〉 = 0}

显然 K⊥ 也是 H 的闭子空间. 定义线性映射

Φ :
K⊕K⊥ → H

ξ ⊕ η 7→ ξ + η

则 Φ 是酉算子.
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证明: 显然 Φ 线性, 〈
ξ + η, ξ′ + η′

〉
=
〈
ξ, ξ′

〉
+
〈
η, η′

〉
= 〈ξ ⊕ η, ξ′ ⊕ η′〉

故 Φ 等距. 只需证 Φ 为满射, 即 ∀ψ ∈ H, ∃ξ ∈ K, η ∈ K⊥ 使 ψ = ξ − η. 取 ξ ∈ K 使

‖ψ − ξ‖ = inf
µ∈K
‖ψ − µ‖

令 η = ψ − ξ. 则 η = inf
µ∈K
‖η − µ‖. 故 η ∈ K⊥.

注记. 以上定理等价于说 ∀ψ ∈ H, 存在唯一 ξ ∈ K, η ∈ K⊥ 满足 ψ = ξ + η.

注记. 以上结论常写成 H = K⊕K⊥.

推论 2.3.5. 令 K 为 H 线性闭子空间, 则有

(a) K⊥⊥ = K

(b) K = H⇐⇒ K⊥ = 0

证明: (a) 显然 K ⊂ K⊥⊥. 对任意 ψ ∈ K⊥⊥, 则 ψ = ξ + η, 其中 ξ ∈ K, η ∈ K⊥. 由 ψ ⊥ η 知

0 = 〈ψ, η〉 = 〈ξ, η〉+ 〈η, η〉 = ‖η‖2

故 η = 0, ψ = ξ ∈ K.
(b) 若 K⊥ = 0 则显然 K⊥⊥ = H 从而 K = H. 反之, 若 K = H, 若 ξ ∈ K⊥, 则 ξ ⊥

ξ, 〈ξ, ξ〉 = 0. 故 ξ = 0, 故 K⊥ = 0.

注记. 若 V 是 H 的线性子空间, 则 V ⊥ = V
⊥(显然 V

⊥ ⊂ V ⊥, 若 ξ ⊥ V, ∀η ∈ V , 取 ηn ∈
V, 〈ηn, ξ〉 = 0, 则 〈η, ξ〉 = 0, 故 ξ ∈ V ) 因此 V ⊥ = 0⇐⇒ V = H.(即 V 在 H 中稠密)

定义 2.3.6. 令 S = (ei)i∈I 为H中的一组向量.若 S是一组标准正交向量 (即满足 〈ei, ej〉 = δi,j)
且

spanC S = {S中元素的 (有限) 线性组合}

在 H 中稠密, 则称 S 是 H 的一组标准正交基.

命题 2.3.7. 任意 Hilbert 空间 H 一定存在标准正交基.

证明: 令 P = {H的标准正交向量组}. 若 S1, S2 ∈ P , 定义 S1 ⊂ S2 为偏序关系. 故 P 是非空偏

序集. 若 Q ⊂ P 是全序子集, 则
⋃
S∈Q

S 是 Q 的上界. 故由 Zorn 引理,P 有极大元, 记为 S. 只需

证 spanS = H 即可. 若否,(spanS)⊥ 6= 0. 取非零 µ ∈ (spanS)⊥. 则

S ∪ {µ/‖µ‖}

是一组标准正交基且严格大于 S, 矛盾.
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例子. l2(A) 的一组标准正交基是 {δa : a ∈ A}. 这里

δa : A→ C, δa(b) = δa,b =

1 (b = a)

0 (b 6= a)

命题 2.3.8. 令 I 为集合,(ei)i∈I 是 Hilbert 空间 H 的一组标准正交基, 若 f ∈ l2(I), 则 ξ =∑
i∈I

f(i)ei 在 H 中收敛且若 g ∈ l2(I), η =
∑
i∈I

g(i)ei, 则 〈ξ, η〉 =
∑
i∈I

f(i)g(i)

证明: 因为
∑
i

|f(i)|2 < +∞, 由 Cauchy 条件, 任意 ε > 0, 存在 A ∈ fin(2I), 使得任意 B ∈

fin(2I\A), 有
∑
i∈B
|f(i)|2 < ε. 从而

∥∥∥∥∥∑
i∈B

f(i)ei

∥∥∥∥∥
2

=
∑
i∈B
|f(i)|2 < ε

故
∑
i∈I

f(i)ei 在 H 中极限存在. 而由 〈·, ·〉 : H ×H→ C 的连续性以及

lim
A∈fin(2I)

(∑
i∈A

f(i)ei

)
×

(∑
i∈A

g(i)ei

)
= ξ × η ∈ H ×H

得

〈ξ, η〉 = lim
A∈fin(2I)

〈∑
i∈A

f(i)ei,
∑
i∈A

g(i)ei

〉
= lim

A∈fin(2I)

∑
i∈A

f(i)g(i)

=
∑
i∈I

f(i)g(i)

推论 2.3.9. 令 (ei)i∈I 是 Hilbert 空间 H 的一组标准正交基, 则

Φ :
l2(I)→ H

f 7→
∑
i∈I

f(i)ei

是酉算子.

证明: 前一命题已证明 Φ 是等距线性映射, 由等距性以及 l2(I) 完备性,K = Φ(l2(I)) 是 H 的完

备子空间, 故是闭子集. 因为 K 包含 H 的稠密子集 span {ei : i ∈ I}. 故 K = H.Φ 是满射.

定义 2.3.10. 若 (ei)i∈I 是 H 的标准正交基, 对 ξ ∈ H

ξ̂(i) = 〈ξ, ei〉

称为 ξ 在基 (ei)i∈I 下的 Fourier 系数.
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推论 2.3.11. 在以上定义中, 我们有

ξ =
∑
i∈I

ξ̂(i)ei =
∑
i∈I
〈ξ, ei〉 ei

以及 Parseval 等式
‖ξ‖2 =

∑
i∈I
|ξ̂(i)|2 =

∑
i∈I
|〈ξ, ei〉|2

证明: 由 Φ : l2(I)→ H 的满射性, 存在 c ∈ l2(I) 满足 ξ =
∑
i∈I

c(i)ei. 而

〈ξ, ej〉 =
∑
i∈I

c(i) 〈ei, ej〉 =
∑
i∈I

c(i)δi,j = c(j)

故 ξ =
∑
i∈I
〈ξ, ei〉 ei. 由于 Φ 等距,

‖ξ‖2 =
∑
i∈I
|c(i)|2 =

∑
i∈I
|〈ξ, ei〉|2

例子. 考虑 C(S1) 在 〈f, g〉 = 1

2π

ˆ 2π

0
fg 下的完备化 L2

(
[0, 2π],

m

2π

)
.m 为“Lebesgue 测度”.

令 en(x) = einx, 则 {en}n∈Z+ 在 C(S1) 中张成稠密子空间 (由 Stone-Weierstrass 定理) 故是
L2([0, 2π]) 的标准正交基. 若 f ∈ C(S1), 则

〈f, en〉 =
1

2π

ˆ 2π

0
f(x)e−inxdx = f̂(n)

故 f =
∑
n∈Z

f̂(n)en(在 L2 范数下收敛) 且

‖f‖22 =
∑
n∈Z
|f̂(n)|2

注记. C(S1) 与 C([0, 2π]) 有相同的完备化, 因为 C(S1) 在 C([0, 2π]) 和 L2 范数下稠密.

命题 2.3.12. l2(I) 可分当且仅当 I 可数. 因此,Hilbert 空间 H 可分当且仅当 H 酉等价于 l2(Z)
或 l2({1, 2, · · · , n}) ∼= Cn.

推论 2.3.13. C([a, b]) 的 L2 完备化 L2([a, b]) 可分.

证明: L2
(
[0, 2π],

m

2π

)
有标准正交基 {en = einx : n ∈ Z}.
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2.4 Hilbert 空间与弱拓扑

本节 H 皆指代 Hilbert 空间.

定理 2.4.1 (Riesz-Fréchet表示定理). 令 Ψ : H→ H∗, η 7→ 〈·, η〉. 则反线性等距映射 Ψ 是满射.

证明: 不妨假设 H = l2(X),X 为集合. 令 φ : H → C 是有界线性映射. 我们要证明存在 g ∈
l2(X) 使

φ(f) = 〈f, g〉 =
∑
x∈X

f(x)g(x)(∀f ∈ l2(X))

注意若 g 存在, 则
g(x) = 〈δx, g〉 = φ(δx)

故定义 g : X → C 为 g(x) = φ(δx). 我们来证 g ∈ l2(X). 任取有限子集 A ⊂ X. 令

f =
∑
x∈A

g(x)δx

即 f(x) =

{
g(x) (x ∈ A)
0 (x /∈ A)

, 则 ‖f‖22 =
∑
x∈A
|g(x)|2. 而

|φ(f)| =

∣∣∣∣∣∑
x∈A

g(x)φ(δx)

∣∣∣∣∣ = ∑
x∈A
|g(x)|2

由 |φ(f)| ⩽ ‖φ‖ · ‖f‖2 得
√∑
x∈A
|g(x)|2 ⩽ ‖φ‖. 因为这对所有 A ∈ fin(2X) 成立, 故

∑
x∈X
|g(x)|2 ⩽ ‖φ‖2

即 ‖g‖2 ⩽ ‖φ‖, g ∈ l2(X). 由 φ 的连续性,

φ(f) = φ

(∑
x∈X

f(x)δx

)
=
∑
x∈X

f(x)φ (δx) =
∑
x∈X

f(x)g(x)

故 φ(f) = 〈f, g〉.

Riesz 表示定理的一个重要应用如下:
若 T : H1,H2 有界线性, 则 ∀η ∈ H2, 线性映射

ξ ∈ H1 7→ 〈Tξ, η〉

有界, 故能写成 〈ξ, T ∗η〉 的形式.T ∗η ∈ H1, 这给出了一个有界线性映射 T ∗ : H2 → H1, 满足

〈Tξ, η〉 = 〈ξ, T ∗η〉

称为 T 的伴随.
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命题 2.4.2. 令 T : H→ H 为有界线性算子. 以下等价:

(1) 对任意 ξ ∈ H 有 〈Tξ, ξ〉 ∈ R

(2) T = T ∗, 即对任意 ξ, η ∈ H 有 〈Tξ, η〉 = 〈ξ, Tη〉

若 (1) 或 (2) 成立, 我们说 T 自伴.

证明: (1) 和 (2) 都表明 (ξ, η) ∈ H ×H 7→ 〈Tξ, η〉 是 H 上的 Hermite 型.

历史注记:Hilbert 考虑映射 T : L2
(
S1,

m

2π

)
→ L2

(
S1,

m

2π

)
, 若 f ∈ C(S1), 则

(Tf)(x) =
1

2π

ˆ 2π

0
K(x, y)f(y)dy

这里K ∈ C([0, 2π]×[0, 2π],R).由于K 取实值,易知 〈Tf, g〉 = 〈f, Tg〉.从而 T 自伴,〈Tf, f〉 ∈ R.
T 实际上是紧算子, 即 T (单位球) 预紧. 等价地, 若 {ξn}n∈Z+ ⊂ H 满足 sup

n∈Z+

‖ξn‖ ⩽ 1, 则

{Tξn}n∈Z+ 有收敛子列.

证明:“⇐=”: 若 T 紧, 对任意 {ξn}n∈Z+ ⊂ l2(Z) 的闭单位球 B,T (ξn) 是预紧集 T (B) 点列, 故
有收敛子列.
“=⇒”: 要证 T (B) 预紧, 只需证其中任意点列 {Tξn} 有收敛子列.

我们之前说过,通过 Fourier级数,T 被转化成了一个∞×∞矩阵.实际上,因为 L2([a, b]) ∼=
l2(Z), 我们总能把 T 看成 l2(Z) 上的紧自伴算子. 令 B1 为 l2(Z) 的单位闭球 B1 = {ξ : ‖ξ‖ ⩽
1}.Hilbert 注意到:

(1) 若给予 B1 弱拓扑, 则 ξ ∈ B1 7→ 〈Tξ, ξ〉 连续.

(2) B1 在弱拓扑下是列紧的.

利用这两点, 他得到了关于紧自伴算子的谱分解. 也正是这一点让 Hilbert 和 Schmidt 意识到,T
对应的 ∞×∞ 矩阵应该作用在的线性空间是 l2(Z).
回忆若 V 是复 Banach 空间,V ∗ = {有界线性映射V → C},(V ∗, 算子范数) 是一个 Banach

空间.V ∗ 作为 CV 子集从乘积拓扑继承的拓扑称为弱∗-拓扑. V ∗ 中的网 (φα)α∈I 弱 ∗-收敛到
φ ∈ V ∗ 当且仅当 ∀v ∈ V 有 lim

α
φα(v) = φ(v). V ∗ 中的闭单位球 {φ ∈ V ∗ : ‖φ‖ ⩽ 1} 是弱 ∗-紧

的 (Banach-Alaoglu 定理).

定义 2.4.3. 令 H 为 Hilbert 空间. 考虑双射

Ψ : H→ H∗, ξ 7→ 〈·, ξ〉

H∗ 上的弱 ∗-拓扑通过 Ψ 拉回到 H 称为 H 的弱拓扑或σ(H,H) 拓扑. 换言之, 弱拓扑是 H

上的唯一拓扑使双射 Ψ 成为同胚 (若 H∗ 赋予弱 ∗ 拓扑). 弱拓扑由弱收敛刻画: 若 (ξα)α∈I

是 H 中的网, 则 ξα 弱收敛到 ξ ∈ H(即在弱拓扑下收敛到 ξ) 当且仅当对任意 η ∈ H 有

lim
α
〈ξα, η〉 = 〈ξ, η〉.
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注记. 若把每个 ξ ∈ H 看作 H∗ 中的元素 〈·, ξ〉, 从而把集合 H 与 H∗ 等同, 则 H 上的弱拓扑等

于 H∗ 上的弱 ∗-拓扑. 严格来说, 若给予 H 弱拓扑, 给予 H∗ 弱 ∗-拓扑, 则

Ψ : H→ H∗, ξ 7→ 〈·, ξ〉

是同胚.

推论 2.4.4 (Hilbert 空间的 Banach-Alaoglu 定理). H 的单位球 B1 在弱拓扑下是紧的

证明: Ψ : H → H∗ 是等距满射, 故 Ψ : B1 → B∗
1 是双射, 因而是同胚. 由 Banach-Alaoglu 定

理,B∗
1 在弱 ∗-拓扑下紧.

命题 2.4.5. 若 T : H→ H 是有界紧算子, 令 B1 = {ξ ∈ H : ‖ξ‖ ⩽ 1} 为闭单位球, 则

f : H→ C, f(ξ) = 〈Tξ, ξ〉

在弱拓扑下连续.

证明: 令 (ξα)α∈A 是 B1 中的网且收敛到 ξ ∈ B1. 注意

|f(ξα)| ⩽ ‖T‖ · ‖ξα‖2 ⩽ ‖T‖

因此, 要证 f(ξα) 收敛到 f(ξ), 只需证 f(ξα) 任意收敛子网收敛到 f(ξ).(回忆紧空间中的网
xα 收敛到 x 当且仅当 xα 任意收敛子网收敛到 x) 因此, 不妨假设 lim

α
f(ξα) 存在, 并证明

lim
α
f(ξα) = f(ξ). 由 T 是紧算子,{Tξα}α∈A ⊂ T (B1)且 T (B1)紧.故 (Tξα)α∈A 有子网 (Tξi)i∈I

在 H 中以及范数拓扑下收敛. 我们计算极限: 对任意 η ∈ H,

〈lim
i
Tξi, η〉 = lim

i
〈Tξi, η〉 = lim

i
〈ξi, T ∗η〉

= 〈ξ, T ∗η〉 = 〈Tξ, η〉

故 lim
i
Tξi = Tξ. 由 ξi 弱收敛到 ξ, 若能证 〈Tξi, ξi〉 收敛到 〈Tξ, ξ〉 则证明了

lim
α
f (ξα) = lim

i
f (ξi) = lim

i
〈Tξi, ξi〉 = 〈Tξ, ξ〉 = f(ξ)

证明完成.

引理 2.4.6. 令 (ψi)i∈I , (ξi)i∈I . 假设 R = sup
i
‖ξi‖ < +∞. 若 ψi 收敛到 ψ ∈ H,ξi 弱收敛到

ξ ∈ H, 则 lim
i
〈ψi, ξi〉 = 〈ψ, ξ〉.

证明:
|〈ψ, ξ〉 − 〈ψi, ξi〉| ⩽ |〈ψ, ξ − ξi〉|+ |〈ψ − ψi, ξi〉|

⩽ |〈ψ, ξ − ξi〉|+R ‖ψ − ψi‖ → 0

在 H = l2(Z) 时,B1 上弱拓扑的意义很具体.
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引理 2.4.7. 令 B1 为 l2(Z) 单位闭球,(fα)α∈A 为 B1 中的网. 令 f ∈ B1, 则 fα 弱收敛到 f 当

且仅当对任意整数 n 有 lim
α
fα(n) = f(n).

证明:“=⇒”: 若 fα
w→ f , 则对任意整数 n,

fα(n) = 〈fα, δn〉 → 〈f, δn〉 = f(n)

“⇐=”: 留为作业.

推论 2.4.8. 若 H 可分, 则其单位闭球 B1 的弱拓扑是可度量的.

证明: H ∼= l2(N)或Cn, 我们讨论 H ∼= l2(N) 的情形, 后者类似. 不妨令 H = l2(N). 定义 B1 上

的度量 dw 为

dw(f, g) =
∑
n∈N

2−n|f(n)− g(n)|

若 (fα)α∈A 是 B1 中的网且 f ∈ B1, 则有前一引理,

fα
w→ f ⇐⇒ ∀n ∈ N, fα(n)→ f(n)

⇐⇒ dw(fα, f)→ 0

故 dw 诱导了 B1 的弱拓扑.

由此我们能用对角线法证明如下 Banach-Alaoglu 定理. 这是最早被证明的 B-A 定理的版
本.

定理 2.4.9 (可分 Hilbert 空间的 Banach-Alaoglu 定理 (又一证明)). 若 H 可分, 则其单位闭球
B1 预紧, 即在弱拓扑下紧.

证明: 不妨假设 H = l2(Z). 取 B1 中点列 {fm}m∈Z 则对任意整数 n,{fm(n)}m∈Z+ 是 C 中有界
点列. 由对角线法,{fm} 有子列 {fmk

}k∈Z+ 逐点收敛于 f : Z→ C. 对任意正整数 N , 则∑
|n|⩽N

|f(n)|2 = lim
k

∑
|n|⩽N

fmk
(n) · fmk

(n) ⩽ 1

故
√∑

|n|⩽N
|f(n)|2 ⩽ 1 对任意 N 成立. 故 f ∈ B1. 由 fmk

逐点收敛到 f 可知 fmk
弱收敛到

f .

注记. 以上对 l2(Z) 的单位闭球 B1 是弱列紧的证明是非常初等的. 而正是这个定理促使人们考
虑,Hilbert 考虑整个 l2(Z) 中的元素. 因为, 比如, 当我们只考虑 l2(Z) 中所有由 C(S1) 中函数的

Fourier 级数得到的空间. 则它的单位闭球不再是弱紧的.

注记. l2(Z) 的单位球 (取弱拓扑) 是最早的一类抽象 (即不来源于 Rn 的有限闭子集) 紧度量空
间/紧 Hausdorff 空间.
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定理 2.4.10 (Hilbert-Schmidt 定理). 令 T : H → H 是紧算子. 假设 T 是正算子, 即 ∀ξ ∈ H

有 〈Tξ, ξ〉 ⩾ 0. 令 N(T ) = {ξ ∈ H : Tξ = 0}. 则存在递减列 λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · > 0 和单位向

量 e1, e2, · · · ∈ H 使 Ten = λnen(∀n ∈ Z+).{en}n∈Z+ 构成 N(T )⊥ 的一组标准正交基.(因此
{en} 和 N(T ) 标准正交基组成了 H 的一组标准正交基) 且要么 λ1, λ2, · · · 只有有限项, 要么
lim
n→∞

λn = 0.

证明: 由 〈Tξ, ξ〉 ∈ R 知 T = T ∗. 若 K 是闭子空间且 TK ⊂ K 则 TK⊥ ⊂ K⊥.(〈
TK⊥,K

〉
=
〈
K⊥, TK

〉
⊂
〈
K⊥,K

〉
= 0
)

故由 TN(T ) ⊂ N(T ) 知 TN(T )⊥ ⊂ N(T )⊥. 故 T : N(T )⊥ → N(T )⊥ 是有界算子且显然紧. 通
过将 H 换成 N(T )⊥, 不妨假设 N(T ) = 0.
Step 1:B1 为 H 单位球. 令 S = {ξ ∈ H : ‖ξ‖ = 1}, 令

λ1 = sup
ξ∈S
〈Tξ, ξ〉 = sup

ξ∈B1

〈Tξ, ξ〉

f : ξ ∈ B1 7→ 〈Tξ, ξ〉 在 B1 的弱拓扑下连续, 故能在某个 e1 ∈ B1 处取到最大值 λ1(因为 B1 列

紧) 且由这一最大性知 ‖e1‖ = 1.
Claim:Te1 ∈ Ce1, 从而由 f(e1) = λ1 知 Te1 = λ1e1, 从而 (由 N(T ) = 0 知)λ1 > 0.
事实上, 因 Ce1 = (Ce1)⊥⊥, 只需证 ∀η ∈ e⊥1 有 〈Te1, η〉 = 0. 由 〈e1, η〉 = 0 知只需证

〈(λ1 − T )e1, η〉 = 0. 令

ω :
H ×H→ C

ω(ξ, ψ) = 〈(λ1 − T )ξ, ψ〉

则

ω(ξ, ξ) = 〈λ1ξ, ξ〉 −
〈
Tξ, ξ〉 ⩾ λ1‖ξ‖2 − λ1‖ξ‖2 = 0

故 ω 是半正定型. 而 ω(e1, e1) = 〈λ1e1, e1〉 − 〈Te1, e1〉 = λ1 − λ1 = 0. 故由 Cauchy-Schwartz 不
等式,

|ω (e1, η)|2 ⩽ ω (e1, e1) · ω(η, η) = 0

故 Claim 为真.
Step 2: 令 K1 = Ce1,TK1 ⊂ K1, 故 TK⊥

1 ⊂ K⊥
1 .T : K⊥

1 → K⊥
1 是正的紧算子. 故存在 e2 ∈

K⊥
1 , ‖e2‖ = 1 使 〈Te2, e2〉 最大. 记为 λ2. 显然 λ2 ⩽ λ1. 类似于 Step 1, 我们得证 Te2 = λ2e2,
从而 λ2 > 0.
以此类推, 我们递归地构造 λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · > 0, 以及单位向量 e1, e2, · · · ∈ H 满足

en ⊥ Kn−1 = spanC {e1, · · · , en−1}

且

λn = 〈Ten, en〉 = sup
∥ξ∥=1,ξ⊥Kn−1

〈Tξ, ξ〉

且 Ten = λnen.
Step 3: 我们证明 lim

n→∞
λn = 0. 若否, 则 λ := lim

n→∞
λn > 0. 对任意正整数 m,n,

‖Tem − Ten‖2 = 〈λmem − λnen, λmem − λnen〉 = λ2m + λ2n ⩾ 2λ2

23



故 {Ten}n∈Z+ 任意子列都非 Cauchy 列, 与 T 是紧算子矛盾.
Step 4: 要证 S = {en}n∈Z+ 是 H 的标准正交基, 只需证 spanC S = H. 令 K = spanC S. 由
TS ⊂ S 知 TK ⊂ K, 从而 TK⊥ ⊂ K⊥. 故 T : K⊥ → K⊥ 是紧算子. 假设 K⊥ 6= 0. 令

µ = sup
ξ∈K⊥,∥ξ∥=1

〈Tξ, ξ〉

则由 en 和 λn 的定义方式可知 µ ⩽ λn(∀n), 故 µ = 0. 由之前的 Claim, 存在 ξ ∈ K⊥ 使 ‖ξ‖ = 1

且 Tξ = µξ = 0, 这与 N(T ) = 0 矛盾. 故 K⊥ = 0,K = H.

定理 2.4.11. 令 T : H→ H 为紧算子. 假设 T 自伴, 即 T = T ∗, 则存在 N(T )⊥ 的标准正交基

{e1, e2, · · · , f1, f2, · · · } 满足
Ten = λnen, T fn = −µnfn

这里 λn, µn ∈ R, λ1 ⩾ λ2 ⩾ · · · > 0, µ1 ⩾ µ2 ⩾ · · · > 0.

• 若 λ1, λ2, · · · 有无限项则 lim
n→∞

λn = 0

• 若 µ1, µ2, · · · 有无限项则 lim
n→∞

µn = 0

证明: 用前一个定理的证法依次构造 e1, f1, e2, f2, · · · 和 λ1, µ1, λ2, µ2, · · · :

λ1 = sup
∥ξ∥=1

〈Tξ, ξ〉 , − µ1 = sup
∥ξ∥=1,ξ⊥e1

〈−Tξ, ξ〉 , λ2 = sup
∥ξ∥=1,ξ⊥e1,e2

〈Tξ, ξ〉 , · · ·

Hilbert 空间, 尤其地,l2(Z) 和完备性的引入, 首先是为了解决自伴紧算子谱分解的问题. 完
备性在如下两个地方起了关键作用:

• H 关于闭子空间 K 的正交分解 H ∼= K⊕K⊥.

• H 的单位闭球 B1 的弱紧性, 即在弱拓扑下的紧性.

在 Hilbert 空间下, 弱拓扑往往和函数逐点收敛挂钩, 只有在考虑一般 Banach 空间时, 抽象的弱
拓扑概才得以建立起来.
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第三章 测度论

3.1 测度论引论

令 1 ⩽ p < +∞, 我们考虑 C([0, 1]) 在 Lp 范数 ‖f‖p =
(ˆ
|f |p

) 1
p

下的完备化 Lp([0, 1]).

Lp([0, 1]) 中的元素 φ 可由收敛到它的 C([0, 1]) 中的 Cauchy 列 {fn}n∈Z+ 代表. 如果 fn 逐

点收敛到 f : [0, 1]→ C, 我们希望用 f 来代表 φ, 但这有几个问题:

• 无法保证 fn 逐点收敛. 例如, 一个 L2([0, 1]) 中的元素的 Fourier 展开总是在 L2 范数下收

敛, 但不一定逐点收敛.

• 我们只能保证 {fn}有子列是几乎处处逐点收敛的,即有零测集 ∆ ⊂ [0, 1]使子列在 [0, 1]\
∆ 上逐点收敛.

• {fn} 的两个逐点收敛子列收敛到的函数只是几乎处处 (a.e. almost everywhere) 相等.

注记. 我们可以用一个函数 f : [0, 1]→ C 来代表 Lp([0, 1]) 中的一个元素 φ, 但 f 不是唯一的,f
和 f ′ 可同时代表 φ, 若 f 和 f ′ 几乎处处相等.f 的取法：取 C([0, 1]) 中点列在 Lp 下收敛到 φ,
则它有子列几乎处处收敛到 f .

不难验证, 若 f, g 代表 φ, ϕ ∈ Lp([0, 1]), 则 af + bg 代表 aφ+ bϕ(若 a, b ∈ C).

问题 3.1.1. Lp([0, 1]) 中元素的收敛性能否由函数列的 (几乎处处) 逐点收敛体现？(二者关系是
什么？)

注记. 网收敛与 a.e. 收敛之间没有强关联. 考虑函数网 (χA)A∈fin(2[0,1]), 即 A 是 [0, 1] 的有限子

集,χA 是 A 的特征函数. χA(x) =
{

1 x ∈ A
0 x /∈ A

则网 (χA)A∈fin(2[0,1]) 处处收敛到常值函数 1. 而

χA = 0, a.e. 故 lim
A
‖1− χA‖p 6= 0.

以上例子表明, 测度论是非常依赖可数性的理论.

问题 3.1.2. Hilbert 空间 L2([0, 1]) 上的内积是否能由代表 L2([0, 1]) 中元素的函数 f, g 之间

的积分
ˆ 1

0
fg 来表达呢？更一般地, 令 1 < q ⩽ +∞ 满足 1

p
+

1

q
= 1. 回忆 Hölder 不等

式:
∣∣∣∣ˆ fg

∣∣∣∣ ⩽ ‖f‖p · ‖g‖q(它可由离散求和版本的 Hölder 不等式逼近得到).

因此,∀g ∈ C([0, 1]),Ψg : f ∈ C([0, 1]) 7→
ˆ
fg 在 L2 范数下连续. 那么一般的 Lp([0, 1]) 上

的有界线性泛函, 即有界线性映射 Lp([0, 1])→ C 能否由 f 7→
ˆ
fg 刻画？(答案是是的)

25



测度论是代数结构的几何表示理论:

• 用具体的函数表示 C([0, 1]) 在 Lp 范数下的 Cauchy 列 (1 ⩽ p < +∞).

• 用函数列 a.e. 收敛来刻画 Lp 范数下的收敛.

• 用积分来表示 L2([0, 1]) 上的内积. 一般地, 表示 Lp([0, 1]) 的对偶空间 Lp([0, 1])∗ 及其元

素是如何作用在 Lp([0, 1]) 上的.

• 用函数列 a.e. 收敛来刻画 L2([0, 1]) 的弱收敛, 更一般地, 刻画 Lp([0, 1])∗ 的弱 ∗ 收敛. 这
个问题约等于积分与极限的交换问题.

• 用测度来表示 C([0, 1]) 在 l∞ 范数下的对偶空间 C([0, 1])∗. 这一部分能够以表示论的形式
(∗-代数的酉表示) 呈现, 并且与自伴算子谱理论直接相关.

测度论首先研究什么函数能代表 Lp([0, 1]) 中的元素, 特别地, 什么特征函数 χA 能代表

Lp([0, 1]) 中元素. 这样的 A 会被称为可测集.

• 若 Ω ⊂ I = [0, 1] 是开集, 我们能找到递增的 Cc(I, [0, 1]) 中序列 fn 处处收敛到 χΩ. 若 Ω

有界, 则 {fn} 在 Lp 下收敛 (考虑 N = 1,Ω 是开区间作为例子).

因此, 我们希望 χΩ 能代表 fn 所收敛到的 Lp(I) 中的元素. 因此我们希望开集可测.

• 若 χA 能代表 Lp(I) 中元素, 则 1 − χA = χA∁(A∁ 是 A 的补集) 也能代表, 因此我们希望
可测集的补集可测.

• 若 χA, χB 可代表 Lp(I) 中元素, 我们希望 χA∩B = χA · χB 也如此, 故希望可测集的有限
交集可测. 取补集, 则我们希望可测集的有限并可测.

• 若 A1 ⊂ A2 ⊂ A3 ⊂ · · · ⊂ [0, 1] 可测, 令 B =
⋃
n

An 则 lim
n
χAn = χB, 我们希望 B 可测.

• 以上两条告诉我们, 若 {An}n∈Z+ 是 [0, 1] 的一列可测子集, 我们希望
⋃
n

An 可测.

定义 3.1.3. 一个集合 X 的σ-代数是 2X 的一个子集 A 满足:

• ∅ ∈ A.

• E ∈ A =⇒ E∁ = X \ E ∈ A.

• 若 {En}n∈Z+ 是 A 中一列元素, 则
⋃
n∈Z+

En ∈ A.

我们称 (X,A) 或 X 为一个测度空间.
若 σ-代数 A′ 满足 A′ ⊂ A, 则称 A′ 为 A 的 σ-子代数. 若把 σ-代数定义的最后一条改为

E1, · · · , En ∈ X =⇒ E1 ∪ · · · ∪ En ∈ A, 则称 A 是一个代数.

注记. σ-代数 A 中可数个元素的交集显然也在 A 中. 一个 X 的 σ-代数必然包括 ∅ 和 X.
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例子. 若 (Ai)i∈I 是一族 X 的 σ-代数, 则
⋂
i∈I

Ai 也是 X 的 σ-代数.

定义 3.1.4. 若 M ⊂ 2X ,
σ(M) :=

⋂
A是包含M的σ-代数

A

称为M 生成的σ-代数. 即包含 M 的最小 σ-代数.

定义 3.1.5. 若 X 是拓扑空间, 则由 X 的所有开集生成的 σ-代数叫作 X 的 Borel σ-代数, 记
为B(X) 或BX , 其中的元素称为 Borel 集.

例子. [a, b) = (−∞, b) ∩ [a,+∞) 是 R 的 Borel 集.

定义 3.1.6. 若 (X,A), (Y,B)是测度空间,f : X → Y 是映射,易知 f−1(B) = {f−1(E) : E ∈ B}
是 X 上的 σ-代数. 若 f−1(B) ⊂ A, 我们说 f 是可测的.

注记. 显然, 若 f : X → Y 和 g : Y → Z 可测, 则 g ◦ f : X → Z 可测.

命题 3.1.7. 以上定义中, 若 B = σ(M), 则

f可测(即f−1(σ(M)) ⊂ A)⇔ f−1(M) ⊂ A

证明:“⇒”显然;“⇐”考虑 {E ⊂ Y : f−1(E) ∈ A} 是 σ-代数且包含 M, 因而它也包含 σ(M).
故 f−1(σ(M)) ⊂ A.

推论 3.1.8. 令 f : X → Y 为映射,M ⊂ 2Y , 则 σ(f−1(M)) = f−1(σ(M)).

证明: 把前一命题中的 f−1(M) ⊂ A =⇒ f−1(σ(M)) ⊂ A,取 A = σ(f−1(M))得 f−1(σ(M)) ⊂
σ(f−1(M)).
而由 f−1(M) ⊂ f−1(σ(M)) 以及 f−1(σ(M)) 是一个 σ-代数, 得 σ(f−1(M)) ⊂ f−1(σ(M)).

定义 3.1.9. 若 (X,A) 是测度空间,Y 是拓扑空间, 则映射 f : X → Y 称为可测若 f : (X,A)→
(Y,BY ) 可测 (等价地 f−1({Y的开子集}) ⊂ A, 等价地 f−1({Y的闭子集}) ⊂ A).

命题 3.1.10. 若拓扑空间 Y 第二可数且 U 是 Y 的拓扑基, 则 σ(U) 是 Y 的 Borel σ-代数 BY .

证明: 令 TY 为 Y 的拓扑, 即 TY = {Y的开子集}, 则 U ⊂ TY , 故 σ(U) ⊂ σ(TY ) = BY .
任取 W ∈ TY . 由 U 是拓扑基知 W 有开覆盖

W =
⋃
{u ∈ U : u ⊂W}

从而有可数子覆盖.(回忆 Y 第二可数 =⇒ W 第二可数 =⇒ W 是 Lindelöf空间)故W ∈ σ(U).
这证明了 TY ⊂ σ(U). 故 σ(TY ) ⊂ σ(U).

推论 3.1.11. 若 X 是测度空间,Y 是第二可数拓扑空间且 U 是 Y 的一个拓扑基. 则 f : X → Y

可测当且仅当 ∀u ∈ U 有 f−1(u) 是 X 的可测集.
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例子. σ({(a,+∞) : a ∈ Q}) = BR = σ({[a,+∞) : a ∈ Q}).

证明: 令 A = σ({(a,+∞) : a ∈ Q}). 则 A ⊂ BR. 故

∀a ∈ R, [a,+∞) =
⋂
b∈Q
b<a

(b,+∞) ∈ A

(a,+∞) =
⋃
b∈Q
b>a

(b,+∞) ∈ A

故 ∀b ∈ R 有 (−∞, b) = R \ [b,+∞) ∈ A. 故 (a, b) ∈ A.
由于 {(a, b) : a < b, a, b ∈ R} 是 R 的拓扑基且 R 是第二可数的 (回忆第二可数 =⇒ 可分,

可分度量 =⇒ 第二可数) 故 {(a, b)} 生成的 σ-代数就是 BY . 故 A = BY .
σ({[a, b) : a ∈ Q}) = BR 的证明类似.

我们定义 [−∞,+∞] 上的拓扑使以下 f 是同胚:

f :
[
−π
2
,
π

2

]
→ [−∞,+∞], f(x) =


tanx

(
x 6= ±π

2

)
−∞

(
x = −π

2

)
+∞

(
x = π

2

)
因此 [−∞,+∞] 有拓扑基 {(a, b), [−∞, c), (+∞, d] : a, b, c, d ∈ [−∞,+∞]}.

命题 3.1.12. 以下集合每个都生成 B[−∞,+∞].

• {(a,+∞] : a ∈ Q}

• {[a,+∞] : a ∈ Q}

• {[−∞, a) : a ∈ Q}

• {[−∞, a] : a ∈ Q}

推论 3.1.13. 令 X 为测度空间,f : X → [−∞,+∞] 则以下等价:

• f 可测

• ∀a ∈ Q, f−1(a,+∞] 可测

• ∀a ∈ Q, f−1[a,+∞] 可测

• ∀a ∈ Q, f−1[−∞, a) 可测

• ∀a ∈ Q, f−1[−∞, a] 可测

注记. f : X → R 有类似结论.
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定义 3.1.14. 若 (X,A) 是测度空间,X ′ ⊂ X, 则 (X ′,A|X′) 自然的是一个子测度空间, 这里

A|X′ = {X ′ ∩ E : E ∈ A}. 等价地, 若令 ι :
X ′ → X

x 7→ x
为嵌入映射, 则 A|X′ = ι−1(A).

例子. 若 X 是拓扑空间,X ′ ⊂ X 赋予子空间拓扑 (即其开集为 X ′ ∩X 的开集) 则 (X ′,BX′) 是

(X,BX) 的子测度空间, 即 BX′ = BX |X′.

证明: 令 ι : X ′ → X 为嵌入,TX 为 X 的拓扑. 故 ι−1(TX) = TX′ .
我们要证 ι−1(BX) = BX′ .

BX′ = σ(TX′)

= σ(ι−1(TX))

= ι−1(σ(TX))

= BX |X′

命题 3.1.15. 令 X,Y 为测度空间,Y ′ ⊂ Y 是子测度空间.f 满足 f(X) ⊂ Y ′. 则以下等价:

(1) f : X → Y 可测.

(2) f 的限制 f ′ : X → Y ′ 可测.

证明: 嵌入映射 ι : Y ′ → Y 可测, 故由 f = ι ◦ f ′ 知 f ′ 可测 =⇒ f 可测.
记 Y 的 σ-代数为 A. 则 Y ′ 的 σ-代数为 A|Y ′ = ι−1(A). 假设 f 可测. 任取 A|Y ′ 中元素

E ∩ Y ′, E ∈ A. 则 (f ′)−1(E ∩ Y ′) = f−1(E) 可测. 故 f ′ 可测.

例子. 若 X 为测度空间,A ⊂ X, 则 A 可测当且仅当 χA : X → {0, 1} 可测.

证明: χ−1
A {1} = A,χ−1

A {0} = X \A,χ−1
A {∅} = ∅, χ−1

A {0, 1} = X 都可测当且仅当 A 可测.

定义 3.1.16. 若 X,Y 是拓扑空间, 映射 f : X → Y 称为 Borel(可测) 映射, 若 f : (X,BX)→
(Y,BY ) 可测. 显然,f 连续 =⇒ f Borel 可测.

命题 3.1.17. 令 X 为测度空间,f = (f1, · · · , fN ) : X → RN 可测当且仅当每个 fi : X → R 可
测.

证明: 令 pi : RN → R, (x1, · · · , xN ) 7→ xi, 则 fi = pi ◦ f . 考虑 pi 连续从而 Borel 可测, 故 f 可

测 =⇒ fi 可测.
反之, 假设 f1, · · · , fN 可测. 由于形如 I1 × · · · × IN 的 RN 子集 (这里 Ii = (ai, bi)) 构成

RN 的拓扑基, 故生成 BRN . 而

f−1 (I1 × · · · × IN ) = f−1
1 (I1) ∩ · · · ∩ f−1

N (IN )

故 f 可测.
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推论 3.1.18. 若 f, g : X → C 可测, 则 f + g, f · g 可测. 若 g 处处非零, 则 f

g
可测.

证明:
F : X → C× C, x 7→ (f(x), g(x))

可测. 且
C× C→ C, (z1, z2) 7→ z1 + z2

连续 (故 Borel 可测). 故二者的复合 f + g 可测. 类似地 fg 可测.
若 g 处处非零, 则由

g : X → C \ {0}

可测和

C \ {0} → C, z 7→ 1

z

连续知
1

g
可测. 故 f

g
可测.

命题 3.1.19. 令X 为测度空间,{fn}n∈Z+ 为一列可测函数.fn : X → [−∞,+∞],则 sup
n
fn, inf

n
fn,

lim sup
n

fn, lim inf
n

fn 可测.

证明: 我们只讨论 sup 和 lim sup. 令 F (x) = sup
n
fn(x). 则

∀a ∈ Q, F−1([−∞, a]) =
⋂
n

f−1
n ([−∞, a])

可测. 故 F 可测. 类似地,inf
n
fn 可测.

lim sup
n

fn(x) = lim sup
n
{fk : k ⩾ n} = inf

n
Fn(x)

这里 Fn = sup
k⩾n

fk 可测. 故 lim sup
n

fn 可测.

推论 3.1.20. 若 fn : X → [−∞,+∞] 是一列可测函数且逐点收敛到 f : X → [−∞,+∞], 则 f

可测.

3.2 Lebesgue 测度

回忆我们想用函数和积分来表示 C([0, 1]) 在 Lp 范数 (1 ⩽ p < +∞) 下的完备化 Lp([0, 1])

以及其对偶空间, 并且希望函数的逐点收敛能一定程度地表示 Lp 范数下的收敛和弱 ∗-收敛.
这意味着我们关心何时 lim

n

ˆ
fn =

ˆ
lim
n
fn. 我们处理这一问题的方式是先证明一个特例, 再

由这一特例来证明一般情况. 这一特例是: 若 A1, A2, · · · ⊂ [0, 1] 可测且两两不相交, 令 fn =

χA1∪···∪An = χA1 + · · ·+ χAn , 则 lim
n

ˆ
fn =

ˆ
lim
n
fn. 意味着

∑
n

µ(An) = µ

(⋃
n

An

)
.
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定义 3.2.1. 令 (X,A) 为测度空间, 函数 µ : A→ [0,+∞] 称为测度若满足

• µ(∅) = 0.

• 可数可加性 (countable additivity). 若 {En}n∈Z+ ⊂ A 两两不相交, 则 µ

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ (En).

我们也称 (X,A, µ) 或 (X,µ) 是测度空间.

例子. 令 X 是集合,∀E ⊂ X, 令

µ(E) =
∑
x∈E

1 =

{
|E| (E有限)

0 (E无限)

(X, 2X , µ) 是测度空间.µ 称为计数测度 (counting-measure).

命题 3.2.2. 令 (X,µ) 为测度空间.

1. 若 E1, · · · , En ⊂ X 可测且两两不交, 则 µ

(
n⋃
i=1

Ei

)
=

n∑
i=1

µ(Ei).

2. 单调性

若 E ⊂ F ⊂ X 可测, 则 µ(E) ⩽ µ(F ).

3. 若 E1 ⊂ E2 ⊂ E3 ⊂ · · · ⊂ X 可测, 则 µ

( ∞⋃
n=1

En

)
= lim

n→∞
µ (En).

4. 若 X ⊃ E1 ⊃ E2 ⊃ · · · 可测且 µ(E1) < +∞, 则 µ

( ∞⋂
n=1

En

)
= lim

n→∞
µ (En).

5. 次可加性 (subadditivity)

若 {En}n∈Z+ 可测, 则 µ

( ∞⋃
n=1

En

)
⩽

∞∑
n=1

µ (En).

证明: 1. 令 En+1 = En+2 = · · · = ∅ 并用可数可加性.

2. µ(F ) = µ(E) + µ(F \ E) ⩾ µ(E).

3. 令 F1 = E1, Fn = En \ En−1(n ⩾ 2), 则

µ

(⋃
n

En

)
= µ

(⋃
n

Fn

)
=
∑
n

µ(Fn)

= lim
n→∞

µ(F1) + · · ·+ µ(Fn)

= lim
n→∞

µ(F1 ∪ · · · ∪ Fn)

= lim
n→∞

µ(En)
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4. 令 Fn = E1 \ En, 则 µ(Fn) ⩽ µ(E1) < +∞. 由 3 知

µ

( ∞⋃
n=1

Fn

)
= lim

n→∞
(µ(E1)− µ(En))

又

µ

( ∞⋃
n=1

Fn

)
= µ

(
E1 \

( ∞⋂
n=1

En

))
= µ (E1)− µ

( ∞⋂
n=1

En

)

故 µ(E1)− µ

( ∞⋂
n=1

En

)
= lim

n→∞
(µ(E1)− µ(En)).

5. 假设 µ (E1 ∪ · · · ∪ En) ≤ µ (E1) + · · ·+ µ (En), 则

µ (E1 ∪ · · · ∪ En+1) = µ (E1 ∪ · · · ∪ En) + µ (En+1 \ E1 ∪ · · · ∪ En)

⩽ µ (E1) + · · ·+ µ (En) + µ (En+1)

故由归纳法,∀n 有 µ

 n⋃
j=1

Ej

 ⩽
n∑
j=1

µ(Ej).

对 n 取极限并利用 3, 得 µ

 ∞⋃
j=1

Ej

 ⩽
∞∑
j=1

µ(Ej).

定义 3.2.3. 若 (X,µ) 的可测集 E ⊂ X 满足 µ(E) = 0 则称 E 是零测集. 若某个命题在 X 的

一个零测集外成立, 我们说它几乎处处 (a.e.) 成立.

定义 3.2.4. 我们说测度空间 (X,µ) 是完备的若 X 的 (可测的) 零测集的任意子集都可测 (从而
由单调性是零测的).

定理 3.2.5. 令 (X,A, µ) 为测度空间. 令

N = {F ⊂ X :存在零测F̃ ⊂ A使F ⊂ F̃}

A = {E ∪ F : E ∈ A, F ∈ N}

则 A 是一个 σ-代数, 且 µ 能唯一地扩张成 A 上的一个测度 µ, 且 µ 完备. 我们称 (X,A, µ) 是

(X,A, µ) 的完备化.

证明: 显然 ∅ ∈ A.
若 E1, F2, · · · ∈ A, F1, F2, · · · ∈ N, 则

⋃
n

En ∈ A,
⋃
n

Fn ∈ N. 故
⋃
n

(En ∪ Fn) ∈ A. 因此 A

对可数并是封闭的. 若 E ∈ A, F ∈ N, 取 F̃ ∈ A 是 µ(F̃ ) = 0 且 F ⊂ F̃ , 则

(E ∪ F )∁ = (E ∪ F̃ )∁ ∪ (F̃ \ (E ∪ F ))

而 E ∪ F̃ ∁ ∈ A, F̃ \ (E ∪ F ) ∈ N, 故 (E ∪ F )∁ ∈ A, 从而 A 是 σ-代数.
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µ 的唯一性:
若 E ∈ A, F ∈ N, 则

µ(E ∪ F ) = µ(E) + µ(F \ E) = µ(E) + µ(F \ E)

这里, 取 F̃ ∈ A 零测使 F ⊂ F̃ . 由 µ 单调性,

0 ⩽ µ(F \ E) ⩽ µ(F̃ ) = µ(F̃ ) = 0

故 µ(E ∪ F ) = µ(E).
µ 的存在性:

我们定义 µ : A → [0,+∞] 为 µ(E ∪ F ) = µ(E), 若 E ∈ A, F ∈ N. 这是良定义的: 若
E′ ∈ A, F ′ ∈ N 且 E ∪ F = E′ ∪ F ′, 取零测 F̃ , F̃ ′ 使 F ⊂ F̃ , F ′ ⊂ F̃ ′, 则 E ⊂ E′ ∪ F̃ ′. 故

µ(E) ⩽ µ(E′ ∪ F̃ ′) ⩽ µ(E′) + µ(F̃ ′) = µ(E′)

类似地,µ(E′) = µ(E). 得证.
显然 µ(∅) = 0 和 µ 的可数可加性易得. 显然 µ 完备.

我们接下来构造 RN 上的 Lebesgue 测度.
令 X 为 LCH(局部紧的 Hausdorff 空间).X 的任意闭子集显然 LCH. 回忆若 V ⊂ X 是开

集,K ⊂ V 是紧集, 则存在开集 U 在 X 中有紧闭包 U 使 K ⊂ U ⊂ U ⊂ X.

定义 3.2.6. 若 V ⊂ X 是开集，记f ≺ V 若 f ∈ Cc(X), 0 ⩽ f ⩽ 1 且 supp(f) ⊂ V . 若 K ⊂ X
是紧集，记K ≺ f 若 f ∈ Cc(X), 0 ⩽ f ⩽ 1, 且 f |K = 1.

回忆上学期证过:

定理 3.2.7 (Urysohn引理). 令 X 为 LCH 空间，V ⊂ X 是开集 (注意 V 也是 LCH 的),K ⊂ V
为紧集，则存在 f 使 K ≺ f ≺ V .

定理 3.2.8 (单位分解定理). 令 X 为 LCH 空间，K ⊂ X 为紧集，开集 U1, · · · , Un ⊂ X 满

足 K ⊂ U1 ∪ · · · ∪ Un, 则存在 K 在 U1, · · · , Un 下的单位分解 h1, · · · , hn. 即 h1, · · · , hn ∈
Cc(X, [0, 1]) 满足:

(1) ∀1 ⩽ i ⩽ n 有 hi ≺ Ui.

(2) K ≺
n∑
i=1

hi.

对任意 f ∈ Cc(RN ), 定义 Riemann 积分ˆ
RN

f =

ˆ
R
· · ·
ˆ
R
fdx1 · · · dxN

注意:
ˆ

: Cc(RN )→ C 是正线性泛函. 即它是 C-线性的. 且 f ⩾ 0 =⇒
ˆ
f ⩾ 0. 由此可得

f ⩽ g =⇒
ˆ
f ⩽
ˆ
g

我们将只用
ˆ
是正线性泛函这一点来构造 Lebesgue 测度.
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定义 3.2.9. 若 U ⊂ RN 是开集，定义其 Lebesgue 测度为

m(U) = sup{
ˆ
RN

f : f ≺ U}

并令 m(∅) = 0. 我们在上学期作业 11 中证明过:

单调性 若 U ⊂ V 为开集, 则 m(U) ⩽ m(V ).

次可加性 若 (Ui)i∈I 是一族 RN 开子集, 则有 m

(⋃
i∈I

Ui

)
⩽
∑
i∈I

m(Ui).

定义 3.2.10. 对任意 E ⊂ RN ,

m∗(E) = inf{m(U) : E ⊂ U ⊂ RN}

称为 E 的 Lebesgue 外测度 (outer measure). 显然对开集有 m = m∗.

我们的目标是去证明 m∗ 是 (RN ,BRN ) 上的测度，并将其记为 m. 特别地, 若 E,F ∈ BRN

不相交, 我们希望证明
m∗(E ∪ F ) = m∗(E) +m∗(F )

这对于任意不相交的 RN 子集不成立 (Banach-Tarski 定理). 对于一般集合, 我们只有如下性质:

定义 3.2.11. 令 X 为集合, 函数 µ∗ : 2X → [0,+∞] 称为外测度若以下条件满足:

• µ∗(∅) = 0.

• 单调性:∀E,F ⊂ X, 若 E ⊂ F , 则 µ∗(E) ⩽ µ∗(F ).

• 次可加性: 令 (En)n∈Z+ 为 X 的一列子集, 则 µ∗

( ∞⋃
n=1

En

)
⩽

∞∑
n=1

µ∗(En).

引理 3.2.12. m∗ 是以上意义下的外测度.

证明: 单调性显然. 令 (En)n∈Z+ 为一列 X 的子集.∀ε > 0, 取开集 Un, En ⊂ Un ⊂ RN , 满足

m(Un) ⩽ m∗(En) +
ε

2n

则由 m 在开集上的次可加性

m∗

( ∞⋃
n=1

En

)
⩽ m

( ∞⋃
n=1

Un

)

⩽
∞∑
n=1

m (Un)

⩽
∞∑
n=1

m∗ (En) +
∞∑
n=1

ε

2n
=

∞∑
n=1

m∗ (En) + ε.

由 ε 的任意性得证.
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我们来证明特殊版本的 m∗(E t F ) = m∗(E) +m∗(F )(若 E,F ∈ BRN ).

例子. 若 U, V ⊂ RN 是开集, 则 m∗(V ) = m∗(V ∩ U) +m∗(V \ U).

证明: 由 m∗ 的次可加性,“⩽”成立. 故只需假设 m∗(V ) < +∞ 并证明 m∗(V ) ⩾ m∗(V ∩ U) +

m∗(V \ U). 由单调性,V ∩ U 和 V \ U 有有限 m∗ 值

m∗(V ∩ U) = m(V ∩ U) = sup{
ˆ
f : f ≺ V ∩ U}

故只需证明 ∀f ≺ V ∩ U 有
m(V ) ⩾

ˆ
f +m∗(V \ U)

即可.
令 K = supp(f),W = V \K. 则 W 是包含 V \ U 的开集. 只需证明

m(V ) ⩾
ˆ
f +m(W )

而 m(W ) = sup{
ˆ
g : g ≺W} 且 ∀g ≺W , 有 f + g ≺ V . 故

m(V ) ⩾
ˆ
f +

ˆ
g

取 sup
g≺W

得

m(V ) ⩾
ˆ
f +m(W )

例子. 令 E ⊂ RN , 令 U ⊂ RN 是开集, 则 m∗(E) = m∗(E ∩ U) +m∗(E \ U).

证明: 由 m∗ 的次可加性, 只需假设 m∗(E) < +∞, 并证 m∗(E) ⩾ m∗(E ∩ U) +m∗(E \ U)

m∗(E) = inf{m(V ) : V为开集, V ⊃ E}

∀ 开集 V ⊃ E. 由前一例以及 m∗ 单调性

m∗(V ) ⩾ m∗(U ∩ V ) +m∗(V \ U) ⩾ m∗(E ∩ U) +m∗(E \ U)

取 inf
V⊃E,V开集

完成证明.

定义 3.2.13. 令 µ∗ 是集合 X 的一个外测度. 我们说子集 A ⊂ X 是µ∗-可测或Carathéodory

可测若对任意 E ⊂ X 都有
µ∗(E) = µ∗(E ∩A) + µ∗(E \A)

因此 RN 的任意开子集都是 m∗-可测的.

注记. 显然 A 是 µ∗-可测的 ⇔ A∁ 是 µ∗-可测的.
我们应当把“µ∗-可测”看作不只是关于 A, 而是关于 A 和 A∁ 的共同性质. 或者说，从直

观上，是关于 A 和 A∁ 的“共同边界”的性质. 这个边界把任意 E ⊂ X 分成两部分:E ∩ A 和
E ∩A∁, 并且这一分割在 µ∗-外测度下是良好的，即满足

µ(E) = µ(E ∩A) + µ(E ∩A∁)
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我们通过一个例子来感受 µ∗-可测的好处.

例子. 令 A,B ⊂ X 为 µ∗-可测子集. 则 A,B 将 X 分成四个子集的不交并 X = Γ ∪∆∪Σ∪Ω.
其中

Γ = A \B

∆ = A ∩B

Σ = B \A

Ω = X \ (A ∪B)

Γ Σ∆

Ω

A B

则 Γ,∆,Σ,Ω 任意几个的不交并的 µ∗-外测度都能写成这些对应成员的 µ∗-外测度的和. 例如
(我们记 (A) 代表“由于 A 是 µ∗-可测”,(B) 代表“由于 B 是 µ∗-可测”):

µ∗(A)
(B)
= µ∗(Γ) + µ∗(∆)

µ∗(B)
(A)
= µ∗(∆) + µ∗(Σ)

µ∗(A∁)
(B)
= µ∗(Σ) + µ∗(Ω)

µ∗(A ∪B)
(A)
= µ∗(A) + µ∗(Σ) = µ∗(Γ) + µ∗(∆) + µ∗(Σ)

µ∗(X)
(A)
= µ∗(A) + µ∗(A∁) = µ∗(Γ) + µ∗(∆) + µ∗(Σ) + µ∗(Ω)

由此可得

µ∗(X) = µ∗(A ∪B) + µ∗(Ω) = µ∗(A ∪B) + µ∗(X \ (A ∪B))

我们总结两式, 记 M = {A ⊂ X : A是µ∗可测的}.

引理 3.2.14. 若 A,B ∈ M, 则 µ∗(X) = µ∗(A ∪ B) + µ∗(X \ (A ∪ B)), 且若 A ∩ B = ∅ 则
µ∗(A ∪B) = µ∗(A) + µ∗(B).

定义 3.2.15. 若 E ⊂ X, 定义 µ∗E : 2E → [0,+∞], 若 F ⊂ E 则 µ∗E(F ) = µ∗(F ).µ∗E 称为 µ∗ 在

2E 上的限制.

命题 3.2.16. 若 A ⊂ X 是 µ∗-可测的, 则 ∀E ⊂ X,AE = E ∩A 是 µ∗E-可测的.

证明: 对任意的 F ⊂ E,

µ∗E(F ∩AE) + µ∗E(F \AE) = µ∗(F ∩A) + µ∗(F \A)

= µ∗(F )

= µ∗E(F )
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推论 3.2.17. M 是代数, 且 µ∗ 在 M 上满足 (有限) 可加性: 若 A1, · · · , An ∈M 两两不交则

µ∗(A1 ∪ · · · ∪ An) =
n∑
i=1

µ∗(Ai)

证明: 可加性已证. 若 A,B ∈M, ∀E ⊂ X, 则 AE = A ∩ E 和 BE = B ∩ E 是 µ∗E-可测. 故由前
一引理,

µ∗E(E) = µ∗E(AE ∪BE) + µ∗E(E \ (AE ∪BE))

即

µ∗(E) = µ∗(E ∩ (A ∩B)) + µ∗(E \ (A ∪B))

故 A ∪B ∈M.

引理 3.2.18. 令 A1, A2, A3, · · · ∈ M 两两不相交. 令 A =

∞⋃
n=1

An. 则 µ∗(A) =

∞∑
n=1

µ∗ (An) 且

µ∗(X) = µ∗(A) + µ∗(X \A).

证明: 由可加性
µ∗(A1 ∪ · · · ∪ An) = µ∗(A1) + · · ·+ µ∗(An)

且

µ∗(X) = µ∗ (A1 ∪ · · · ∪ An) + µ∗ (X \ (A1 ∪ · · · ∪ An))

故

µ∗(A) ⩾ µ∗ (A1 ∪ · · · ∪ An) = µ∗ (A1) + · · ·+ µ∗ (An)

对任意 n 成立, 从而 µ∗(A) ⩾
∞∑
n=1

µ∗(An). 故 µ∗(A) =

∞∑
n=1

µ∗(An).

因此,
µ∗(X) ⩾ µ∗ (A1) + · · ·+ µ∗ (An) + µ∗(X \A)

取 n→∞ 得

µ∗(X) ⩾
∞∑
n=1

µ∗ (An) + µ∗(X \A) = µ∗(A) + µ∗(X \A)

定理 3.2.19 (Carathéodory定理). 令 µ∗是集合X 上的外测度.则M = {X的所有µ∗-可测子集}
是一个 σ-代数, 且 µ∗ 是 M 上的一个完备测度, 记作 µ.

证明: 我们已证 M 是代数且 µ∗ 满足可数可加性, 令 A1, A2, · · · ∈M. 令

B1 = A1, Bn+1 = An+1 \
n⋃
i=1

Ai

由 M 是代数和 B1, B2, · · · ∈ M. 故 ∀E ⊂ X,Bn ∩ E 是 µ∗E-可测. 令 A =

∞⋃
n=1

An =

∞⋃
n=1

Bn, 则

A ∩ E =
∞⋃
n=1

(Bn ∩ E). 由前一引理

µ∗E(E) = µ∗E

( ∞⋃
n=1

(Bn ∩ E)

)
+ µ∗E

(
E \

∞⋃
n=1

(Bn ∩ E)

)
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即

µ∗(E) = µ∗(A ∩ E) + µ∗(E \A)

故 A 是 µ∗-可测的. 因此 M 是 σ-代数.
若 A ∈M, µ∗(A) = 0, B ⊂ A, 则 ∀E ⊂ X 有

µ∗(E ∩B) + µ∗(E \B) ≤ µ∗(A) + µ∗(E) = µ∗(E)

故 B ∈M. 故 µ∗ 在 M 上完备.

推论 3.2.20. BRN 中任意元素都 m∗-可测, 其完备化 BRN 中的元素称为 Lebesgue 可测集.
m = m∗|BRN

称为 Lebesgue 测度.m 在任意有界可测子集 A ⊂ RN 上取值有限.

证明: 只剩下证明 m(A) < +∞. 取开长方体 R = I1 × · · · × IN 包含 A, 则 m(A) ⩽ m(R). 对任
意 f ≺ R, ˆ

RN

f =

ˆ
I1

· · ·
ˆ
IN

f ⩽ |I1| · · · |IN |

故 m(R) ⩽ |I1| · · · |IN | < +∞

显然 Lebesgue 可测 =⇒ m∗-可测.“⇐=”事实上也成立.

3.3 非负函数的积分

令 (X, (A), µ) 为测度空间. 我们先来定义非负简单函数的积分, 约定 0 · (+∞) = 0

定义 3.3.1. 若 s : X → [0,+∞) 形如

s = a1χE1 + · · ·+ anχEn , a1, · · · , an ∈ [0,+∞), E1, · · · , En可测

则称 s 为简单函数. 等价地,s 是简单函数 ⇔ s 可测且 s(X) 是有限集. 我们能把 s 写成 s =

a1χE1 + · · ·+ anχEn 满足可测集 E1, · · · , En 两两不相交. 定义
ˆ
X
sdµ =

∑
i

aiµ(Ei)

引理 3.3.2. 若 s =
∑
i

aiχEi =
∑
j

bjχEj (有限和), 且每个 Ei, Fj 可测, 假设 ∀i 6= i′, j 6= j′ 有

Ei ∩ Ei′ = Fj ∩ Fj′ = ∅. 则
∑
i

aiµ (Ei) =
∑
j

bjµ (Fj).

证明: 令 E0 = X \
⋃
i

Ei, 则

s = 0 · χE0 +
∑
i

aiχEi

且 0 · χE0 +
∑
i

aiχEi =
∑
i

aiχEi . 因此, 通过把 s =
∑
i

aiχEi 换成 0 · χE0 +
∑
i

aiχEi 可不妨

假设 X =
⊔
i

Ei. 类似地, 假设 X =
⊔
j

Fj . 则

∑
i

aiµ (Ei) =
∑
i

ai
∑
j

µ (Ei ∩ Fj) =
∑
i,j

aiµ (Ei ∩ Fj)
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类似地 ∑
j

bjµ (Fj) =
∑
i,j

bjµ (Fi ∩ Fj)

若 µ(Ei ∩ Fj) 6= 0, 取 x ∈ Ei ∩ Fj , 则若 i 6= i′ 或 j 6= j′ 则 x /∈ Ei′ ∩ Fj′ . 故 s(x) = ai = bj .
因此

∑
i

aiµ (Ei) =
∑
j

biµ (Fj).

引理 3.3.3. 令 s, t : X → [0,+∞) 为简单函数.c 为任意非负实数, 则

•
ˆ
X
cs = c

ˆ
X
s

•
ˆ
X
(s+ t) =

ˆ
X
s+

ˆ
X
t

证明: 显然
ˆ
X
cs = c

ˆ
X
s.

若 s, t : X → C 为简单函数, 则可把 s, t 写成有限和 s =
∑

aiEi 以及 t =
∑

biEi, 这里
E1, E2, · · · 可测且两两不交. 故

ˆ
X
(s+ t) =

∑
(ai + bi)µ(Ei) =

∑
aiµ(Ei) +

∑
biµ(Ei) =

ˆ
X
s+

ˆ
X
t.

推论 3.3.4. 若 s, t : X → [0,+∞) 是简单函数且 s ⩽ t, 则
ˆ
X
s ⩽
ˆ
X
t

证明:
ˆ
X
t =

ˆ
X
s+

ˆ
X
(t− s) ⩾

ˆ
X
s.

令L+(X) = L+= {可测函数f : X → [0,+∞]}

定义 3.3.5. 若 f ∈ L+, 定义:
ˆ
X
fdµ = sup{

ˆ
X
sdµ : s : X → [0,+∞)为简单函数且s ⩽ f}

显然, 当 f ∈ L+ 是简单函数时, 这里积分的定义与之前的定义相同.
若 A ⊂ X 可测, 定义: ˆ

A
fdµ =

ˆ
A
f |Adµ

不难得知, ˆ
A
f |Adµ =

ˆ
X
f · χAdµ

且 f ⩽ g =⇒
ˆ
f ⩽
ˆ
g.
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命题 3.3.6. 对任意的 f ∈ L+,ˆ
X
f = 0⇐⇒ f = 0 a.e.(即µ{x ∈ X : f(x) > 0} = 0)

证明: 记 A = {x ∈ X : f(x) > 0}. 若 µ(A) = 0, 则对任意简单函数 s : X → [0,+∞], 0 ⩽ s ⩽ f ,
记 s =

∑
i

aiχEi . 则 s =
∑
i

aiχEi∩A. 而 µ (Ei ∩A) ⩽ µ(A) = 0. 故

ˆ
X
sdµ =

∑
i

aiµ (Ei ∩A) = 0

故
ˆ
X
fdµ = 0.

反之, 假设 µ(A) > 0, 令 An = {x ∈ X : f(x) >
1

n
}, 则 A =

∞⋃
n=1

An. 故 µ(A) = lim
n→∞

µ(An).

故存在 n 使 µ(An) > 0. 由 f ⩾ 1

n
χAn 知

ˆ
X
fdµ ⩾ 1

n
µ(An) > 0.

类似地:

命题 3.3.7. 若 f ∈ L+ 满足
ˆ
X
f < +∞, 则 f < +∞ a.e.

证明: 令 A = {x ∈ X : f(x) = +∞}, 则 ∀n ∈ N 有 f ⩾ n · χA. 故ˆ
X
fdµ ⩾ n · µ(A)

故若 µ(A) ⩾ 0, 则
ˆ
X
fdµ = +∞.

定理 3.3.8 (单调收敛定理 (monotone convergence theorem/Beppo Levi theorem)). 令 {fn}n∈Z+

是 L+ 中一列元素满足 fn ⩽ fn+1(∀n). 令 f(x) = lim
n→∞

fn(x) = sup{fn(x) : n ∈ Z+}, 则
ˆ
X
f = lim

n→∞

ˆ
X
fn

证明: 因为 f1 ⩽ f2 ⩽ · · · , 故
ˆ
X
fndµ 关于 n 递增. 故 lim

n→∞

ˆ
X
fn 在 [0,+∞] 中存在. 对任意的

n, 有 fn ⩽ f , 故
ˆ
X
fn ⩽

ˆ
X
f . 故

ˆ
X
f ⩾ lim

n→∞

ˆ
X
fn

要证
ˆ
X
f ⩽ lim

n→∞

ˆ
X
fn, 只需对任意简单函数 s : X → [0,+∞) 满足 s ⩽ f 来证明

ˆ
X
s ⩽

lim
n→∞

ˆ
X
fn. 只需对 ∀0 < r < 1 证明

ˆ
X
rs = r

ˆ
X
s ⩽ lim

n→∞

ˆ
X
fn
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故通过把 s 换成 rs, 我们不妨假设 ∀x ∈ X 有

s(x) > 0 =⇒ s(x) < f(x)

令 Y = {x ∈ X : s(x) > 0}, 则 x ∈ Y =⇒ s(x) < f(x). 只需证
ˆ
Y
s ⩽ lim

n→∞

ˆ
Y
fn.

对任意的 n, 令 An = {x ∈ Y : fn(x) > s(x)}, 则 Y =

∞⋃
n=1

An, 故 µ(Y ) = lim
n→∞

µ(An). 我们

有: ˆ
Y
s = lim

n→∞

ˆ
An

s = lim
n→∞

ˆ
Y
χAn · s

(记有限和 s =
∑
i

aiχEi , Ei ⊂ Y 可测. 则由 Ei =
∞⋃
n=1

Ei ∩An 知 µ(Ei) = lim
n→∞

µ(Ei ∩An). 故

ˆ
Y
s =

∑
i

aiµ (Ei) = lim
n→∞

∑
i

aiµ (Ei ∩An) = lim
n→∞

ˆ
Y
χAn · s)

而 χAn · s ⩽ fn, 从而 ˆ
Y
χAn · s ⩽

ˆ
Y
fn

取 n→∞ 得
ˆ
Y
s ⩽ lim

n→∞

ˆ
Y
fn.

命题 3.3.9. 对任意 f ∈ L+, 存在递增简单函数列 sn : X → [0,+∞) 满足

∀x ∈ X, f(x) = lim
n→∞

sn(x)

证明: 先假设 f(X) ⊂ [0,+∞), 对任意 n, 令

sn(x) =


k

2n
(若

k

2n
⩽ f(x) <

k + 1

2n
,

k = 0, 1, 2, · · · , 4n)
0 (若2n + 2−n ⩽ f(x))
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即若 Ak = {x ∈ X :
k

2n
⩽ f(x) <

k + 1

2n
}(它可测), 则

sn =

4n∑
k=0

k

2n
· χAk

, ∀x ∈ X

若 f(x) ⩾ 2n + 2−n, 则显然 sn(x) = 0 ⩽ sn+1(x).
若

k

2n
⩽ f(x) <

k + 1

2n
, 则 2k

2n+1
⩽ f(x) <

2k + 2

2n+1
, 故 sn+1(x) ⩾

2k

2n+1
= sn(x).

因此 sn(x) 关于 n 递增, 且有

|f(x)− sn(x)| ⩽
1

2n
(若f(x) ⩽ 2n + 2−n)

因此 sn(x) 关于 n 递增且 lim
n→∞

sn(x) = f(x).
一般地, 若 f(X) ⊂ [0,+∞], 令 A = f−1([0,+∞)), 令 tn : X → [0,+∞) 为简单函数且逐点

递增收敛于 f · χA. 则
sn = tn + n · χX\A

为所求函数列.

命题 3.3.10. 若 f, g ∈ L+, c ⩾ 0, 则

•
ˆ
cf = c

ˆ
f

•
ˆ
(f + g) =

ˆ
f +

ˆ
g

证明: 取简单递增函数列 sn, tn : X → [0,+∞) 满足:

∀x ∈ X, lim
n→∞

sn(x) = f(x), lim
n→∞

tn(x) = g(x)

我们证过
ˆ

(sn + tn) =

ˆ
sn +

ˆ
tn. 两边取极限并由单调收敛定理得

ˆ
(f + g) =

ˆ
f +

ˆ
g

ˆ
cf = c

ˆ
f 的证明类似.

推论 3.3.11. 若 A,B ⊂ X 可测且不相交,f ∈ L+, 则
ˆ
A∪B

f =

ˆ
A
f +

ˆ
B
f

证明: ˆ
A∪B

f =

ˆ
X
χA∪B · f =

ˆ
X
χA · f +

ˆ
X
χB · f =

ˆ
A
f +

ˆ
B
f

42



推论 3.3.12. 若 f1, f2, · · · ∈ L+, 则
ˆ
X

∞∑
n=1

fn =
∞∑
n=1

ˆ
X
fn

证明: 令 gn = f1 + · · ·+ fn, g(x) = lim
n→∞

gn(x). 则

ˆ
X

∞∑
n=1

fn =

ˆ
X
g =

ˆ
X

lim
n→∞

gn = lim
n→∞

ˆ
X
gn

= lim
n→∞

(ˆ
X
f1 + · · ·+

ˆ
X
fn

)
=

∞∑
n=1

ˆ
X
fn

注记. 单调收敛定理对应了

A1 ⊂ A2 ⊂ · · · =⇒ µ

( ∞⋃
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ (An)

以下命题对应了
A1 ⊃ A2 ⊃ · · ·
µ(A1) <∞

}
=⇒ µ

( ∞⋂
n=1

An

)
= lim

n→∞
µ (An)

命题 3.3.13. 若可测函数列 fn : X → [0,+∞] 关于 n 递减且
ˆ
X
f1 < +∞, 则

lim
n→∞

ˆ
X
fn =

ˆ
X

lim
n→∞

fn

证明: 令 f(x) = lim
n→∞

fn(x), 则
ˆ
fn +

ˆ
(f1 − fn) =

ˆ
f1 =

ˆ
f +

ˆ
(f1 − f). 这五项中每一

项都不超过
ˆ
X
f1 属于 [0,+∞). 且 {f1 − fn} 关于 n 递增. 故由单调收敛定理,

lim
n→∞

ˆ
(f1 − fn) =

ˆ
(f1 − f)

代回上式知

lim
n→∞

ˆ
fn =

ˆ
f

注记. 若
ˆ
X
f1 = +∞ 则以上结论可能不成立, 例如

lim
n→∞

ˆ
R
χ[n,+∞) = +∞

但
ˆ
R

lim
n→∞

χ[n,+∞) =

ˆ
R
0 = 0.
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命题 3.3.14. 令 {fn} ⊂ L+. 令
(

sup
n
fn

)
(x) = sup

n
fn(x),

(
inf
n
fn

)
(x) = inf

n
fn(x), 则

sup
n

ˆ
X
fn ⩽

ˆ
X

sup
n
fn以及 inf

n

ˆ
X
fn ⩾

ˆ
X

inf fn

(注意特例 sup
n
(an + bn) ⩽ sup

n
an + sup

n
bn, inf

n
(an + bn) ⩾ inf

n
an + inf

n
bn)

证明: 令 φ(x) = sup
n
fn(x), ψ(x) = inf

n
fn(x), 则对任意 n 有

ˆ
X
fn ⩽

ˆ
X
φ以及

ˆ
X
fn ⩾

ˆ
X
ψ

分别取 sup
n
和取 inf

n
即可.

引理 3.3.15 (Fatou 引理). 令 {fn} ⊂ L+, 则

(1) lim inf
n→∞

ˆ
X
fn ⩾

ˆ
X

lim inf
n→∞

fn

(2) 若
ˆ
X

sup
n
fn < +∞, 则 lim sup

n→∞

ˆ
X
fn ⩽

ˆ
X

lim sup
n→∞

fn

(回忆若 {an} ⊂ R 则 lim sup
n→∞

an = lim
n→∞

(
sup
k⩾n

ak

)
以及 lim inf

n→∞
an = lim

n→∞

(
inf
k⩾n

ak

)
)

证明: 我们只证明 (2),(1) 是类似的.
∀n, 令 gn(x) = sup

k⩾n
fk(x), 则

ˆ
X
g1 < +∞, 且 gn 关于 n 递增, 故

lim
n→∞

ˆ
X
gn =

ˆ
X

lim
n→∞

gn =

ˆ
X

lim sup
n→∞

fn

而 ˆ
X
gn =

ˆ
X

sup
k⩾n

fk ⩾ sup
k⩾n

ˆ
X
fk

取极限得 lim
n→∞

ˆ
X
gn ⩾ lim sup

n→∞

ˆ
X
fn.

注记. 一般 Fatou 引理仅指 (1), 因为 (2) 可由 (1) 推得.

推论 3.3.16 (Lebesgue控制收敛定理的非负版本). 令 {fn} ⊂ L+ 逐点收敛到 f : X → [0,+∞].
若存在 g ∈ L+ 满足

ˆ
X
g < +∞ 且 ∀n 有 fn ⩽ g, 则 lim

n→∞

ˆ
X
fn 存在且等于

ˆ
X

lim
n→∞

fn.

证明: 由 Fatou 引理 (1), (2),
ˆ
X

lim
n→∞

fn =

ˆ
X

lim inf
n→∞

fn ⩽ lim inf
n→∞

ˆ
X
fn

⩽ lim sup
n→∞

ˆ
X
fn ⩽

ˆ
X

lim sup
n→∞

fn

⩽
ˆ
X

lim
n→∞

fn

因此上式中不等号均为等号.
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3.4 复值函数的积分

令 (X,µ) 为测度空间.

定义 3.4.1. 令 f : X → R 可测. 令

f+ = sup{f(x), 0}, f− = f+ − f = sup{−f(x), 0}

分别称为 f 的正部和负部. 注意 |f | = f+ + f−. 我们说 f 可积, 若
ˆ
X
|f | < +∞. 此时我们定义

ˆ
X
f =

ˆ
X
f+ −

ˆ
X
f−

记 L1(X,R) = L1(X,µ,R) = {可积f : X → R}.

命题 3.4.2. L1(X,R) 是 R-线性空间, 且映射
ˆ
X

: f ∈ L1(X,R) 7→
ˆ
X
fdµ ∈ R

是线性的.

证明: 若 a, b ∈ R, f, g ∈ L1(X,R), 则
ˆ
X
|af + bg| ≤

ˆ
X
(|a| · |f |+ |b| · |g|) = |a|

ˆ
X
|f |+ |b|

ˆ
X
|g| < +∞

因此 af + bg ∈ L1(X,R).
若 a ⩾ 0, 则 ˆ

X
af =

ˆ
X
(af)+ −

ˆ
X
(af)− =

ˆ
X
af+ −

ˆ
X
af−

= a

(ˆ
X
f+ −

ˆ
X
f−
)

= a

ˆ
X
f

显然
ˆ
X
−f =

ˆ
X
f− −

ˆ
X
f+ = −

ˆ
X
f , 因此

ˆ
X
−af = −

ˆ
X
af = −a

ˆ
X
f

故
ˆ
X
af = a

ˆ
X
f 对任意 a ∈ R 成立.

令 h = f+g,故 h+−h− = h = f+g = f+−f−+g+−g−,也即 h++f−+g− = h−+f++g+.
故 ˆ

X
h+ +

ˆ
X
f− +

ˆ
X
g− =

ˆ
X
h− +

ˆ
X
f+ +

ˆ
X
g+

ˆ
X
h+ −

ˆ
X
h− =

ˆ
X
f+ −

ˆ
X
f− +

ˆ
X
g+ −

ˆ
X
g−

故
ˆ
X
h =

ˆ
X
f +

ˆ
X
g.
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定义 3.4.3. 若 f : X → C 可测 (等价地,Ref ,Imf 可测, 从而 |f | =
√

Re f2 + Im f2 可测) 则
称 f 可积若

ˆ
X
|f | < +∞(注意由 |Re f |, | Im f | ⩽ |f | ⩽ |Re f |+ | Im f | 知 f 可积 ⇐⇒ Re f 和

Im f 都可积). 令 ˆ
X
f =

ˆ
X

Re f + i

ˆ
X

Im f

令 L1(X) = L1(X,C) = L1(X,µ,C) = {可积f : X → C}.

注记. 由于
ˆ
X
有界, 且其算子范数 ⩽ 1. 故 ‖

ˆ
‖L1 =

ˆ
X
|f |dµ 是“半范数”. 定义随后给出.

若 V 是 C-线性空间,Λ : V → R 是实线性算子, 则

Φ : V → C, v 7→ Λ(v)− iΛ(iv)

是 C-线性的.若 V 是赋范线性空间,则 ‖Λ‖ = ‖Φ‖.Φ是 Λ的复化 Λ(v) = ReΦ(v).即对 r ⩾ 0,∀u
有

若|Λ(u)| ⩽ r‖u‖,则|Φ(u)| ⩽ r‖u‖

(分析一作业 12 补充题 9)

定义 3.4.4. 映射 ‖ · ‖ : V → [0,+∞) 称为半范数若 ∀a ∈ C, ∀u, v ∈ V 有:

• ‖au‖ = |a| · ‖u‖

• ‖u+ v‖ ⩽ ‖u‖+ ‖v‖

(即它和范数相比少了 ‖u‖ = 0 =⇒ u = 0)

注记. 下划线式子对于 ‖ · ‖ 是半范数时也成立. 事实上, 取 θ ∈ R 使 eiθΦ(u) ∈ R, 则 ‖Φ(u)‖ =
‖Φ(eiθu)‖ ⩽ r‖eiθu‖ = r‖u‖.

命题 3.4.5. L1(X) 是 C-线性空间且 ‖f‖1 = ‖f‖L1 =

ˆ
X
|f | 定义了 L1(X) 上的半范数. 即满

足 ∀a ∈ C, ∀f, g ∈ L1(X) 有

‖af‖1 = |a| · ‖f‖1, ‖f + g‖1 ⩽ ‖f‖1 + ‖g‖1

且映射 ˆ
X

: L1(X)→ C, f 7→
ˆ
X
f

是 C-线性的.

证明: 对任意 a ∈ C, f, g ∈ L1(X),

‖f + g‖1 =
ˆ
X
|f + g| ⩽

ˆ
X
(|f |+ |g|) =

ˆ
X
|f |+

ˆ
X
|g| = ‖f‖1 + ‖g‖1 < +∞

‖af‖1 =
ˆ
X
|af | = |a|

ˆ
X
f = |a| · ‖f‖1 < +∞

故 L1(X) 是 C-线性映射且 ‖ · ‖1 是半范数.
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Λ : L1(X)→ R, f 7→
ˆ
X

Ref 是 R-线性的. 而

Λ(f)− iΛ(if) =
ˆ
X

Re f − i
ˆ
X

Re(if)

=

ˆ
X

Re f − i
ˆ
X
(− Im f) =

ˆ
X
f

故 f 7→
ˆ
X
f 是 C-线性的.

命题 3.4.6. ∀f ∈ L1(X) 有 |
ˆ
X
f | ⩽

ˆ
X
|f |.

证明: 为证明 |Φ(f)| ⩽ ‖f‖L1 , 只需证明 |Λ(f)| ⩽ ‖f‖L1 . 而

|Λ(f)| =
∣∣∣∣ˆ
X

Re f
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣ˆ
X

Re f+ −
ˆ
X

Re f−
∣∣∣∣

⩽
ˆ
X

Re f+ +

ˆ
X

Re f− =

ˆ
X

Re f+ + Re f−

=

ˆ
X
|Re f | ⩽

ˆ
X
|f |

= ‖f‖L1

因此即有

∣∣∣∣ˆ
X
f

∣∣∣∣ ⩽ ˆ
X
|f |.

注记. 若 ‖ · ‖ 是 C-线性空间 V 上的半范数, 则

V0 = {v ∈ V : ‖v‖ = 0}

是 V 的线性子空间. 则 (V /V0, ‖ · ‖) 是一个赋范 C-线性空间. 这里 v ∈ V 则 ‖v + V0‖ := ‖v‖.
我们常把 (V, ‖ · ‖) 和 (V /V0, ‖ · ‖) 看作一样的对象.

例子. 若 V = L1(X,µ), 半范数取作 ‖ · ‖L1, 则对 f ∈ V 有

‖f‖L1 = 0⇐⇒
ˆ
X
|f | = 0⇐⇒ f = 0 a.e.

令 V0 = {f ∈ L1(X,µ) : f = 0 a.e.}. 则 (V /V0, ‖ · ‖L1) 是赋范线性空间.
事实上, 我们常常把 L1(X,µ) 看作 V /V0. 即 L1(X,µ) 中元素是可积的 f : X → C 地等价

类, 等价关系为 g ∼ f ⇐⇒ g = f a.e.
则
ˆ
X

: L1(X,µ)→ C 有算子范数 ⩽ 1.
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定理 3.4.7 (控制收敛定理 (Dominated Convergence Theorem)). 令 {fn} ⊂ L1(X,µ), 几乎处处
收敛到可测的 f : X → C(即在一个零测集 A 外 fn 逐点收敛到 f) 且存在 g ∈ L1(X,µ), g ⩾ 0

满足 ∀n 有 |fn| ⩽ g a.e. 则

f ∈ L1(X,µ)且
ˆ
X
f = lim

n→∞

ˆ
X
fn

证明: 取零测集 A,B1, B2, · · · , 在 A 外 fn → f , 在 Bn 外 |fn| ⩽ g. 则

C = A ∪

( ∞⋃
n=1

Bn

)

是零测集. 令 Y = X \ C. 那么在 Y 上 |f | = lim
n→∞

|fn| ⩽ g. 故
ˆ
X
|f | =

ˆ
Y
|f | ⩽

ˆ
X
g < +∞

只需证
ˆ
Y
f = lim

n→∞

ˆ
Y
fn. 我们证明过当 fn ⩾ 0 时这成立. 现在对于一般情况令 hn = f − fn.

注意

|f(x)| = lim
n→∞

|fn(x)| ⩽ g(x)

故 |hn| ⩽ 2g. 故
lim
n→∞

ˆ
X
|hn| =

ˆ
X

lim
n→∞

|hn| = 0

而

∣∣∣∣ˆ
X
hn

∣∣∣∣ ⩽ ˆ
X
|hn|, 故 lim

n→∞

ˆ
X
hn = 0.

这就证明了
ˆ
Y
f = lim

n→∞

ˆ
Y
fn.

命题 3.4.8. 假设 µ(X) < +∞, (fα)α∈I 是 L1(X,µ) 中的网且一致收敛到可测的 f : X → C, 则

f ∈ L1(X,µ)且 lim
α

ˆ
X
fα =

ˆ
X
f

证明:
lim
α

ˆ
X
|f − fα| ⩽ lim

α
µ(x) ‖f − fα‖l∞ = 0

故存在 α 使
ˆ
X
|f − fα| < +∞, 故

ˆ
X
|f | ⩽

ˆ
X
|f − fα|+

ˆ
X
|fα| < +∞

从而 f ∈ L1(X), 且
|
ˆ
X
f −
ˆ
X
fα| ⩽

ˆ
X
|f − fα| → 0

注记. 用以上命题和 Egoroff 定理可以证明控制收敛定理.

补充 (证明见第四次作业):

定理 3.4.9 (Egoroff 定理). 假设 µ 是有限测度, 即 µ(X) < +∞. 假设函数列 {fn} 逐点收敛.
证明对任意 δ > 0 都存在 X 的可测子集 A 满足 µ(X \A) ⩽ δ 且 {fn} 在 A 上一致收敛.
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3.5 Lp 空间

令 (X,µ) 为测度空间. 考虑满足 1

p
+

1

q
= 1 的 p, q ∈ [1,+∞]. 若 f : X → C 或 f : X →

[0,+∞]. 若 p < +∞ 令

‖f‖Lp = ‖f‖p =
(ˆ

X
|f |p

) 1
p

命题 3.5.1. 假设 1

p
+

1

q
= 1, 1 < p < +∞.f, g ∈ L+(X). 则有

• Hölder 不等式
ˆ
X
fg ⩽ ‖f‖p · ‖g‖q

• Minkowski 不等式 ‖f + g‖p ⩽ ‖f‖p + ‖g‖p

证明: 若 f, g 是特征函数 X → [0,+∞). 记 f =
∑

aiχEi , g =
∑

biχEi , 这里 Ei ∩ Ej = ∅ 若

i 6= j.且 (由
ˆ
|f |p,

ˆ
|g|p < +∞)可假设 µ(Ei) < +∞.fg =

∑
aibiχEi .由有限求和的 Hölder

不等式: ˆ
X
fg =

∑
i

aibiµ(Ei)

=
∑
i

aiµ (Ei)
1
p · biµ (Ei)

1
q

⩽
(∑

i

apiµ (Ei)

) 1
p
(∑

i

bqiµ (Ei)

) 1
q

= ‖f‖p · ‖g‖q

一般情况下, 取递增简单函数列 sn, tn : X → [0,+∞), sn → f, tn → g. 则由单调收敛定理,
ˆ
X
fg = lim

n→∞

ˆ
X
sntn

⩽ lim
n→∞

(ˆ
X
spn

) 1
p

·
(ˆ

X
tqn

) 1
q

=

(ˆ
X
fp
) 1

p

·
(ˆ

X
gq
) 1

q

Hölder 不等式得证.Minkowski 不等式的证明类似.

因此, 若 f, g ∈ X → C 可测, 则

• Hölder 不等式
∣∣∣∣ˆ fg

∣∣∣∣ ⩽ ˆ |fg| ⩽ ‖f‖p · ‖g‖q
• Minkowski 不等式 ‖f + g‖p ⩽ ‖|f |+ |g|‖p ⩽ ‖f‖p + ‖g‖p

显然若 a ∈ C 则 ‖af‖p = |a| · ‖f‖p. 因此

Lp(X,µ) = {可测f : X → C :

ˆ
X
|f |p < +∞}

是 C-线性空间, 且 ‖ · ‖p 是 Lp(X,µ) 上的半范数. 显然

‖f‖p = 0⇐⇒ f = 0 a.e.
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因此, 若把 Lp(X,µ) 中元素看作满足
ˆ
X
|f |p < +∞ 的可测 f : X → C 所处的“几乎处处相等

等价类”, 则 ‖ · ‖p 是 Lp(X,µ) 上的范数.
我们常把 Lp(X,µ) 看成这些等价类构成的集合.

注记. ‖f‖p 指 ‖f‖Lp , 除非测度是计数测度, 否则 ‖f‖lp 不会写成 ‖f‖p.

定理 3.5.2 (Riesz-Fischer 定理). 令 1 ⩽ p ⩽ +∞, 则 Lp(X,µ) 完备. 且若 {fn} 在 Lp(X,µ) 中

(Lp 范数下) 收敛到 f ∈ Lp(X,µ), 则 {fn} 有子列 a.e. 收敛到 f .

注记. (1) 若 fn 在 Lp 范数下收敛到 f, g ∈ Lp(X,µ), 则 ‖f − g‖p = 0, 故 f = g a.e.

(2) 若度量空间 Y 中点列 {yn} 是 Cauchy 列, 且有子列收敛到 y, 则 lim
n→∞

yn = y.

(3) L∞ 的定义及证明稍后给出. 并且当 p = +∞ 时有 {fn}a.e. 收敛到 f .

证明: 我们先证 1 ⩽ p < +∞ 的情况. 取 Lp(X,µ) 中的 Cauchy 列 {fn}n∈Z+ . 构造子列 {fnk
}

如下: 令 n1 = 1. 若 n1 < · · · < nk−1 已选好 (n > 1). 取 nk > nk−1 使

∀m ⩾ nk有‖fm − fnk
‖ ⩽ 1

2k

这样取得的子列 {gk = fnk
}k∈Z+ 满足 ‖gk+1 − gk‖ ⩽

1

2k
. 我们下证明 gk 几乎处处收敛.

令 h1 = g1, h2 = g2 − g1, h3 = g3 − g2, · · · , 则 gk = h1 + h2 + · · ·hk. 要证
∞∑
k=1

hk 几乎处处

收敛, 只需证
∞∑
k=1

|hk| 几乎处处收敛. 注意 ‖hk‖p ⩽
1

2k−1
(k ⩾ 2), 由单调收敛定理,

ˆ
X

( ∞∑
k=1

|hk|

)p
=

ˆ
X

lim
n→∞

(
n∑
k=1

|hk|

)p
= lim

n→∞

ˆ
X

(
n∑
k=1

|hk|

)p
= lim

n→∞

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

|hk|

∥∥∥∥∥
p

p

⩽ lim
n→∞

(
‖h1‖+

1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n−1

)p
< +∞

故

( ∞∑
k=1

|hk|

)p
< +∞ a.e.

令 f(x) =

∞∑
k=1

hk(x) = lim
k→∞

gk(x)(若收敛, 不收敛则令 f(x) = 0), 则

‖f‖pp =
ˆ
X

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

hk

∣∣∣∣∣
p

⩽
ˆ
X

( ∞∑
k=1

|hk|

)p
< +∞

最后, 用类似的计算可得

‖f − gm‖pp =

∥∥∥∥∥
∞∑

k=m+1

hk

∥∥∥∥∥
p

p

⩽
ˆ ( ∞∑

k=m+1

|hk|

)p

⩽ lim
n→∞

(
1

2m
+

1

2m+1
+ · · ·+ 1

2n−1

)p
=

(
1

2m−1

)p
→ 0

故 lim
n→∞

‖f − fn‖p = 0.
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我们来讨论 L∞ 空间. 若 f : X → C 可测, 令

‖f‖L∞ = inf{a ⩾ 0 : µ({|f | > a}) = 0}

注意 ‖f‖L∞ ⩽ ‖f‖l∞ , 且若 f = g a.e., 则 ‖f‖L∞ = ‖g‖L∞ , 但 ‖f‖l∞ 与 ‖g‖l∞ 不一定相同. 对
测度空间,‖f‖∞ 一般指 ‖f‖L∞ . 当 µ 是计数测度时 l∞ = L∞.

引理 3.5.3. 令 b = ‖f‖L∞, 则 µ({|f | > b}) = 0. 特别地 ‖f‖L∞ = 0⇐⇒ f = 0 a.e.

证明: 由
{|f | > b} =

⋃
n∈Z+

{|f | > b+
1

n
}

和 µ 的次可数可加性易得.

注记. 以上引理告诉我们,b = ‖f‖L∞ 是最小的满足 µ{x ∈ X : |f(x)| > b} = 0 的非负数. 令
A = {x ∈ X : |f(x)| ⩽ ‖f‖L∞}, 则 ‖f |A‖l∞ = ‖f‖L∞ .

引理 3.5.4. 令 {fn} 为一列可测函数 fn : X → C, 则以下等价:

(1) lim
n→∞

‖fn‖L∞ = 0.

(2) 存在可测子集 A ⊂ X 满足 µ(X \A) = 0 且 lim
n→∞

sup
x∈A
|fn(x)| = 0.

证明: (2) =⇒ (1) 是显然的,(1) =⇒ (2): 假设 (1), 令

An = {x ∈ X : |fn(x)| ⩽ ‖fn‖L∞}

则 µ(X \An) = 0. 令 A =

∞⋂
n=1

An. 则

µ(X \A) ⩽
∞∑
n=1

µ(X \An) = 0

且 lim
n→∞

‖fn‖l∞(A) = 0.

定义 3.5.5. 令
L∞(X,µ) = {可测f : X → C, ‖f‖L∞ < +∞}

则 ∀f ∈ L∞(X,µ), 存在 A ⊂ X 可测使

‖f |A‖l∞(A) = ‖f‖L∞

由此易知 ‖ · ‖L∞ 是 L∞(X,µ) 上的半范数.
若令 L∞(X,µ) 中元素为满足 ‖f‖L∞ < +∞ 的 f 的等价类, 其中

f与g等价⇐⇒ ‖f − g‖L∞ = 0⇐⇒ f = g a.e.

则 ‖ · ‖L∞ 是 L∞ 上的一个范数.
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Riesz-Fischer 定理 L∞(X,µ) 版证明: 令 {fn}n∈Z+ 为 L∞(X,µ) 中 Cauchy 列. 对任意 m,n ∈
Z+, 取

Am,n = {x ∈ X : ‖fm(x)− fn(x)‖ ⩽ ‖fm − fn‖L∞}

令 A =
⋂
m,n

Am,n, 则 µ(X \A) = 0.

则 {fn|A} 是 l∞(A) 中的 Cauchy 列. 故在 l∞ 范数下收敛到

f ∈ l∞, f : A→ C可测

即 ‖fn − f‖∞ = 0. 对于 x ∈ X \A, 令 f(x) = 0, 则有 lim
n→∞

fn = f a.e. 且 f ∈ L∞(X,µ).

命题 3.5.6. 令 1 ⩽ p ⩽ ∞, 则对任意 f ∈ Lp(X,µ), 存在 Lp(X,µ) 内简单函数列 sn : X → C
满足 lim

n→∞
‖f − sn‖p = 0.(即简单函数在 Lp 空间内稠密)

证明: 通过考虑 Ref, Imf , 只需证 f : X → R 的情形. 考虑 f+, f− ∈ Lp(X,µ), 只需证 f+, f−

能被简单函数逼近. 故不妨设 f ⩾ 0.
若 1 ⩽ p < +∞, 取递增简单函数列 sn : X → [0,+∞), sn −→ f , 则 0 ⩽ sn ⩽ f . 故

ˆ
|sn|p ⩽

ˆ
|f |p < +∞

sn ∈ Lp(X,µ), 且 |f − sn|p ⩽ fp ∈ L1(X,µ), 故由控制收敛定理知:

lim
n→∞

ˆ
|f − sn|p =

ˆ
lim
n→∞

|f − sn|p = 0

若 p = +∞, 令 ‖f‖L∞ = M . 令 sn(x) =
i

n
M 若

i

n
M ⩽ f(x) ⩽ i+ 1

m
M(0 ⩽ i ⩽ n), 其它

区域 s(x) 取为 0. 则
lim
n→∞

‖f − sn‖L∞ = 0

注记. L2(X,µ) 的 L2 范数由内积 〈f, g〉 =
ˆ
X
fg 诱导 (f, g ∈ L2). 这里 fg ∈ L1(X,µ), 因为由

Hölder 不等式 ˆ
X
|fg| ⩽

√ˆ
X
|f |2 ·

√ˆ
X
|g|2 = ‖f‖2 · ‖g‖2 < +∞

因此
ˆ
X
fg 可定义. 故在此内积下 L2(X,µ) 是 Hilbert 空间. 由 Riesz-Fréchet 定理

f ∈ L2(X,µ) 7→ Ψf ∈ L2(X,µ)∗,Ψf (g) =

ˆ
X
gf

是反线性酉算子, 即反酉算子 (anti unitary). 故

f ∈ L2(X,µ) 7→
ˆ
X
( ) · f ∈ L2(X,µ)∗

是酉算子. 简单来说,
L2(X,µ) ∼= L2(X,µ)∗

在这个意义下,L2(X,µ) 的弱拓扑和弱 ∗ 拓扑 (作为 L2(X,µ) 的对偶空间) 等价.
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定义 3.5.7. 一个测度空间 (X,µ) 的可测子集 E 称为 σ-有限的, 若 E =

∞⋃
n=1

En, 其中 {En} 是

一列 E 的可测子集, 且对任意 n 有 µ(En) < +∞.(注意通过把 En 换成
n⋃
i=1

Ei, 我们总能再要求

E1 ⊂ E2 ⊂ · · · )

更一般地, 若 1 < p ⩽ +∞, 1 ⩽ q < +∞, 1
p
+

1

q
= 1 则有等距线性同构

Lp(X,µ) ∼= Lq(X,µ)∗

(当 p =∞, q = 1 时需假设 X 是 σ-有限的) 这个证明不容易. 我们只会讨论一些重要特例.
我们说过, 研究测度论的一个目标是用函数列逐点收敛来刻画 Lp 收敛和弱 ∗ 收敛. 我们先

看 L2 的情况.

• 逐点收敛 =⇒ L2 收敛

直接利用单调/控制收敛证明
ˆ
|fn − f |p → 0.

• 逐点收敛 =⇒ 弱 ∗ 收敛

定理 3.5.8. 令 {fn}n∈Z+ 为 L2(X,µ) 中 L2 有界的函数列. 假设 fn a.e. 逐点收敛到
f : X → C, 则 f ∈ L2(X,µ) 且 fn 弱收敛到 f .

注记. L2(X,µ) 中的弱收敛函数列一定 L2-有界. 这来源于泛函中所谓一致有界定理.

• 弱 ∗ 收敛 =⇒ L2 收敛

若 {fn} ⊂ L2(X,µ), f ∈ L2(X,µ) 且 fn
w→ f , lim

n→∞

ˆ
|fn|2 =

ˆ
|f |2, 则 fn → f .

注记. 这是根据一般 Hilbert 空间中, 网 ξα 收敛到 ξ ⇐⇒ ξα
w→ ξ且‖ξα‖ → ‖ξ‖.

• L2 收敛 =⇒ 逐点收敛

L2 收敛函数列一定有子列 a.e. 收敛

类似地, 逐点收敛 =⇒ L1 收敛可由控制收敛定理,L1 收敛 =⇒ 逐点收敛和 L2 类似.
我们接下来讨论一般的 Lp 空间的对偶关系.

命题 3.5.9. 令 1 ⩽ p < +∞, 1
p
+

1

q
= 1. 对任意 f ∈ Lp(X,µ), 令

Λf : Lq(X,µ)→ C,Λf (g) =
ˆ
X
fgdµ

则 Λf ∈ Lq(X,µ)∗,且 Λ : Lp(X,µ)→ Lq(X,µ)∗, f 7→ Λf 是等距线性映射.(当 p = +∞, q = 1,X
是 σ-有限时以上结论也对)

证明: 若 f ∈ Lp(X,µ), g ∈ Lq(X,µ), 则由 Hölder 不等式

‖fg‖L1 ⩽ ‖f‖Lp‖g‖Lq

故 |Λf (g)| ⩽
ˆ
X
|fg| ⩽ ‖f‖p‖g‖q. 故 ‖Λf‖ ⩽ ‖f‖p. 注意 Hölder 和 Minkowski 不等式对 p =

1, q =∞ 也成立.
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Case 1:1 < p < +∞, 1 < q < +∞, 取可测函数 u : X → S1 = {z : |z| = 1} 使 uf = |f |. 令
g = u · |f |p−1 故 fg = |f |p ∈ L1(X,µ). 故

‖g‖qq =
ˆ
X
|g|q =

ˆ
X
|f |pq−q =

ˆ
X
|f |p = ‖f‖pp

故 ‖g‖q = ‖f‖p−1
p . 而

Λf (g) =

ˆ
X
fg =

ˆ
X
|f |p = ‖f‖pp = ‖f‖p · ‖g‖q

故 ‖Λf‖ = ‖f‖p.
Case 2:p = 1, q =∞, 令 g = u|f |p−1 = u, 则 ‖g‖∞ = 1, 而

Λf (g) =

ˆ
X
|f | = ‖f‖1 = ‖f‖1 · ‖g‖∞

故 ‖Λf‖ = ‖f‖p.
Case 3:p =∞, q = 1. 要证 ‖Λf‖ ⩾ ‖f‖∞, 只需证 ∀0 ⩽ a < ‖f‖∞, 有 ‖Λf‖ ⩾ a 即可. 令

A = {x ∈ X : |f(x)| > a}

则 µ(A) > 0. 因 X 是 σ-有限的, 故 A 也 σ-有限. 因此存在可测集 B ⊂ A, 0 < µ(B) < +∞. 令
|f | = uf, u : X → S1 可测,g = uχB, 则 ‖g‖L1 = µ(B) < +∞, 有

Λf (g) =

ˆ
B
|f | ⩾ a · µ(B) = a · ‖g‖L1

故 ‖Λf‖ ⩾ a.

推论 3.5.10. 令 1 ⩽ p ⩽ +∞, 1
p
+

1

q
= 1(p = +∞ 时假设 X 是 σ-有限的). 令 f ∈ Lp(X,µ).

若 ∀g ∈ Lq(X,µ) 都有
ˆ
X
fgdµ = 0, 则 f = 0 a.e.

证明:
Λf : Lq(X,µ)→ C, g 7→

ˆ
X
fgdµ

是等距线性映射. 由假设,Λf = 0, 故 f 是 Lp(X,µ) 中的零元素. 故 f = 0 a.e.

定义 3.5.11. 令 1 < p ⩽ +∞.(p = +∞ 时假设 X 是 σ-有限的) 我们说 Lp(X,µ) 中的网

(fα)α∈A 弱 ∗-收敛到 f ∈ Lp(X,µ), 若把 Lp(X,µ) 看作 Lq(X,µ)∗ 闭线性子空间后在 Lq(X,µ)∗

的弱 ∗-拓扑下收敛. 即 ∀g ∈ Lq(X,µ) 有 lim
α

ˆ
X
fαg =

ˆ
X
fg. 当 1 < p < +∞ 时, 弱 ∗-收敛也

称为弱收敛, 这是因为 (Lp)∗ ∼= Lq. (一般地,Banach 空间 V 中的网 (vα) 称为弱收敛到 v ∈ V ,
若 ∀φ ∈ V ∗ 有 lim

α
φ(vα) = φ(v))

注记. 对 Banach 空间 V ,V ∗ 的范数收敛强于弱 ∗-收敛. 故对 Lp(1 < p ⩽ +∞),Lp 收敛 =⇒ 弱

∗-收敛. 不难看出在 L1 中,L1 收敛 =⇒ 弱收敛.
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定理 3.5.12. 令 (X,µ) 为 σ-有限的. 则

Λ : L∞(X,µ)→ L1(X,µ)∗, f 7→ Λf

(
Λf (g) =

ˆ
X
fg

)
是等距线性双射.

证明: 我们已经证明过 Λ 等距且显然线性, 要证 Λ 满射.
Case 1: 假设 µ(X) < +∞, 则 ∀g ∈ L2(X,µ) 有

ˆ
X
|g| ⩽ ‖g‖L2 ·

√
µ(X)

故 L2(X) ⊂ L1(X). 令 φ ∈ L1(X,µ)∗, 则 ∀g ∈ L2 有

|φ(g)| ⩽ ‖φ‖ · ‖g‖1 ⩽ ‖φ‖
√
µ(x) · ‖g‖2

故 φ : L2(X) → C 有界线性. 故存在 f ∈ L2(X) 使 ∀g ∈ L2(X) 有 φ(g) =

ˆ
X
fg. 特别地, 对

L1(X) 中的简单函数 g 有 φ(g) =

ˆ
X
fg.

Case 2: 一般情况, 记 X =

∞⊔
n=1

Xn, µ(Xn) < +∞. 则存在可测函数 f : X → C 满足 f |Xn ∈

L2(Xn) 且使任意 Xn 上的简单函数 g ∈ L1 有 φ(g) =

ˆ
X
fg. 类似前一定理, 能证 ‖φ‖ ⩾ ‖f‖∞.

故 f ∈ L∞(X,µ).任取 g ∈ L1(X,µ),取 L1(X,µ)中简单函数列 sn : X → C满足 ‖g−sn‖1 → 0.
则由 φ 的连续性

φ(g) = lim
n→∞

φ (sn) = lim
n→∞

ˆ
fsn

因为

‖fg − fsn‖1 ⩽ ‖f‖∞ · ‖g − sn‖1 → 0

故 |
ˆ
X
fg −

ˆ
X
fsn| → 0. 故 φ(g) =

ˆ
X
fg.

3.6 Radon 测度

本节 X 都指 LCH 空间.

定义 3.6.1. 令 µ 是 X 上的 Borel 测度 (或更一般地, 定义在包含 Borelσ-代数 BX 的一个 σ-代
数 A 上的测度) 令 E ⊂ X 可测.
我们说 µ 在 E 上外正则 (outer regular) 若 µ(E) = inf{µ(U) : U ⊃ E是X开子集};
说 µ 在 E 上内正则 (inner regular) 若 µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E是紧子集}.

定义 3.6.2. 令 µ 是 X 上的 Borel 测度. 我们称 µ 是 Radon 测度, 若

(1) µ 在紧集上取值有限

(2) µ 在任意 Borel 集上外正则

(3) µ 在任意开集上内正则
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我们称 µ 为正则测度, 若 µ 满足 (1),(2) 和

(3′) µ 在任意 Borel 集上内正则

由外正则性,一个 Radon测度 µ完全由其在开集上的取值决定,这是一个非凡的性质,因为一般
测度并不由其在生成 σ-代数的集合上的取值决定. 回忆 Cc(X) = {f ∈ C(X,C) : supp f紧}. 则
“开集上内正则”意味着 µ 完全由

ˆ
X
fdµ(∀f ∈ Cc(X)) 决定.

引理 3.6.3. 令 µ 是 X 上的 Borel 测度. 令 U ⊂ X 是开集, 则

sup{µ(K) : K ⊂ U,K紧} = sup{
ˆ
X
fdµ : f ≺ U}

特别地,µ 在 U 上内正则 ⇐⇒ µ(U) = sup{
ˆ
X
fdµ : f ≺ U}.

证明: 若 f ≺ U , 令 K = supp(f), 则 K ⊂ U ,K 紧, 且
ˆ
X
fdµ =

ˆ
X
χKdµ = µ(K).

反之, 令 K ⊂ U ,K 紧. 由 Urysohn 引理, 存在 K ≺ f ≺ U , 故 µ(K) =

ˆ
X
χKdµ ⩽ˆ

X
fdµ.

实际上,Radon 测度 µ 和
ˆ
X
dµ 之间一一对应:

定义 3.6.4. 一个 Cc(X) 上的泛函 (即线性映射 Λ : Cc(X)→ C) 称为正泛函,dddd∀f ∈ Cc(X),
有 f ⩾ 0 =⇒ Λ(f) ⩾ 0.

定理 3.6.5 (Riese(-Markov) 表示定理). 对任意正泛函 Λ : Cc(X) → C, 存在 X 上的唯一一个

Radon 测度 µ 满足 ∀f ∈ Cc(X) 有 Λ(f) =

ˆ
X
fdµ. 并且任意 Radon 测度都来源于某个正泛函

Λ.

证明: 若 Radon 测度 µ, ν 都满足 ∀f ∈ Cc(X) 有
ˆ
X
fdµ = Λ(f) =

ˆ
X
fdν, 则由前一引理知 µ

和 ν 在开集上取值相同. 故由外正则性,µ = ν, 唯一性得证.
Step 1: 给定正泛函 Λ : Cc(X)→ C, 定义 µ 如下: 若 U ⊂ X 是开集, 则

µ(U) = sup{Λ(f) : f ≺ U}

∀E ⊂ X, 令 µ∗(E) = inf{µ(U) : E ⊂ U,U是开集}, 则类似于 Lebesgue 测度的构造,µ∗ 是 X 上

的外测度, 且任意开集 µ∗-可测. 由 Carathéodory 定理, 所有 µ∗-可测集构成了 σ-代数, 在上面
µ∗ 是测度, 故 µ∗ 在 BX 上是测度, 记为 µ, 则 µ 在任意 Borel 集上外正则.
Step 2: 我们要证 Λ(f) =

ˆ
X
fdµ, 首先证明:

Claim: 若 K,L ⊂ X 紧,f ≺ X, f |L = 1, f |K = 0, 则 µ(L) ⩽ Λ(f) ⩽ µ(K).
事实上, 由 µ 在 K 上的外正则性,µ(K) = inf{µ(U) : U ⊃ K开集}, 而显然 µ(U) ⩾ Λ(f)(由

µ(U) 定义) 故 Λ(f) ⩽ µ(K). 要证 µ(L) ⩽ Λ(f), 只需对 ∀α > 1 证 µ(L) ⩽ Λ(αf). 令
V = {x ∈ X : αf(x) > 1}, 只需证 µ(V ) ⩽ Λ(αf). ∀g ≺ V , 则 g ⩽ αf , 故 Λ(g) ⩽ Λ(αf), 故
µ(V ) ⩽ Λ(αf).

56



Step 3: 我们证明 ∀f ∈ Cc(X) 有 Λ(f) =

ˆ
X
fdµ. 由 Λ 和

ˆ
X
的线性性, 不妨假设 f 取实值,

因 f = f+ − f−, 不妨假设 f ⩾ 0, 0 ⩽ f ⩽ 1.
任取 N ∈ Z+, 对 0 ⩽ j ⩽ N , 令 gj(x) = min{f(x), j

N
}, 则 gi ≺ X, 且 g0 = 0, gN = f . 对

1 ⩽ j ⩽ N , 令 fj = gj − gj−1, 则 f = f1 + f2 + · · ·+ fN 且 0 ⩽ fj ⩽
1

N
. 令

Kj = {x ∈ supp(f) : f(x) ⩾ j

N
}

则 fj |K∁
j−1

= 0, fj |Kj =
1

N
, 故

1

N
µ (Kj) ⩽ Λ (fj) ⩽

1

N
µ (Ki−1)

显然
1

N
µ (Kj) ⩽

ˆ
X
fj ⩽

1

N
µ (Ki−1)

对所有 j = 1, 2, · · · , N 求和得

µ (K1) + · · ·+ µ (KN )

N
⩽ Λ(f),

ˆ
X
f ⩽ µ (K0) + · · ·+ µ (KN−1)

N

故

∣∣∣∣Λ(f)− ˆ
X
f

∣∣∣∣ ⩽ 1

N
(µ(K0)− µ(KN )) ⩽

µ(supp f)
N

, 因 N 任意,Λ(f) =
ˆ
X
f .

Step 4: 对任意开集 U ,µ(U) = sup{Λ(f) : f ≺ U} = sup{
ˆ
X
dµ : f ≺ U} 故由前一引理,µ 在开

集上内正则, 若 K ⊂ X 紧, 由 Urysohn 引理, 存在 K ≺ f ≺ X, 则

µ(K) =

ˆ
X
χKdµ ⩽

ˆ
X
fdµ = Λ(f) < +∞

故 µ 是 Radon 测度.
最后,∀Radon测度 ν,令 Φ : Cc(X)→ C,Φ(f) =

ˆ
X
fdν,则 ν 是 (必然唯一的)一个由正泛

函 Φ 给出的 Radon 测度. 这证明了正线性泛函 =⇒ Radon 测度是满射. 它显然也是单射.

例子. 我们对 RN 上的 Lebesgue 测度的构造就是从 f ∈ Cc(RN ) 7→
ˆ
RN

f(Riemann 积分) 来

的. 因此由 Lebesgue 测度 (限制在 BRN 上) 是 Radon 测度. 且由 Riesz 表示定理,Cc(RN ) 上的
Riemann 积分与 Lebesgue 积分相同.

例子. 令 X 为集合, 任意子集为开集, 则 counting measure 是 Radon 测度.

定理 3.6.6. 令 µ 是 X 上的 Radon 测度,1 ⩽ p < +∞, 则 Cc(X) 在 Lp(X,µ) 中稠密.

证明: 因为简单函数在 Lp(X,µ) 中稠密, 只需证任意简单函数 s =
∑

aiχAi ∈ Lp(X,µ) 能被
Cc(X) 中元素逼近, 这里 Ai ∩ Aj = ∅ 若 i 6= j, 且 ai 6= 0. 故由 s ∈ Lp(X,µ) 知 µ(Ai) < +∞.
故只需用 Cc(X) 中元素逼近 χAi 即可. 记 A = Ai, 因 µ(A) < +∞, 由 µ 在 A 上的外正

则性,∀ε > 0, 存在开集 U ⊃ A 使 µ(U \ A) < ε. 由 µ 在 U 上的内正则性, 存在 f ≺ U 使ˆ
X
fdµ ⩽ µ(U) ⩽

ˆ
X
fdµ+ ε. 故 ‖χA − χU‖pp = µ(U \A) < ε, 由于 0 ⩽ χU − f ⩽ 1, 故

‖χU − f‖pp =
ˆ
X
(χU − f)pdµ ⩽

ˆ
X
(χU − f)dµ ⩽ ε

故 ‖χA − f‖p ⩽ 2 p
√
ε.
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我们知道对 Radon测度 µ,∀E ∈ BX 有 µ(E) = inf{µ(U) : U ⊃ E开}而 µ(U) = sup{µ(K) :

K ⊂ U紧} = sup{
ˆ
X
fdµ : f ≺ U}. 但这里由 µ(K) 或

ˆ
X
fdµ 逼近 µ(E) 的过程是不直接的,

我们想找一个更直接的逼近过程. 例如, 是否 E 有内正则性 µ(E) = sup{µ(K) : K ⊂ E紧}. 另
一个问题是 Borel 测度什么时候 Radon, 本节接下来的目标就是研究这两个问题.

命题 3.6.7. 令 µ 是 X 上的 Borel 测度, 在紧集上有限, 且满足 Radon 测度剩下两个条件的其
中之一, 即假设

(a) µ 在任意 Borel 集上外正则

(b) µ 在开集上内正则

中有一个成立. 假设 µ 在 X 上 σ-有限, 令 E ∈ BX , 则 ∀ε > 0, 存在开集 U , 闭集 F 满足

F ⊂ E ⊂ U 且 µ(U \ F ) < ε.

证明: Case 1: 假设 (a), 只需找到开集 U ⊃ E 使 µ(U \ E) <
ε

2
, 则对 X \ E 用相同操作能找

到闭集 F ⊂ E 使 µ(E \ F ) < ε

2
, 得证.

若 µ(E) < +∞, 则这个 U 的存在性由 µ 在 E 上的外正则性所得.
一般情况下,E 作为 X 的 Borel 子集是 σ-有限的, 故可写成不交并

E =
∞⊔
n=1

En, En ∈ BX , µ(En) < +∞

故存在开集 Un ⊃ En使 µ(Un\En) <
ε

2n+1
. 令 U =

∞⋃
n=1

Un,则 U \E ⊂
∞⋃
n=1

Un\E ⊂
∞⋃
n=1

Un\En.

故 µ(U \ E) ⩽
∞∑
n=1

ε

2n+1
=
ε

2
.

Case 2: 假设 (b), 则 ∀ 开集 U ⊂ X 有 µ(U) = sup{
ˆ
X
fdµ : f ≺ U}. 令 ν 为由正泛函 Λ :

Cc(X) → C, f 7→
ˆ
X
fdµ 定义的 Radon 测度 (注意

ˆ
X
|f |dµ ⩽

ˆ
X
χsupp(f)dµ = µ(supp(f)) <

+∞) 则 ˆ
X
fdν =

ˆ
X
fdµ且ν(U) = sup{

ˆ
X
fdν : f ≺ U}

故 µ(U) = ν(U), 即 µ 和 ν 在开集上相同. 由 Case 1,∀E ∈ BX , 存在开集 U , 闭集 F 使

F ⊂ E ⊂ U 且 ν(V \ F ) < ε. 故因为 U \ F 开,µ(U \ F ) = ν(U \ F ) < ε.

在给出此命题的应用之前, 我们来看几个 σ-有限的例子.

注记. 一个 Hausdorff 空间 X 称为σ-紧, 若 X 是可数个紧子集的并:X = K1 ∪K2 ∪ · · · , 注意通
过把 Kn 换成 K1 ∪ · · · ∪Kn, 我们总能假设 X1 ⊂ X2 ⊂ · · · . 显然若 X 是 σ-紧的 LCH 空间, 且
µ 是 X 上的 Borel 测度且在紧集上有限, 则 µ 是 σ-有限的, 故 µ 在任意 Borel 子集上 σ-有限.
特别地,σ-紧 LCH 空间上的 Radon 测度 σ-有限.

例子. 若 X 是第二可数的 LCH 空间, 则 X 有一个预紧开覆盖, 从而 (由于 X 是 Lindelöf 空
间) 有一个可数预紧开覆盖, 故 σ-紧. 因为 LCH 的开/闭子集 LCH, 故第二可数 LCH 空间的任
意开/闭子集 σ-紧. 因此,Radon 测度在任意第二可数 LCH 空间上以及它们的开/闭子集上 σ-有
限.
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定理 3.6.8. 令 µ 是 X 上的 Borel 测度且在紧集上有限, 假设 X 的每个开子集 σ-紧 (例如当
X 第二可数时) 则 µ 是正则测度, 特别地, 是 Radon 测度.

证明: Step 1: 我们证明 µ 在任意开集 U 上内正则. 因为 U 是 σ-紧的, 存在紧集 K1 ⊂ K2 ⊂ U

使 U =

∞⋃
n=1

Kn, 故由单调收敛定理

µ(U) =

ˆ
X
χUdµ = lim

n→∞

ˆ
X
χKndµ = lim

n→∞
µ(Kn)

故 µ(U) ⩽ sup{µ(K) : K ⊂ U,K紧}, 而“⩾”显然成立 (由 µ 单调性). 故 µ 在 U 上内正则.
Step 2:∀E ∈ BX , 我们证明 µ 在 E 上正则. 由前一命题,∀ε > 0, 存在开集 U , 闭集 F 满足

F ⊂ E ⊂ U 且 µ(E \ F ), µ(U \ E) <
ε

2
. 故由 µ(E) + µ(U \ E) = µ(U) 知

µ(E) = inf{µ(V ), V ⊃ E开}

故 µ 在 E 上外正则. 因为 X 是 σ-紧, 取紧集 K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ X 使 X =
∞⋃
n=1

Kn, 则 F ∩Kn

紧且 µ(F ) = lim
n→∞

µ(F ∩Kn), 故由 F ∩Kn ⊂ E 知

µ(F ) ⩽ sup{µ(K) : K ⊂ E,K紧}

由 µ(F ) + µ(E \ F ) = µ(E) 知

µ(E) ⩽ µ(F ) +
ε

2
⩽ sup{µ(K) : K ⊂ E,K紧}+ ε

2

由 ε 任意性,µ(E) ⩽ sup{µ(K) : K ⊂ E,K紧}.“⩾”显然. 故 µ 在 E 上内正则.

我们说过, 网收敛不太适合测度论. 因此, 我们希望来源于测度论的 Banach 空间 V 是可分

的, 从而其对偶空间 V ∗ 的单位闭球是紧度量空间 (分析一作业 12 补充题 13 及之后的阅读材
料) 从而我们能用点列来研究弱 ∗ 收敛性.

命题 3.6.9. 令 X 为第二可数的 LCH 空间,µ 是 X 上 Radon 测度, 则 Cc(X) 在 l∞ 范数下可

分. 令 1 ⩽ p < +∞, 则 Lp(X,µ)(在 Lp 范数下) 可分.

证明: 由分析一作业 12 补充题 7,Cc(X) 存在可数子集 E 在 X 任一点处不消失且分离 X 的点.
由 Stone-Weierstrass 定理,E 生成的 (不含幺)∗-子代数在 Cc(X) 中稠密. 令 A 为 E 生成的 (不
含幺)Q+ iQ 上的 ∗-子代数, 则 A 可数且在 Cc(X) 中和 l∞ 范数下稠密.

(E 构造方法回顾: 取 X 一组可数拓扑基 U1, U2, · · · , 满足每个 Un 预紧.∀m,n ∈ Z+, 若
Um ⊂ Un, 取 Um ≺ fm,n ≺ Un, 取 Um * Un, 取 fm,n = 0, 令 E = {fm,n : m,n ∈ Z+})
Case 1: 假设 X 紧, 则 A 在 Cc(X) 中和 Lp 范数下稠密 (因为 ‖f‖pp ⩽ ‖f‖l∞ · µ(X)) 而 Cc(X)

在 Lp(X,µ) 中和 Lp 范数下稠密, 故 A 在 Lp(X,µ) 中稠密,Lp(X,µ) 可分.

Case 2: 一般情况,X =
∞⋃
n=1

Xn, X1 ⊂ X2 ⊂ · · · 紧.∀f ∈ Lp(X,µ), 由控制收敛定理

lim
n→∞

‖f − fχXn‖pp = 0

故
∞⋃
n=1

Lp(Xn, µ) 在 Lp(X,µ) 中稠密. 这里,Lp(Xn, µ) 看作 Lp(X,µ) 子集. 若 g ∈ Lp(Xn, µ), 则

g(x) = 0 若 x ∈ X \Xn. 由 Case 1, 每个 Lp(Xn, µ) 可分, 故 Lp(X,µ) 可分.
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注记. X = RN 时 Lp(RN , µ) 可这样证可分:X =

∞⋃
n=1

Xn, Xn = [−m,n] × · · · × [−n, n]. 由上

面 Case 2 的论证, 只需证 Lp(Xn, µ) 可分, 只需证 C(Xn) 在 l∞ 下可分: C(Xn) 中元素可由

{n个变量的(Q+ iQ)-系数多项式} 一致逼近, 而后者可数 (由 Weierstrass 多项式逼近定理).

3.7 乘积测度

考虑 f ∈ L1(R2,m), f ⩾ 0. 我们想知道何时
ˆ
R

ˆ
R
f(x, y)dydx =

ˆ
R

ˆ
R
dxdy 成立. 特别

地,x 7→
ˆ
R
f(x, y)dy 是否可测? 因为 f 可被简单函数逼近, 不妨考虑 f = χE ,E ⊂ R2 是 Borel

集. 令
Ex = {y ∈ R : (x, y) ∈ E}

Ey = {x ∈ R : (x, y) ∈ E}

则
ˆ
R
χE(x, y)dy = m(Ex),

ˆ
R
χE(x, y)dx = m(Ey). 简单起见, 假设 E ⊂ [0, 1]2.(一般情况可通

过 E =
⋃

m,n∈Z
E ∩ ([m,m+ 1]× [n, n+ 1]) 来处理) 考虑

C = {E ∈ B[0,1]2 : x ∈ R→ m(Ex)和y ∈ R→ m(Ey)Borel 可测且
ˆ 1

0
m(Ex)dx =

ˆ 1

0
m(Ey)dy}

我们想证明 C = B[0,1]2 .C 显然包含所有形如 A×B(A,B ∈ B[0,1]) 的集合, 因为若 E = A×B,

则 m(Ex) = m(B)χA(x),m(Ey) = m(A)χB(y),
ˆ
m(Ex)dx = m(B)m(A) =

ˆ
m(Ey)dy. 不难

验证的是 B[0,1]2 由所有形如 A × B 的集合生成. 不难验证 E ∈ C ⇐⇒ [0, 1]2 \ E ∈ C . 但验证
C 是一个 σ-代数不容易. 尤其难证明

E1, E2 ∈ C =⇒ E1 ∪ E2 ∈ C (∗)

但我们不难验证: 若 E1, E2, · · · ∈ C 且 E1 ⊂ E2 ⊂ · · · (或 E1 ⊃ E2 ⊃ · · · ), 则 ∪∞n=1En ∈ C (或
∞⋂
n=1

En ∈ C ), 即 C 是一个单调类.

如果 (∗) 能证明, 则 ∀E1, E2, · · · ∈ C 有 E1 ∪ · · · ∪En ∈ C , 故
∞⋃
n=1

En ∈ C 从而 C 是 σ-代

数. 令 E =

{ ∞⋃
i=1

Ai ×Bi : n ∈ N, Ai, Bi ∈ BR

}
, 不难想象 E 中元素可以写成不交并

∞⊔
i=1

Ai×Bi

的形式, 显然 E 是一个代数 (即 ∅ ∈ E ,E 对取补集和有限并封闭) 且我们能证明 E ∈ C . 我们
希望由 E ⊂ C =⇒ σ(E ) ⊂ C , 哪怕 C 只是一个单调类而不是 σ-代数.(因为从直觉上讲,σ-代
数就是代数加上对可数递增并的封闭). 若如此, 不难验证 σ(E ) = BR2 , 故 BR2 ⊂ C .

定义 3.7.1. 令 X 为集合,C ⊂ 2X . 我们称 C 是单调类 (monotone class), 若 C 关于可数递

增并和可数递减交封闭, 即若 {En}n∈Z+ ⊂ C 则 E1 ⊂ E2 ⊂ · · · =⇒
∞⋃
n=1

En ∈ C ,E1 ⊃ E2 ⊃

· · · =⇒
∞⋂
n=1

En ∈ C . 若 E ⊂ 2X ,E 生成的单调类记为 mon(E ), 定义为“
⋂
包含 E 的单调类”
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显然 σ(E ) 是包含 E 的单调类. 故 mon(E ) ⊂ σ(E ).

定理 3.7.2 (单调类定理). 令 E ⊂ 2X 为集合 X 的一个代数, 则 mon(E ) = σ(E ).

注记. 因此, 若 E ⊂ C 且 C 是 X 的单调类, 则 σ(E ) ⊂ C .

证明: 只需证 mon(E )是 σ-代数,则有 mon(E ) ⊃ σ(E ),从而 mon(E ) = σ(E ).记M = mon(E ).
只需证 ∀E,F ∈ M 有 E ∪ F ∈ M, X \ E ∈ M. 则 ∅ ∈ M(因为 ∅ ∈ E ),M 对补集封闭, 且若

E1, E2, · · · ∈M 则 ∀n 有
∞⋃
i=1

Ei ∈M, 从而
∞⋃
i=1

Ei ∈M. 故 M 是 σ-代数. 定义

u : 2X × 2X → 2X , u(E,F ) = E ∪ F

则 ∀F ⊂ X
u(·, F )−1(M) = {E ∈ 2X : u(E,F ) ∈M}

u(F, ·)−1(M) = {E ∈ 2X : u(F,E) ∈M}

是单调类. 因为 u : E × E → E ⊂ M. 故 ∀F ∈ E , u(·, F )−1(M) 是包含 E 的单调类, 从而包
含 M. 故 u : M × E → M. 类似地,∀E ∈ M, u(E, ·)−1(M) 是包含 E 的单调类, 故包含 M. 故
u : M×M→M. 故 M 对有限并封闭. 定义

δ : 2X → 2X , δ(E) = X \ E

则 δ = δ−1. 而 δ(M) = {X \ E : E ∈M} 是单调类. 由 E ∈ E ⇐⇒ X \ E ∈ E 知 δ(E ) = E . 故
E ⊂ σ(M). 故 M ⊂ δ(M) = δ−1(M). 故 E ∈M =⇒ δ(E) ∈M. 故 M 对取补集封闭.

我们接下来研究一般地 Fubini 定理.

定义 3.7.3. 令 (X,M), (Y,N) 为可测空间. 则 M 和 N 的张量积为

M⊗N = σ{A×B : A ∈M, B ∈ N}

若不加说明则 X × Y 上 σ-代数取 M⊗N.

命题 3.7.4. 令 E ⊂ 2X ,F ⊂ 2Y 满足 X ∈ E , Y ∈ F , 则

σ(E )⊗ σ(F ) = σ({A×B : A ∈ E , B ∈ F})

证明: 记右边为 A, 因为 ∀A ∈ E , B ∈ F 有 A × B ∈ σ(E ) ⊗ σ(F ), 故 σ(E ) ⊗ σ(F ) ⊃ A.
要证“⊂”, 只需证 ∀A ∈ σ(E ), B ∈ σ(F ) 有 A × B ∈ A. 我们证 A × Y ∈ A, 则类似地也有
X ×B ∈ A, 从而 A×B = (A× Y ) ∩ (X ×B) ∈ A.

{A ∈ 2X : A×Y ∈ A}包含 E (因为 Y ∈ F )且是 σ-代数.(由 (A×Y )∁ = A∁×Y,

(⋃
n

An

)
×

Y =
⋃
n

(An × Y )) 故包含 σ(E ). 得证.
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推论 3.7.5. 令 X 和 Y 为第二可数的拓扑空间, 则 BX ⊗BY = BX×Y .(回忆若 U 是 X 可数拓

扑基则 BX = σ(U))

证明: 令 U和 V分别是 X 和 Y 的一组可数拓扑基且假设 X ∈ U, Y ∈ V,则W = {U ×V : U ∈
U, V ∈ V} 是 X × Y 的一组可数拓扑基, 由 σ(U)⊗ σ(V) = σ(W) 知 BX ⊗BY = BX×Y .

命题 3.7.6. 投影 πX : X × Y → X,πY : X × Y → Y 可测.

证明: 若 A ⊂ X 可测, 则 π−1
X (A) = A× Y 可测.

命题 3.7.7. 令 (X,M), (Y,N), (Z,P) 为可测空间.f : Z → X, g : Z → Y 为映射. 令 f ∨ g : Z →
X × Y, z 7→ (f(z), g(z)). 则 f ∨ g 可测 (若 X × Y 取 σ-代数 M⊗N) 当且仅当 f 和 g 都可测.

证明: 若 f ∨ g 可测, 由 πX : X × Y → X 可测知 f = πX ◦ (f ∨ g) 可测. 反之, 假设 f 和 g 都

可测. 则 ∀A ∈M, B ∈ N 有 (f ∨ g)−1(A×B) = f−1(A) ∩ g−1(B) 可测. 故 f ∨ g 可测.

推论 3.7.8. 令 (X,M), (Y,N), (Z,P)为可测空间.若 E ⊂ X×Y, f : X×Y → Z.∀x ∈ X, y ∈ Y ,
令

Ex = {y ∈ Y : (x, y) ∈ E}, Ey = {x ∈ X : (x, y) ∈ E}

fx : Y → Z, fx(t) = f(x, t), fy : X → Z, fy(s) = f(s, y)

(1) 若 E ∈M⊗N 则 Ex ∈ N, Ey ∈M

(2) 若 f : X × Y → Z 可测 (取 M⊗N 为 X × Y 的一个 σ-代数), 则 fx, f
y 可测

则 fx, f
y 可测.

证明: 令 α : Y → X × Y, t 7→ (x, t). 则通过观察 α 每个分量可知 α 可测. 故 fx = f ◦ α 可
测.Ex = α−1(E) 可测. 类似地,fy, Ey 可测.

我们把形如 A×B(A ∈M, B ∈ N) 的集合称为可测长方形.

命题 3.7.9. 令 (X,M), (Y,N) 为测度空间.

E =

{ ∞⋃
i=1

Ai ×Bi : n ∈ N, Ai ∈M, Bi ∈ N

}

则 E 是 X × Y 的一个代数, 且其中任一元素都能写成有限个可测长方形的不交并.

证明: 显然 ∅ ∈ E 且 E 对有限并封闭. 由(
n⋃
i=1

Ai ×Bi

)∁

=

n⋂
i=1

(Ai ×Bi)∁ =
n⋂
i=1

((
A∁
i ×Bi

)
∪
(
Ai ×B∁

i

))
=

n⋃
i,j=1

((
A∁
i ×Bi

)
∩
(
Aj ×B∁

j

))
=

n⋃
i,j=1

(Aj \Ai)× (Bi \Bj)
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知 E 对取补集封闭,因为是一个代数.我们证明
n⋃
i=1

Ai×Bi 可写成有限个可测长方形的并.n = 1

时显然. 假设 case n− 1 成立, 考虑 case n. 由 case n− 1, 有不交并
n−1⋃
i=1

(Ai ×Bi) =
m⊔
i=1

Ci ×Di.

其中 Ci ×Di 是可测长方形. 故
n⋃
i=1

Ai ×Bi =

(
m⊔
i=1

Ci ×Di

)
∪ (An ×Bn) =

(
m⊔
i=1

(Ci ×Di) \ (An ×Bn)

)
t (An ×Bn)

而

(Ci ×Di) \ (An ×Bn) = ((Ci \An)×Di) t ((Ci ∩An)× (Di \Bn))

定理 3.7.10 (Fubini 定理). 令 (X,M, µ) 和 (Y,N, ν) 为 σ-有限测度空间,f : X × Y → [0,+∞]

是 (M⊗N)-可测的. 则

(1) x ∈ X 7→
ˆ
Y
f(x, y)dν(y) 和 y ∈ Y 7→

ˆ
X
f(x, y)dµ(x) 可测

(2)

ˆ
X

ˆ
Y
fdνdµ =

ˆ
X

ˆ
Y
fdµdν

证明: 令L = {满足 (1) 和 (2) 的函数f : X×Y → [0,+∞]}.我们证明L 包含所有 (M⊗N)-可
测函数, 我们有:

(a) ∀f, g ∈ L , a ∈ [0,+∞), 则 af ∈ L , f + g ∈ L .

(b) 若 {fn} 是 L 中递增列, 逐点收敛到 f : X × Y → [0,+∞], 则由单调收敛定理得 f ∈ L .

(c) 若 µ(X), ν(Y ) < +∞.{fn} 是 L 中函数列, 逐点收敛到 f : X × Y → [0,+∞] 且存在

a ∈ [0,+∞) 使 ∀n 有 fn ⩽ a. 则由控制收敛定理得 f ∈ L .

Case 1: 假设 µ(X), ν(Y ) < +∞, 因为对任意 (M ⊗ N)-可测的 f : X × Y → [0,+∞], 存
在递增简单函数列逐点收敛到 f , 故由 (a) 和 (b), 只需证明 ∀E ∈ M ⊗ N 有 χE ∈ L . 令
C = {E ∈ 2X×Y : χE ∈ L }. 则由 (b) 和 (c) 知 C 是单调类.

令 E 为前一命题中的代数.∀E ∈ E ,E 可写成 E =
n⊔
i=1

Ai × Bi(Ai ∈ M, Bi ∈ N). 故

χE =
n∑
i=1

χAi×Bi . 显然 χAi×Bi ∈ C. 故由 (a) 知 χE ∈ C 从而 E ∈ E . 我们证了 E ⊂ C. 故由单

调类定理,M⊗N = σ(E ) ⊂ C.

Case 2:一般情况.则 X =
∞⋃
n=1

Xn, Y =
∞⋃
n=1

Yn, Xn ∈M, Yn ∈ N, X1 ⊂ X2 ⊂ · · · , Y1 ⊂ Y2 ⊂ · · ·

且 µ(Xn), ν(Yn) < +∞. 任取 (M⊗N)-可测 f : X × Y → [0,+∞], 则由 case 1,f · χXi×Yi ∈ L .
故由 (b) 知 f ∈ L .
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定义 3.7.11. 令 (X,M, µ), (Y,N, ν) 为 σ-有限的. 定义 M ⊗ N 上的乘积测度µ × ν 为: 若
E ∈M⊗N, 则

(µ× ν)(E) =

ˆ
X

ˆ
Y
χEdνdµ =

ˆ
Y

ˆ
X
χEdµdµ

(由前一证明的 (a),(b) 可知 µ× ν 满足可数可加性, 故是测度)

命题 3.7.12. 若 f : X × Y → [0,+∞] 是 (M⊗N)-可测, 则
ˆ
X×Y

fd(µ× ν) =
ˆ
X

ˆ
Y
fdνdµ =

ˆ
Y

ˆ
X
fdµdν

证明: 由递增简单函数逼近和单调收敛定理约化为 f 是简单函数的情形,从而约化为 f = χE(E ∈
M⊗N) 的情形.

推论 3.7.13. 令 (X,M, µ) 和 (Y,N, ν) 为 σ-有限测度空间 E ∈M⊗N, 则以下等价:

(1) (µ× ν)(E) = 0

(2) 函数 x ∈ X 7→ ν(Ex) a.e.是零

(3) 函数 y ∈ Y 7→ µ(Ey) a.e.是零

证明:
(1)⇐⇒

ˆ
X×Y

χEd(µ× ν) = 0⇐⇒
ˆ
X

ˆ
Y
χEdνdµ = 0

⇐⇒
ˆ
X
ν(Ex)dµ(x) = 0⇐⇒ (2)

类似地,(1)⇐⇒ (3).

定理 3.7.14 (Fubini定理). 令 (X,M, µ), (Y,N, ν) 为 σ-有限测度空间, 令 f ∈ L1(X×Y, µ×ν),
则 fx ∈ L1(Y, ν) 对a.e.x ∈ X 成立,fy ∈ L1(X,µ) 对a.e.y ∈ Y 成立, 通过在不成立处取值为 0,
则 x 7→

ˆ
Y
fxdν 和 y 7→

ˆ
X
fydµ 是可积的. 且

ˆ
X×Y

fd(µ× ν) =
ˆ
X

ˆ
Y
fdνdµ =

ˆ
Y

ˆ
X
fdµdν

注记. 若 f : X × Y → C 可测, 则 f ∈ L1(X × Y, µ × ν) ⇐⇒
ˆ
X

ˆ
Y
|f |dνdµ < +∞ ⇐⇒ˆ

Y

ˆ
X
|f |dµdν < +∞.

证明: 通过考虑取 f 的实虚部, 不妨假设 f 取实值. 由
ˆ
X

(ˆ
Y
|fx|dν

)
dµ(x) =

ˆ
X

ˆ
Y
|f(x, y)|dν(u)dµ(x) < +∞

知
ˆ
Y
|fx|dν < +∞ a.e.x ∈ X. 由 x 7→

ˆ
Y
f+x dν 和 x 7→

ˆ
Y
f−x dν 在一个零测集外可积以及

f = f+ − f− 知 x 7→
ˆ
Y

ˆ
X
fxdν (以及类似地 y 7→

ˆ
X
fydµ) 在零测集外可测且可积.
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要证
ˆ
X×Y

fd(µ× ν) =
ˆ
X

ˆ
Y
fdνdµ, 通过考虑正负部, 不妨假设 f ⩾ 0, 则

ˆ
X×Y

f+d(µ× ν) =
ˆ
X

ˆ
Y
f+dνdµ

ˆ
X×Y

f−d(µ× ν) =
ˆ
X

ˆ
Y
f−dνdµ

两式相减得证.

注记. 若 X,Y 是第二可数的 LCH 空间, 我们知道 BX×Y = BX ⊗ BY . 若 µ 和 ν 分别是 X 和

Y 上的 Radon 测度, 则 µ× ν 是 X × Y 上的 Borel 测度, 且 µ× ν 在紧集上有限.
(若 K ⊂ X × Y 紧, 令 πX : X × Y → X,πY : X × Y → Y 为投影, 则 L1 = πX(K) 和

L2 = πY (K) 紧,K ⊂ L1 × L2. 从而

(µ× ν)(K) =

ˆ
X×Y

χKd(µ× ν) ⩽
ˆ
X×Y

χL1×L2d(µ× ν) = µ(L1)ν(L2) < +∞)

因 X × Y 第二可数, 故 µ× ν 是 X × Y 上的正则 (从而 Radon) 测度.

例子. 由 Rn 上 Lebesgue 测度 mk 构造方式, 若 f ∈ Cc(Rn) 则ˆ
Rn

fdmn =

ˆ
R
· · ·
ˆ
R
f (x1, · · · , xn) dx1 · · · dxn

类似地, 若 f ∈ Cc(Rn+k), 则
ˆ
Rn+k

fdmn+k =

ˆ
R
· · ·
ˆ
R
f (x1, · · ·xn+k) dx1 · · · dxn+k

=

ˆ
R
· · ·
ˆ
R

(ˆ
Rn

fdmn (x1, · · · , xn)
)
dxn+1 · · · dxn+k

=

ˆ
Rk

ˆ
Rn

fdmn (x1, · · · , xn) dmk (xn+1, · · · , xn+k)

Fubini
=

ˆ
Rn×Rk

fdmn ×mk

因为 Radon 测度由其对 Cc 中函数积分决定, 因此mn+k = mn ×mk.

一般来说 M⊗N $ M⊗N, 相应地 BRm ⊗BRn $ BRm+n .

定理 3.7.15. 令 (X,M, µ) 和 (Y,N, ν) 为 σ-有限测度空间,M 和 N 在 µ, ν 下完备,M×N 是

M×N 在 µ× ν 下的完备化.

(1) 令 f : X × Y → [0,+∞] 或 C 是 M⊗N 可测, 且对 a.e.x ∈ X,fx 是 N-可测的, 对
a.e.y ∈ Y ,fy 是 M-可测的.

(2) 若 f : X × Y → [0,+∞] 是 M⊗N 可测, 则 a.e. 定义的 x 7→
ˆ
Y
fxdν 和 y 7→

´
X f

ydµ 分

别 N-可测和 M-可测. 且
ˆ
X×Y

fd(µ× ν) =
ˆ
X

ˆ
Y
fdνdµ =

ˆ
Y

ˆ
X
fdµdν
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(3) 若 f : X × Y → C 是 M⊗N 可测且 f ∈ L1(X × Y, µ × ν), 则对 a.e.x ∈ X 有 fx ∈
L1(Y, ν);a.e.y ∈ Y 有 fy ∈ L1(X,µ).a.e. 定义的 x 7→

ˆ
Y
fxdν 和 y 7→

ˆ
X
fydµ 可积且

ˆ
X×Y

fd(µ× ν) =
ˆ
X

ˆ
Y
fdνdµ =

ˆ
Y

ˆ
X
fdµdν

证明: 存在 ∆ ∈M⊗N,(µ× ν)(∆) = 0 使得若令 Ω = (X × Y ) \∆ 则 g := f · χΩ 是 M⊗N-可
测的. 因此 g 满足 (1)(2)(3). 令 h = f − g = f · χ∆. 则只需验证 h 也满足 (1)(2)(3) 即可.
而只需验证 (1) 和

(2′) 若 h : X × Y → [0,+∞], 则 x 7→
ˆ
Y
hxdν 和 y 7→

ˆ
X
hydµ a.e. 为零.

则 (2) 显然成立, 故若 h : X × Y → C 则 x 7→
ˆ
Y
hxdν 和 y 7→

ˆ
X
hydµ a.e. 为 0.(因为∣∣∣∣ˆ

Y
hxdν

∣∣∣∣ ⩽ ˆ
Y
|hx|dν) 从而

ˆ
X×Y

hd(µ× ν) =
ˆ
X

ˆ
Y
hdνdµ =

ˆ
Y

ˆ
X
hdµdν = 0

(3) 对 h 成立. 剩余 (1) 和 (2′) 的证明留作作业.
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第四章 多元微积分与流形

4.1 反函数定理

我们回到多变量微积分. 回忆若 Ω ⊂ Rn 是开集,f : Ω→ Rn 是Cr 的, 若

∀1 ⩽ k ⩽ r, ∀1 ⩽ i1, · · · , ik ⩽ n, ∂i1 · · · ∂ikf存在且连续

若 f ∈ C1(Ω), 则 f 可微, 即 ∀x ∈ Ω,

f(x+ v) = f(x) + df |x · v + o(v)

这里 v ∈ Rn, lim
v→0

o(v)

‖v‖
= 0, df |x ∈ L(Rn,Rm), 且若把 v 写成 Rn 中的列向量, 则 df |x 是 m× n

矩阵:

df = Jac(f) =


∂1f

1 ∂2f
1 · · · ∂nf

1

...
...

...
∂1f

m ∂2f
m · · · ∂nf

m



若我们把 f 写成 f(x) =


f1(x)

...
fm(x)

 , f i : Ω→ R.

我们接下来的学习目标是研究所谓隐函数定理. 考虑一个简单例子: 函数 f : R3 → R, f =

f(x, y, z). 考虑 Z(f) = {(x, y, z) ∈ R3 : f(x, y, z) = 0}. 隐函数定理会告诉我们, 如果 ∂z(f) 6= 0,
则 Z(f) 上我们能局部地解出 z = g(x, y), 其中 (x, y) 定义在 R2 的一个开集上.

例子. 考虑球面 x2 + y2 + z2 − 1 = 0.
当 z 6= 0 时,∂z(f) = 2z 6= 0, 则在 Z(f) 上,

z =

{ √
1− x2 − y2 若z > 0

−
√
1− x2 − y2 若z < 0

但如果 z0 = 0, p = (x0, y0, z0) ∈ Z(f). 则在 p 附近, 我们无法用唯一的关于 x, y 的函数

式表达 z. 在这个 p 附近, 我们只能用 x, z 来解 y(若 ∂yf(p) = 2y0 6= 0) 或用 y, z 来解 x(若
∂xf(p) = 2x0 6= 0).

我们要说清楚这里的“解”是什么意思, 并严格证明这一结论. 事实上, 隐函数定理中隐含
了微分流形概念的动机, 而要证隐函数定理, 我们要先证反函数定理.
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定义 4.1.1. 令 U ⊂ Rn, V ⊂ Rm 为开集. 我们说映射 f : U → V 是Cr-(微分) 同胚 (r ⩾ 0) 若
f 是 Cr 的双射, 且其逆映射 f−1 也是 Cr 的 (由 f 和 f−1 连续可知 f 是同胚).C∞-微分同胚简
称微分同胚.

注记. 令 g = f−1,令 p ∈ U ,则由 f◦g = idV , g◦f = idU 得 df |p : Rn → Rm和 dg|f(p) : Rm → Rn

互为逆线性映射. 因此对 Cr-同胚 (r ⩾ 1) 一定有 m = n.

命题 4.1.2. Cr 函数的复合也是 Cr.

证明: 对 1 ⩽ k ⩽ r 用归纳法,chain rule 和 Leibniz 公式可知 ∂i1 · · · ∂ik(f ◦ g) 是一些 (f 的 ⩽ k

次偏导)◦g 和 g 的 ⩽ k 次偏导的乘积的线性组合. 它们是连续的.

定理 4.1.3 (反函数定理). 令 Ω ⊂ Rn 为开集,φ : Ω → Rn 是 Cr 映射 (r ⩾ 1). 令 p ∈ Ω,
假设 dφ|p : Rn → Rn 是可逆线性映射, 则存在 p 的领域 U ⊂ Ω 和 f(p) 的领域 V ⊂ Rn 使
φ : U → V 是 Cr-同胚.

注记. 证明时不妨假设 p = 0, f(p) = 0(通过把 φ 换成 φ(x+ p)− φ(p)). 令 A = dφ|0, 则

d(A−1 ◦ φ)|0 = A−1 · dφ|0 = 1

因此只需对 A−1 ◦φ 证明反函数定理, 再复合上 A 得 f 的反函数定理. 故不妨假设 dφ|0 = 1. 因
此

φ(x) = x+R(x)

这里 lim
x→0

R(x)

‖x‖
= 0. 我们要在 φ(0) 的一个领域 V 上找到 ψ : V → Rn 使 φ ◦ ψ(y) = y, 即

ψ(y) +R(ψ(y)) = y, 即
ψ(y) = y −R ◦ ψ(y)

注意这个问题和解 ODE {
f ′(t) = φ ◦ f(t)
f(0) = ξ

即 f(t) = ξ +

ˆ t

0
φ ◦ f(s)ds 的相似性. 因此它们的研究方法也类似, 即用:

引理 4.1.4 (压缩不动点定理). 令 X 是完备度量空间,0 ⩽ r < 1,T : X → X 是压缩映射: 对 X

中任意 x1, x2 有

d(T (x1), T (x2)) ⩽ rd(x1, x2)

则存在唯一 x ∈ X 满足 T (x) = x.

反函数定理的证明. 根据假设,dφ 在 p 处可逆. 故 det (dφ) 在 p 处非零. 故在 p 附近非零 (因为
det (dφ) 可由 φ 的各分量的一阶偏导的乘法和加法得到). 故, 不妨缩小 Ω 使 dφ 在 Ω 上处处可

逆.
Step 1: 我们证明 φ : Ω→ Rn 是开映射且在 p 的一个邻域 U 上是单射, 则 V = φ(U) 是 Rn 的
开子集且 φ : U → V 是同胚 (我们会在 Step 2 中证明 φ−1 ∈ Cr). 只需证:
Claim: 存在 p 邻域 U ∈ Ω 使 φ|U 是单射且 φ(p) 是 φ(U)(在 Rn 中的) 内点.

则对 U 中其它点 p′ 类似地也有 φ(p′) 是 φ(U) 的内点, 故 φ(U) 是开集. 根据前面讨论, 假
设 p = 0, φ(0) = 0, dφ|0 = I.
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Claim 的证明. 记 φ(x) = x + R(x). 不妨假设 Ω 是包含 0 的开球. 由 dR|0 = dφ|0 − I = 0 和

dR|x 关于 x ∈ Ω 的连续性, 对任意 0 < ε < 1, 存在 δ > 0 使得 U = BRn(0, δ) ⊂ Ω 且在 U 上

‖dR‖ ⩽ ε. 故 R 是 Lipschitz 连续的, 且 ∀x1, x2 ∈ B(0, δ) 有

‖R(x1)−R(x2)‖ ⩽ ε‖x1 − x2‖

故若 R(x1) = R(x2) 则由

‖x1 − x2‖ ⩽ ‖R(x1)−R(x2)‖ ⩽ ε‖x1 − x2‖

可知 ‖x1 − x2‖ = 0, x1 = x2. 因此 φ 在 U 上是单射.
我们接下来证明 φ(U) 包含一个以 0 为中心的开球. 即证当 y ∈ Rn 充分小时存在 x ∈ U 使

y = φ(x) = x+R(x), 即 x = y −R(x). 定义

Ty : U → Rn, Ty(x) = y −R(x)

注意 R(0) = 0, 故 ∀x ∈ U 有 ‖R(x)‖ ⩽ ε‖x‖. 若 ‖x‖ ⩽ δ

2
, 则

‖Ty(x)‖ ⩽ ‖y‖+ ‖R(x)‖ ⩽ ‖y‖+
εδ

2

故若 ‖y‖ ⩽ (1− ε)δ
2

, 则有 ‖x‖ ⩽ δ

2
, 从而 ‖Ty(x)‖ ⩽

δ

2
. 从而 Ty : B

(
0,
δ

2

)
→ B

(
0,
δ

2

)
,

‖Ty (x1)− Ty (x2)‖ = ‖R (x2)−R (x1)‖ ⩽ ε ‖x1 − x2‖

故 Ty 是压缩映射. 故存在 x ∈ B

(
0,
δ

2

)
使 Ty(x) = x 即 y − R(x) = x, y = φ(x). 因此

φ(U) ⊃ B
(
0,

(1− ε)δ
2

)
.

Step 2: 令 ψ : V → U 为同胚 φ : U → V 的逆映射. 我们要证 ψ ∈ Cr. 假设能证 ψ 在 φ(p) 处

可微且

dψ|φ(p) = (dφ|p)−1 (∗)

则类似地 ∀y ∈ V 有 dψ|y = (dφ|φ−1(y))
−1.从而 dψ 在 V 上连续,故 ψ ∈ C1.矩阵

(
dψ|φ−1(y)

)−1

可由 Cramer 法则写出. 利用对 r 的归纳法可知: 若 Cr−1 的反函数定理成立 (r ⩾ 2), 则
φ−1 ∈ Cr−1, 故 (dφ|φ−1)−1 ∈ Cr−1 故 ψ ∈ Cr. 因此只需证 (∗). 类似于 Step 1, 可作如下简化:

p = 0, φ(p) = 0, φ : U → V是同胚.dφ|0 = I

Claim:ψ = φ−1 : V → U 在 0 处可微且 dψ|0 = I.

Claim 的证明. 回忆 φ(x) = x+ R(x), R ∈ C1, dR|0 = 0, 通过缩小 U , 假设在 U 上 ‖dR‖ ⩽ 1

2
.

对任意 V 中元素 y, 有 y = φ ◦ ψ(y) = ψ(y) + R ◦ ψ(y), 故 ψ(y) = y − R ◦ ψ(y). 只需证
lim
y→0

R ◦ ψ(y)
‖y‖

= 0. 而,

R ◦ ψ(y)
‖y‖

=
R ◦ ψ(y)
‖ψ(y)‖

· ‖ψ(y)‖
‖y‖
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且 lim
y→0

R ◦ ψ(y)
‖ψ(y)‖

= 0, 故只需证 sup
y∈V

‖ψ(y)‖
‖y‖

< +∞ 即可.∀x ∈ U 有,

‖φ(x)‖
‖x‖

=
‖x+R(x)‖
‖x‖

⩾
‖x‖ − 1

2‖x‖
‖x‖

=
1

2

故 ∀y ∈ V 有 ‖y‖
‖ψ(y)‖

⩾ 1

2
, 即 sup

y∈V

‖ψ(y)‖
‖y‖

⩽ 2.

因此反函数定理得到了证明.

4.2 隐函数定理和微分流形

我们引入常用记号 xi : Rn → R, (a1, · · · , an) 7→ ai, 此外 ∂i, ∂xi , ∂xi 同义. 从今往后, 若不加
特别说明,Cr 中的 r 都要求 r ⩾ 1.

定理 4.2.1 (隐函数定理). 令 Ω 是 Rn 的开子集, 令 0 ⩽ d ⩽ n, 令 k = n − d. 令 F =

(f1, · · · , fk) : Ω→ Rk 是 Cr 映射. 令 p ∈ Ω 满足

(∂d+1F
T, · · · , ∂nFT) =


∂d+1f

1 · · · ∂nf
1

∂d+1f
2 · · · ∂nf

2

...
...

∂d+1f
k · · · ∂nf

k


在 p 处可逆. 则存在 p 的领域 U ⊂ Ω 和开集 V ⊂ Rn 使

(x1, · · · , xd, f1, · · · , fk) : U → V

是 Cr-同胚.

例子. f1(x1, x2, x3, x4, x5), f2(x1, x2, x3, x4, x5) 满足(
∂4f

1 ∂5f
1

∂4f
2 ∂5f

2

)∣∣∣∣∣
p

可逆, 则 (x1, x2, x3, f1, f2) 是 p 一个邻域 U 到其像 V 的 Cr-同胚,V ⊂ R5 是开集.

证明: 我们就以此例子为例来证明隐函数定理, 一般情况类似.
令 φ = (x1, x2, x3, f1, f2), 则

Jac(φ) =



1 0 0

1 0 0

1 0 0

∗ ∗ ∗ ∂4f
1 ∂5f

1

∗ ∗ ∗ ∂4f
2 ∂5f

2


由假设知 Jac(φ)|p 可逆, 故由反函数定理完成证明.
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注记. 我们想要理解“从 f1, f2 = 0 解出 x4 = g1(x1, x2, x3), x5 = g2(x1, x2, x3)”它的实际含义.
简单起见, 我们把 Ω 缩小到 U . 令

Z(F ) = Z(f1, f2) = {q ∈ U : f1(q) = f2(q) = 0}

考虑 x4|Z(F ), x
5|Z(F ).更一般地,考虑 h|Z(F ), h ∈ Cr(U,R),则我们想证明存在 g ∈ Cr(V ∩(R3×

0)) 使 h = g ◦ (x1, x2, x3).

我们现在从一般的角度讨论这个问题. 令 r ⩾ 1.

定义 4.2.2. 令 M 为 Rn 的子集.我们说 M 是 Rn 的 Cr 的嵌入子流形 (embedded subman-
ifold)/正则子流形 (regular submanifold), 或简称为子流形 (submanifold), 若 ∀p ∈M , 存
在 p 在 Rn 中邻域 U ,0 ⩽ d ⩽ n, 以及 Cr-同胚 φ = (φ1, · · · , φn) : U → V (V 是 Rn 开子集) 满
足:

M ∩ U = Z(φd+1, φd+2, · · · , φn) := {p ∈ U : φd+1(p) = φd+2(p) = · · · = φn(p) = 0}

我们说 M 在 p 处是d 维的.

例子. 考虑比上一例稍强的例子:Ω ⊂ R5 是开集,f1, f2 : Ω → R 是 Cr 的,
(
∂4f

1 ∂5f
1

∂4f
2 ∂5f

2

)
在

Ω 上处处可逆, 则 M = Z(f1, f2) 是 R5 的 Cr 子流形. 因为 ∀p ∈ Z(f1, f2), 存在 p 邻域 U ⊂ Ω

使得

φ =
(
x1, x2, x3, f1, f2

)
: U → V

是 Cr-同胚 (注意 (x1, x2, x3, f1, f2) 在整个 Ω 上不一定是单射).

我们回到子流形的定义.φ : U → V 是 Cr-同胚意味着 φ 建立了 U 和 V 的某种“等价”.
它包括如下方面:

• U 上的 Cr 函数和 V 上的 Cr 函数之间的等价对应关系是

h ◦ φ ∈ Cr(U,R)
∼=←→ h ∈ Cr(V,R)

• U 的子集和 V 的子集之间的等价: φ1, · · · , φn ∈ Cr(U,R) 对应于 x1, · · · , xn ∈ Cr(V,R).
因此 M ∩ U = Z

(
φd+1, · · · , φn

)
作为 U 的闭子集对应于

Z
(
xd+1, · · · , xn

)
∩ V = V ∩

(
Rd × {0}

)
作为 V 的子集.

φ

U

M

Rd×{0}

V
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现在取 h ∈ Cr(U,R),则 g = h◦φ−1 ∈ Cr(V,R).g = g◦(x1, · · · , xd, · · · , xn).令 g̃(a1, · · · , ad) =
g(a1, · · · , ad, 0, · · · , 0). 则 g̃ ∈ Cr(V ∩ (Rd × {0}))(这里 V ∩ (Rd × {0}) 看作 Rd 的开子集)

g|V ∩(Rd×{0}) = g̃ ◦
(
x1, · · · , xd

)∣∣∣
V ∩(Rd×{0})

即 g|V ∩Rd“能被 x1, · · · , xd 解出”. 复合上 φ, 我们得到图上的等价表达式:

h|M∩U = g̃ ◦ (φ1, · · · , φd)|M∩U

因此我们证明了“在 Z(φd+1, · · · , φn) ∩ U 上我们可以用 φ1, · · · , φd 来解出 h”.

例子. 回到之前的例子, 我们得到结论: 在 Z(f1, f2) ∩ U 上可以用 x1, x2, x3 来解出 x4, x5, 即
存在 g4, g5 ∈ Cr(V ∩ (R3 × {0}),R) 使得在 Z(f1, f2) ∩ U 上有 x4 = g4 ◦ (x1, x2, x3), x5 =

g5 ◦ (x1, x2, x3)

定义 4.2.3. 为了方便讨论, 定义若 Ω ⊂ Rn 是开集,r ⩾ 0, 则 φ : Ω → Rm 称为一个Cr-开嵌入
(Cr-open embedding), 若 φ(Ω) 是 Rm 开子集且 φ : Ω→ φ(Ω) 是 Cr-同胚. C0-开嵌入即是
连续开单射, 也称开嵌入.

我们来把上面 φ1, · · · , φd 满足的性质抽象出来. 我们说 (U ∩M,φ1, · · · , φd) 是坐标卡 (co-
ordinate chart). 或者说 φ1, · · · , φd 是 U ∩M 的坐标, 其含义如下:

定义 4.2.4. 令 M 是 Rn 的 Cr-子流形,r ⩾ 1.令 U ⊂ Rn 是开集,若 φ1, · · · , φd ∈ C(U ∩M,R),
我们说 (U ∩M,φ1, · · · , φd) 是 M 的一个坐标卡. 若

Φ = (φ1, · · · , φd) : U ∩M → Rd

是开嵌入, 且对任意开子集 U0 ⊂ U 和任意 h ∈ Cr(U0,R), 存在 g ∈ Cr(Φ(U0 ∩M),R) 满足

h|U0∩M = g ◦ Φ|U0∩M

即在 U0 ∩M 上 h 能“被 φ1, · · · , φd 解出”.

例子. 在子流形的定义中,(M ∩ U,φ1, · · · , φd) 是 M 的一个坐标卡.

例子. 在隐函数定理的论述中,(M ∩ U,φ1, · · · , φd) 是 M = Z(φd+1, · · · , φn) 的一个坐标卡.

命题 4.2.5. 令 M 为 Rn 的 Cr-子流形. 若 (U,Φ) = (U,φ1, · · · , φd) 和 (V,Ψ) = (V, ψ1, · · · , ψk)
是坐标卡, 则

Ψ ◦ Φ−1 : Φ(U ∩ V )→ Ψ(U ∩ V )

是 Cr-同胚. 特别地, 若 U ∩ V 6= 0 则 d = k.

证明: 通过把 U, V 换成 U ∩ V , 不妨假设 U = V 6= ∅. 显然

Ψ ◦ Φ−1 : Φ(U)→ Ψ(U)

是 (拓扑) 同胚. 因为 ψj 能被 Φ 解出, 存在 gj ∈ Cr(Φ(U),R) 使 ψj = gj ◦ Φ, 因此

Ψ ◦ Φ−1 = (g1, · · · , gn)

是 Cr 的. 类似地,Φ ◦Ψ−1 : Ψ(U)→ Φ(U) 也是 Cr 的. 因此 Ψ ◦ Φ 是 Cr-同胚.
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定义 4.2.6. 一个Cr-流形 M 是一个 Hausdorff 空间, 并且附带一个开覆盖 M =
⋃
α∈A

Uα, 其中

每个 Uα 附带一个开嵌入 φα : Uα → Rdα(dα = 0, 1, 2, · · · ) 满足对任意 α, β ∈ A,φα 和 φβ 是

Cr-相容 (Cr-compatible) 的, 即转移函数 (transition function)

φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ)→ φβ(Uα ∩ Uβ)

是 Cr 的.我们说 Uα 是 dα 维的.若存在 d ∈ N使 ∀α ∈ A有 d = dα,我们说M 是d 维的.C∞-流
形称为微分流形或光滑流形. 集合

U = {(Uα, φα) : α ∈ A}

称为一个图册 (atlas).

例子. 令 f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1.M = Z(f) 是单位球面. 由于 f 是 C∞ 的, 且由于
∀p ∈M,∂xf(p), ∂yf(p), ∂zf(p) 中至少一个非零, 因此由隐函数定理,x, y, z 中的两个给出了 p 在

M 内邻域的一个坐标. 例如当 p = (a, b, c) 满足 c 6= 0, 则 ∂zf(p) 6= 0, 故 (x, y) 是 p 在 M 内

邻域内的一个坐标. 这些坐标卡一起构成了 M 的一个图册, 使 M 成为一个 (紧) 微分流形, 例
如若

V =M ∩ {(a, b, c) ∈ R3 : c > 0}

则 (V, x, y) 就是 M 的一个坐标卡, 因为 (x, y, f) : U → R3 是开嵌入且 V = U ∩ {f的零点}.

4.3 光滑结构, 光滑映射, 子流形

简单起见, 我们考虑 C∞ 的情况.
微分流形 (简称流形) 的定义有一个缺陷: 对图册的选取不唯一. 若 U 和 V 都是 Hausdorff

空间 M 上的图册, 使 M 成为微分流形. 我们希望若 U 的每个成员 (U,φ) 和 V 中的每个成员

(V, ψ) 是 C∞-相容的 (即 ψ ◦ φ : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) 是 C∞-同胚), 则 (M,U) 和 (M,V) 是

同一个流形, 即它们具有相同的光滑结构.

定义 4.3.1. 令 M 是 C∞ 流形,U 是一个图册. 我们说 (V, ψ) 是 M 的一个坐标卡 (chart) 若
(V, ψ) 和 U 中每个成员都 C∞ 相容. 所有和 U 中成员 C∞ 相容的坐标卡显然互相间 C∞ 相容,
故构成了包含 U 的更大图册, 称为极大图册 (atlas), 也称为 M 的微分/光滑/C∞ 结构.

例子. 若 U 和 V 是 M 上相容的图册, 则它们有共同的极大图册.

我们可以把光滑结构和拓扑结构类比,M 的拓扑结构 TM 是 M 的所有开集构成的集合. 而
M 的微分结构中的元素是开集 + 坐标.

这种对微分结构的定义有一个麻烦的地方: 我们不能仿照连续映射 (开集的原像是开集) 来
定义光滑映射.例如若M 是 R3 中的单位球,(R3, x, y, z)是 R3 中的一个坐标卡.而若令 ι :M →
R3 为嵌入映射, 则 (ι−1(R3), x ◦ ι, y ◦ ι, z ◦ ι) = (M,x|M , y|M , z|M ) 不是 M 的坐标卡. 我们下面
给出另一个微分结构的定义:
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定义 4.3.2. 令 M 为 C∞ 流形,U 为图册. 若 Ω 是 M 的开子集, 函数 f : Ω → R 称为光滑的,
若 ∀(U,φ) ∈ U, f ◦ φ−1 : φ(U ∩ Ω)→ R光滑. 令

C∞
M (U,R) = C∞(U,R) = {光滑函数f : U → R}

注记. 若 f ∈ C∞(Ω,R), (V, ψ) 是 M 的坐标卡 (即 (V, ψ) 与 U 中成员 C∞ 相容), 则 f ◦ ψ−1 :

ψ(V ∩ Ω)→ R 是 C∞ 的.

例子. 令 (U,φ) 是坐标卡, 则 φ 的每个分量 φi : U → R 是 C∞ 的.

定义 4.3.3. 令 M 为 C∞ 流形. 定义C∞
M,R 或C∞

M 为集合

{(Ω, f) : Ω是M开子集, f ∈ C∞(Ω,R)}

C∞
M 称为 M 的 (局部) 光滑函数层 (sheaf of smooth functions).C∞

M 称为 M 的微分/光滑
结构.

我们看到, 图层 定义−→ C∞
M . 且用图层和极大图册定义的 C∞

M 相同. 接下来我们说明 C∞
M
决定−→

极大图册.

命题 4.3.4. 令 V ⊂M 为开子集,ψ : V → Rd 为映射, 以下等价:

(1) (V, ψ) 是坐标卡, 即它与 M 的图册 U 是 C∞-相容的.

(2) ψ : V → Rd 是开嵌入, 且任意开集 Ω ⊂ V, ∀f ∈ C∞(Ω,R), 存在 g ∈ C∞(ψ(Ω),R) 满足
f = g ◦ ψ|Ω(即 f 在 Ω 上能被 ψ 解出).

证明: 假设 (1), 则由 f 光滑可知 f ◦ ψ−1 : ψ(Ω)→ R 光滑, 将此映射定义为 g, 则 (2) 得证.
假设 (2), 任取 (U,φ) ∈ U. 令 Ω = U ∩ V . 不妨假设 Ω 6= ∅, 记 φ = (φ1, · · · , φd), 其中

φi : U → R 光滑. 则存在 gi ∈ C∞(ψ(Ω),R) 满足

φi = gi ◦ ψ|U∩V

因此 φi ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) → R 光滑, 从而 φ ◦ ψ−1 : ψ(U ∩ V ) → Rd 光滑. 类似地, 由于
(U,φ) 满足条件 (2), 若记 ψ = (ψ1, · · · , ψk), 则每个 ψj 在 U ∩ V 上能被 φ 解出. 由此知
ψ ◦ φ : φ(U ∩ V )→ Rd 光滑. 因此 (U,φ) 和 (V, ψ) 是 C∞-相容的.

注记. 我们得到极大图册
定义
⇄
决定

C∞
M . 且决定 ◦ 定义 = id. 因此用极大图册和 C∞

M 定义的微分结构

具有相同的同一性.

记号: 若 φ : X → Y 为集合间的映射,f : Y → R, 则φ∗f= f ◦ φ.
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命题 4.3.5. 令 F : M → N 为 C∞-流形之间的连续映射. 令 U,V 分别为 M,N 的坐标卡. 则
以下等价:

(1) F ∗C∞
N ⊂ C∞

M . 即 ∀Ω 为 N 的开集,∀f ∈ C∞(Ω,R),F ∗f = f ◦F : F−1(Ω)→ R 是 C∞ 的.

(2) ∀(U,φ) ∈ U, ∀(V, ψ) ∈ V, 有:

ψ ◦ F ◦ φ−1 : φ(U ∩ F−1(V ))→ Rn

是 C∞ 的.

若以上任意一条满足, 我们说 F 是C∞-映射.

证明: 假设 (1), 记 ψ = (ψ1, ψ2, · · · ), φ = (φ1, φ2, · · · ). 则 ψj ∈ C∞
N . 由 (1) 知

ψj ◦ F ◦ φ−1 : φ(U ∩ F−1(V ))→ Rn

是 C∞ 的,(2) 得证.
假设 (2),∀f ∈ C∞(Ω,R) 要证 f ◦ F : F−1(Ω) → R 光滑, 意味着证 ∀(U,φ) ∈ U, f ◦

F ◦ φ−1 : φ(U ∩ F−1(V ∩ Ω)) → R 光滑即可 (因为所有 F−1(V ) 组成了 M 的开覆盖). 在
φ(U ∩ F−1(V ) ∩ F−1(Ω)) 上

f ◦ F ◦ φ−1 = f ◦ ψ−1 ◦ ψ ◦ F ◦ φ−1

由于 ψ ◦ F ◦ φ−1 光滑, 且 f ◦ ψ−1 也光滑, 因此命题得证.

命题 4.3.6. 若 F :M → N,G : N → P 是 C∞ 流形的 C∞ 映射, 则 G ◦ F :M → P 光滑.

定义 4.3.7. 若 F :M → N 是双射, 且 F 和其逆映射 F−1 : N →M 是 C∞ 的, 则说 F 是一个

微分同胚 (diffeomorphism).

定义 4.3.8. 令 M 是 C∞ 流形 N 的子集, 称 M 是 N 的 (正则/嵌入) 子流形, 若 ∀p ∈M , 存
在 N 的坐标卡 (V, ψ) 满足 p ∈ V , 且若记 ψ = (ψ1, · · · , ψn) 则

M ∩ V = Z(ψd+1, · · · , ψn)

用 C∞
M 作为微分结构的定义很容易处理子流形 C∞-结构的唯一性问题:

定理 4.3.9. 令 M 是 C∞ 流形 N 的子集, 假设 {(Vα, ψα) : α ∈ A} 是 N 的一族坐标卡 (不一
定构成图册) 满足 M ⊂

⋃
α

Vα, 且 ∀α ∈ A, 若记 ψα = (ψ1
α, · · · , ψnα

α ), 则存在 0 ⩽ dα ⩽ nα 使

M ∩ Vα = Z(ψdα+1
α , · · · , ψnα

α )

则 M 是 C∞ 流形,U = {(Uα, φα) : α ∈ A} 是 M 的一个图册, 其中 Uα = M ∩ Vα, φα =

(ψ1
α, · · · , ψdαα )|Uα. 且对任意 M 内开集 Ω 和函数 f : Ω→ R, 以下等价:

(a) f ∈ C∞
M

(b) ∀p ∈ Ω, 存在 p 在 N 内邻域 V 和 f̃ ∈ C∞(V,R) = C∞
N (V ) 满足 f |Ω∩V = f̃ |Ω∩V .
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由此命题可知, 不同 (Vα, ψα) 的选取定义出来的 C∞
M 的微分结构 C∞

M 唯一. 因此我们能谈
论 N 的一个子集的唯一的微分结构.

证明: 我们令满足 (b) 的所有 f 构成的集合记为C∞
N |M . 简单起见, 假设 n = nα 和 d = dα 与 α

无关 (证法相同).
Step 1: 我们先证 U = {(Uα, φα) : α ∈ A} 是 M 的图册. 这与 Rn 子流形的证法基本相同; 若
Ω 是 Uα = Vα ∩M 的开子集且 f : Ω→ R 属于 C∞

N |M , 则 f 能被 ψ1
α, · · · , ψdα 解出. (这是因为:

由于 ψα 是 Vα 到 Rn 开子集 ψα(Vα) 的微分同胚, 我们不妨把 Vα 和 ψα(Vα) 通过 ψα 等同起来.
从而 Vα 是 Rn 开子集,(ψ1

α, · · · , ψnα) = (x1, · · · , xn) 从而

M ∩ Vα = Z(ψd+1
α , · · · , ψnα) = Vα ∩ (Rn × {0})

Ω是 Vα∩(Rd×{0})的开子集,从而可看成 Rd 开子集.由 f ∈ C∞
M 知 f 局部地来源于 Rd 某开集

上的 C∞ 函数限制在 Vα∩ (Rd×{0})上. 从而 f 局部地 (从而整体地)是属于 C∞
Rd 的.故 f 能被

x1, · · · , xd 解出,即 f = g ◦ (x1, · · · , xd), g : Vα∩ (Rd×{0})→ R光滑,故 f = g ◦ (ψ1
α, · · · , ψdα).)

记 φiα = ψiα|Uα , φα = (φ1
α, · · · , φdα). 则 ψα =

(
ψ1
α, · · · , ψnα

)
: Vα → ψα (Vα) 是同胚知

ψα : Vα ∩M → ψα (Vα) ∩
(
Rd × {0}

)
是同胚, 即

φα : Uα → φα (Uα)

是同胚,且 φα(Uα) 是 Rd 开子集.类似地,φβ : Uβ → φβ(Uβ) 是同胚.由每个 φiβ 可被 φα 解出知

φβ ◦ φiα : φα(Uα ∩ Uβ)→ φβ(Uα ∩ Uβ)

是 C∞ 的. 类似地, 其逆映射也是 C∞ 的. 故 (Uα, φα) 和 (Uβ , φβ) 是 C∞ 相容的, 故 U 是 M

图册.
Step 2: 要证任意开集 Ω ⊂ M 和 f : Ω → R 有 f |U ∈ C∞

M ⇐⇒ f |U ∈ C∞
N |M . 因此, 通过缩

小 N 到 p 的一个邻域, 通过 C∞ 同胚不妨假设 N ⊂ Rn, 且 M = N ∩ (Rd × {0}) 且有 α 使

Vα = N,ψα = (x1, · · · , xn). 因为 (M,x1, · · · , xd) 是 M 坐标卡, 故 f ∈ C∞
M 意味着 f 作为通常

意义下的 Rd 开子集上的函数是 C∞ 的. 而 f ∈ C∞
N |M 意味着 f 局部的是 Rn 开子集上 C∞ 函

数限制到 Rd × {0} 上. 显然这两种光滑性等价.

例子. 令 Ω ⊂ Rn 是开集,0 ⩽ d ⩽ n, k = n − d, F = (f1, · · · , fk) : Ω → Rk 是 C∞ 的. 假设
Jac(F ) 处处 (作为 k × n 矩阵) 满秩. 令 M = Z(F ).∀p ∈M, Jac(F ) 的某 k 列 (不妨假设是最
后 k 列) 和 k 行组成 k × k 可逆矩阵. 故由隐函数定理, 存在 p 在 Ω 内邻域 V ⊂ Ω 使(

x1, · · · , xd, F
)
: V → Rn

是 C∞ 是开嵌入. 从而由 M ∩V = Z(F |V ) 和前一定理知 M 是 Rn 子流形.(M ∩V, x1, · · · , xd)
是 M 的一个坐标卡, 且 C∞

M∩V 中所有元素能被 x1, · · · , xd 解出. 故 ∀h ∈ C∞
Rn(V ), 存在 g:

g ∈ C∞
Rd((x

1, · · · , xd)(M ∩ V )) = C∞
Rd(πd(M ∩ V ))

使 h|M∩V = g ◦ πd. 把 V 换成 V 的开子集也类似.
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注记. 隐函数定理给了一个有效的办法来证明 Rn 开集 Ω 上一些光滑函数 f1, · · · , fk 的零点集
M 是 Rn 子流形 (其光滑结构唯一:M 上的光滑函数局部地由 Rn 光滑函数的限制得到) 并且表
明 Rn 本身的标准坐标中的 n 个 x1, · · · , xd 给出 M 的局部坐标, 从而 M 上的光滑函数能局部

地“用 x1, · · · , xd 解出”. 特别地,xd+1|M , · · · , xn|M 能“用 x1, · · · , xd 解出”. 若解出

xd+1|M = gd+1(x1, · · · , xd)|U , · · · , xn|M = gn(x1, · · · , xd)|U

其中 U 是M 开集.(a1, · · · , ad) 7→
(
a1, · · · , ad, gd+1 (a•) , · · · , gn (a•)

)
给出了坐标

(
x1 · · · , xd

)∣∣
U
:

U → πd(U) 的逆映射.
更一般地,反函数定理表明,若 φ1, · · · , φd : Ω→ R光滑,p ∈ Ω,且 Jac(φ1, · · · , φd, f1, · · · , fk)|p

可逆, 则 φ1, · · · , φd 给出了 M 在 p 处一个邻域的坐标. 因此,M 的参数化不必非得从 Rn 的标
准坐标 x1, · · · , xn 中选.

4.4 切向量和余切向量

定义 4.4.1. 令 M 为微分流形. 一个 C∞ 映射 γ : (a, b)→M 称为 (光滑) 道路. 令 p ∈M , 令

TpM = {光滑道路γ : (−ε, ε)→M满足ε > 0, γ(0) = p}/ ∼

其中 γ1 ∼ γ2 若对某个包含 p 的坐标卡 (U,φ) 有 (φ ◦ γ1)′ (0) = (φ ◦ γ2)′ (0).TpM 称为 M

在 p 处的切空间. 其中元素称为切空间. 我们把光滑道路 γ (若 γ(0) = p) 在 TpM 中的等价

类记作 γ′(0). 更一般地, 若 γ : (a, b) → M 是光滑道路,t0 ∈ (a, b), 我们把 γ(t + t0)(定义在
(a− t0, b− t0)→M) 在 Tγ(t0)M 中的等价类记为

γ′(t0) =
d

dt
γ

∣∣∣∣
t0

称为 γ 在 t0 处的导数.

注记. 若在一个包含 p 的坐标卡 (U,φ) 中有 (φ ◦ γ1)′ (0) = (φ ◦ γ2)′ (0), 则对另一个 (V, ψ) 也

有 (ψ ◦ γ1)′ (0) = (ψ ◦ γ2)′ (0). 这是因为

(ψ ◦ γi)′ (0) =
(
ψ ◦ φ−1 ◦ φ ◦ γi

)′
(0) = Jac

(
ψ ◦ φ−1

)
φ(p)

(φ ◦ γi)′ (0)

现在, 若 γ 是 Rn 中的光滑道路, 则 γ′(t0) 有两种含义: 作为 Tγ(t0)Rn 中元素, 作为 Rn 中元

素 (每个分量求导). 在说明这两个意义相同之前, 我们把后者记为 Jac γ|t0 或


∂tγ

1

...
∂tγ

n


∣∣∣∣∣∣∣∣
t0

. 如

上定义方式的难点在于定义 TpM 的线性结构.

定义 4.4.2.
C∞
M,p = C∞

p M = {f ∈ C∞(U,R) : U是p邻域}/ ∼

其中 f ∼ g(g ∈ C∞(V,R)) 若存在 p 邻域 W ⊂ U ∩ V 使 f |W = g|W .C∞
p (M) 称为光滑函数层

C p
M 在 p 处的茎 (stalk).C∞

M,p 中元素称为芽 (germ). 用函数的加法和数乘显然能使 C∞
M,p 成为

一个 R-线性空间.
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定义 4.4.3. 若 f ∈ C∞
M,p, 我们称 df |p = 0(称为f 在p 处的微分是 0) 若对于某个包含 p 的坐标

卡 (U,φ) 且满足 f ∈ C∞(U,R), 我们有 Jac(f ◦ φ−1)|φ(p) = 0. 利用 chain rule 不难得知此定义
与坐标卡的选取无关. 且 {f ∈ C∞

M,p : df |p = 0} 是 C∞
M,p 的 R-线性子空间. 我们定义 M 在 p 处

的余切空间为

T ∗
pM = C∞

M,p/{f ∈ C∞
M,p : df |p = 0}

若 f ∈ C∞
M 定义在 p 附近, 则其在 T ∗

pM 中的等价类称为 f 在 p 处的微分df |p.

例子. 令 M 是 Rn 开子集,(x1, · · · , xn) 为 Rn 的标准坐标. 令 p ∈ M , 则 dx1|p, · · · , dxn|p 是
TpRn 的一组基. 若 f ∈ C∞

M,p, 则

df |p =
n∑
i=1

∂if(p) · dxi|p = Jac f |p ·


dx1

...
dxn


∣∣∣∣∣∣∣∣
p

证明: ∀f ∈ C∞
M,p, Jac(f − f(p))|p = (∂1f(p), · · · , ∂nf(p)). 令

g = f − f(p)−
n∑
i=1

∂if(p)x
i

则 ∂ig(p) = 0. 故 Jac g|p = 0. 故 f −
n∑
i=1

∂if(p)x
i = f(p) + g 有零微分, 故

df |p −
n∑
i=1

∂if(p)dx
i|p = 0

故 dx1|p, · · · , dxn|p 张成 T ∗
pM . 假设 a1dx

1
∣∣
p
+ · · ·+ andx

n|p = 0. 则 f = a1x
1 + · · ·+ anx

n 在

p 处有零微分. 故 0 = ∂if |p = ai. 这证明了 dx1|p, · · · , dxn|p 线性无关.

命题 4.4.4. 对任意 γ′(t0) ∈ TpM , 则 γ′(t0) 给出了 T ∗
p (M) 上一个 (良定义的) 线性泛函

T ∗
p (M)→ R, df |p 7→

d

dt
(f ◦ γ)

∣∣∣∣
t=t0

这给出了映射 Tp(M) → T ∗
p (M)∗, 它是双射. 我们把 Tp(M) 和 T ∗

p (M) 的对偶空间 T ∗
p (M)∗ 等

同, 并记
d

dt
(f ◦ γ)

∣∣∣∣
t=t0

= df |p(γ′(t0)) = df(γ′(t0)) =
〈
df |p, γ′(t0)

〉
这里 〈·, ·〉 是线性空间 T ∗

p (M) 与其对偶空间之间的标准的双线性配对.

证明: 通过缩小 M ,假设 M 同胚与 Rn 的开子集,不妨假设 M 就是 Rn 的开子集.若 f ∈ C∞
M,p,

d

dt
(f ◦ γ)

∣∣∣∣
t=t0

= Jac f |p · Jac γ|t=t0 =

n∑
j=1

∂jf(p)
dγj

dt

∣∣∣∣
t=t0

(∗)

由 (∗) 可知若把 f 换成 f̃ 满足 Jac(f − f̃)|p = 0 或把 γ 换成 γ̃ 满足 Jac γ|t0 = Jac γ̃|t0 , 则 (∗)
的值不变. 因此我们有良定义的映射 Φ : TpM → (T ∗

pM)∗. 若 Φ(γ) = Φ(γ̃), 则 ∀f ∈ C∞
M,p 有

(f ◦ γ)′
∣∣
t0
= (f ◦ γ̃)′|t0 . 取 f = xi, 得:

d

dt
γi
∣∣∣∣
t0

=
d

dt
γ̃i
∣∣∣∣
t0
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故 Jac γ|t0 = Jac γ̃|t0 . 故 d

dt
γ

∣∣∣∣
t0

和
d

dt
γ̃

∣∣∣∣
t0

是 TpM 中相同元素. 因此 Φ 是单射. 下证 Φ 是满射.

回忆 dx1
∣∣
p
, · · · , dxn|p 是 T ∗

pM 一组基, 取 Λ ∈ (T ∗
pM)∗. 令 ai = Λ(dxi|p). 取 γ(t) =

a1t
...
ant

, 则有

〈
dγ

dt

∣∣∣∣
0

, dxi
〉

=
d

dt
xi ◦ r

∣∣∣∣
0

=
dri

dt

∣∣∣∣
0

= ai

因此 Φ

(
dγ

dt

∣∣∣∣
0

)
= Λ.

若 V 是有限维线性空间,e1, · · · , en ∈ V 是一组基. 则其对偶基为 V ∗ 一组基 ě1, · · · , ěn, 唯
一地由

ěi(ej) = δij =

{
1 (i = j)

0 (i 6= j)

确定. 若 v ∈ V , 则 v =
∑
i

ěi(v)ei =
〈
v, ěi

〉
ei. 这里 〈·, ·〉 是 V 和 V ∗ 之间自然的双线性配对.

定义 4.4.5. 令 (U,φ) = (U,φ1, · · · , φn) 为 M 的坐标卡. 则 dφ1
∣∣
p
, · · · , dφn|p ∈ T ∗

pM 在 TpM

中的对偶基记为
∂

∂φ1

∣∣∣∣
p

, · · · , ∂

∂φn

∣∣∣∣
p

从而
〈

∂

∂φi
, dφj

〉∣∣∣∣
p

= δi,j .注意 df |p只依赖于 f ,而 ∂

∂φ1

∣∣∣∣
p

不只依赖于 φ1,也依赖于 φ2, · · · , φn.

定义 4.4.6. TM =
⊔
p∈M

TpM 和 T ∗M =
⊔
p∈M

T ∗
pM 分别称为 M 的切丛和余切丛. 若 U ⊂M 是

开集,一个函数 X : p ∈ U 7→ Xp ∈ TpM 称为 (光滑切) 向量场若 ∀开集 V ⊂ U, ∀f ∈ C∞(V,R)
有

Xf ≡ 〈df,X〉 : p ∈ V 7→ 〈df |p, Xp〉 ∈ R

是 C∞ 的. 这样的函数构成的集合记为 TM(U). 则 TM(U) 是 C∞(U,R)-模: 若 g ∈ C∞(U,R),
则 gX : p ∈ U 7→ g(p)Xp 是向量场.

定义 4.4.7. 若 f ∈ C∞(U,R), 定义df : U → T ∗M,p ∈ U 7→ df |p ∈ T ∗
pM .

注记. 由对偶基性质, 若 p ∈ U, (U,φ) 是 M 坐标卡, 则 df |p =
∑
i

〈
df,

∂

∂φi

〉∣∣∣∣∣
p

· d φi
∣∣
p
, 因此

df =
∑
i

∂

∂φi
f · dφi

命题 4.4.8. 令 (U,φ) = (U,φ1, · · · , φn) 为 M 的坐标卡. 则 ∂

∂φi
: p ∈ U 7→ ∂

∂φi

∣∣∣∣
p

∈ TpM 是向

量场. 且若 f ∈ C∞(U,R), 则
∂f

∂φi

∣∣∣∣
p

≡
〈
df,

∂

∂φi

〉∣∣∣∣
p

= ∂i
(
f ◦ φ−1

)∣∣
φ(p)

(∗)

故
∂f

∂φi
= ∂i(f ◦ φ−1)

∣∣
φ
.
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证明: 任取开集 V ⊂ U, f ∈ C∞(V,R),我们来证明
〈
df,

∂

∂xi

〉
光滑,并由 (∗)给出.φ : V

∼=→ φ(V )

建立了 φ(V ) 上函数 f ◦ φ−1, φi 和 V 上函数 f, xi 的等价. 因此〈
df,

∂

∂φi

〉∣∣∣∣
p

=

〈
d
(
f ◦ φ−1

)
,
∂

∂xi

〉∣∣∣∣
q

这里 q = φ(p). 令 g = f ◦ φ−1 ∈ C∞(φ(V ),R), 则要证
〈
dg,

∂

∂xi

〉
= ∂ig.

我们在前面例子中算过 dg|q =
∑
i

∂ig(p) · dxi, 因此

〈
dg,

∂

∂xi

〉∣∣∣∣
q

=
∑
j

∂jg(q)

〈
dxj ,

∂

∂xi

〉∣∣∣∣
q

= ∂ig(p)

例子. 令 M 为 Rn 开子集,f ∈ C∞(M,R), 则 ∂

∂xi
f(用

〈
df,

∂

∂xi

〉
定义) 和 ∂if 是相同的 M

上的光滑函数
∂

∂xi
f = ∂if . 令 p ∈M , 令 γ(t) = (p1, · · · , pi + t, · · · , pn)T, 则

〈
df |p, γ′(0)

〉
=
df ◦ r
dt

∣∣∣∣
t=0

= ∂if |p =
〈
df,

∂

∂xi

〉

因此
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=
d

dt

(
p1, · · · , pi + t, · · · , pn

)∣∣∣∣
t=0

.

命题 4.4.9. 令 (U,φ), (V, ψ) 是 M 的两个坐标卡, 则在 U ∩ V 上任意点有

dψj
∣∣
p
=
∑
i

∂

∂φi
ψj(p) · dφi

∣∣
p

∂

∂φi

∣∣∣∣
p

=
∑
j

∂

∂φi
ψj(p) · ∂

∂ψj

∣∣∣∣
p

这里
∂

∂φi
ψj(p) = ∂i

(
ψj ◦ φ−1

)∣∣
φ(p)

. 故


dψ1

...
dψn


p

= Jac(ψ ◦ φ−1)φ(p)


dφ1

...
dφn


p(

∂

∂φ1
, · · · , ∂

∂φn

)
p

=

(
∂

∂ψ1
, · · · , ∂

∂ψn

)
p

· Jac
(
ψ · φ−1

)
φ(p)

证明: 第一个已证, 第二个也是用对偶基的基本性质

∂

∂φi
=
∑
j

〈
∂

∂φi
, dψj

〉
∂

∂ψj
=
∑
j

∂

∂φi
ψj · ∂

∂ψj
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注记. df =
∑
i

∂f

∂φi
dφi 也可改写成

dfp = Jac
(
f ◦ φ−1

)
φ(p)


dφ1

...
dφn


p

注记. 有
(

∂

∂φ1
, · · · , ∂

∂φn

)
p


a1
...
an

 =

(
∂

∂ψ1
, · · · , ∂

∂ψn

)
p

Jac
(
ψ ◦ φ−1

)
φ(p)


a1
...
an

 因此同

一个 TpM 向量在基 (
∂

∂φ1
, · · · , ∂

∂φn
) 下坐标是


a1
...
an

. 则在基 (
∂

∂ψ1
, · · · , ∂

∂ψn
) 下坐标是


b1
...
bn

 = Jac(ψ ◦ φ−1)|φ(p)


a1
...
an

.

若 f, g ∈ C∞(U). 令
gdf : p ∈ U 7→ g(p)df |p ∈ T ∗

p (U)

则不难验证有 Leibniz 公式:d(fg) = fdg + gdf . 即

d(fg)|p = f(p)dg|p + g(p)df |p

证明: 不妨假设 U 是 Rn 的开子集, 则 ∀1 ⩽ i ⩽ n 有〈
d(fg),

∂

∂xi

〉
= ∂i(fg) = (∂if) · g + f · ∂ig

= g ·
〈
df,

∂

∂xi

〉
+ f ·

〈
dg,

∂

∂xi

〉
=

〈
fdg + gdf,

∂

∂xi

〉

定义 4.4.10. 令 F : M → N 为光滑映射.p ∈ M, q = F (p). 定义线性映射F ∗: T ∗
qN → T ∗

pM 为

(若 f ∈ C∞
N,q)

F ∗
(
df |q

)
= d(f ◦ F )|p

这个映射是良定义的且显然线性.
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良定义的证明. 不妨假设 M,N 分别是 Rm,Rn 开子集, 则

d (f ◦ F )|p =
∑
i

∂

∂xi
(f ◦ F )

∣∣∣∣∣
p

· dxi
∣∣
p

= Jac(f ◦ F )


dx1

...
dxn


∣∣∣∣∣∣∣∣
p

= Jac(f)|q · Jac(F )|p ·


dx1

...
dxn


∣∣∣∣∣∣∣∣
q

只依赖于 Jac(f)|q.

定义 4.4.11. 在以上定义中, 令dF : TpM → TqN 为 F ∗ 的转置, 称为 F 的微分. 即 ∀f ∈
C∞
M,p, γ

′(t0) ∈ TpM , 有 〈
dF · γ′ (t0) , df |p

〉
=
〈
γ′ (t0) , F

∗df |ρ
〉

等价定义.dF · γ′(t0) = (F ◦ γ)′(t0).

命题 4.4.12. 令 F : M → N 为光滑映射,p ∈ M, q = F (p). 令 (U,φ) = (U,φ1, · · · , φm) 和
(V, ψ) = (V, ψ1, · · · , ψn) 分别为 p 和 q 附近的坐标卡, 且 F (U) ⊂ V , 则

F ∗


dψ1

...
dψn


q

= Jac
(
ψ ◦ F ◦ φ−1

)
φ(p)
·


dφ1

...
dφm


p

dF ·
(

∂

∂φ1
, · · · , ∂

∂φm

)
p

=

(
∂

∂ψ1
, · · · , ∂

∂ψn

)
q

· Jac
(
ψ ◦ F ◦ φ−1

)
φ(p)

证明: 由

F ∗df |q = d(f ◦ F )|p = Jac
(
f ◦ F ◦ φ−1

)
φ(p)


dφ1

...
dφn


p

把 f 换成 φi 即得第一个公式.
(也可由 F ∗dψi = d

(
ψi ◦ F

)
=
∑
j

(
∂

∂φj
ψi ◦ F

)
· dφj =

∑
j

∂j
(
ψi ◦ F · φ−1

)
· dφj 计算得)

第二个公式由
〈
dF · ∂

∂φj
· dψi

〉
=

〈
∂

∂φj
, F ∗dψi

〉
以及上面关于 F ∗dψi 的计算公式得到.

也可由如下事实得到.

命题 4.4.13. 令 T : X → Y 为有限维线性空间之间的线性映射. 令 e1, · · · , em 为 X 一组

基,f1, · · · , fn 为 Y 一组基. 对偶基分别为 ě1, · · · , ěm ∈ X∗, f̌1, · · · , f̌n ∈ Y ∗. 假设 m × n 矩阵
A 满足

T


e1
...
em

 = A


f1
...
fn


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则 T 的转置 TT : Y ∗ → X∗ 满足 TT(f̌1, · · · , f̌m) = (ě1, · · · , ěm)A.

注记. 以上结论告诉我们:若 TpM 中取基
(

∂

∂φ1
, · · · , ∂

∂φm

)
p

,TqN 中取基
(

∂

∂ψ1
, · · · , ∂

∂ψn

)
φ(p)

.

其转置给出了 F ∗ : TqN → TpM 在相应对偶基下的矩阵表示.

例子. 若 M ⊂ Rm, N ⊂ Rn 是开集,F : M → N 光滑,p ∈ M, q = F (q), 则 dF |p 在 TpRm

的基

(
∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xm

)
和 TqN 的基

(
∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn

)
下的矩阵表示是 Jac(F )p. 在这个意义

下,dF |p 和 Jac(F )p 相同.

命题 4.4.14. 令 F :M → N,G : N → P 光滑,p ∈M,p′ = F (p), p′′ = G(p′), 则有 chain rule

(G ◦ F )∗p′′ = F ∗
p′ ·G∗

p′′

d(G ◦ F )p = dGp′ · dFp

证明: 对任意 f ∈ C∞
p , 有

(G ◦ F )∗df = d(f ◦G ◦ F ) = F ∗d(f ◦G) = F ∗G∗df

故 (G ◦ F )∗ = F ∗ ·G∗. 取转置得 d(G ◦ F ) = dG · dF .

4.5 流形的嵌入和浸入

我们用更几何的语言来运用反函数定理.

定理 4.5.1. 令 F : M → N 为光滑映射,p ∈ M, q = F (p). 若 dF |p : TpM → TqN 是线性空间

的同构, 则存在 p 的邻域 U 和 q 的邻域 V 使 F : U → V 是微分同胚.

证明: 不妨缩小 M 和 N 使它们同胚与欧式空间的开子集, 则本定理即是反函数定理.

定理 4.5.2. 令 F : M → N 光滑,q ∈ N . 假设 ∀p ∈ F−1(q) 有 dF |p : TpM → TqN 是满射, 则
F−1(q) 是 M 的子流形, 且 dimp F

−1(q) = dimpM − dimqN .

证明: 任取 p ∈ F−1(q). 取 p 邻域 U ,q 邻域 V . 通过微分同胚, 不妨假设 U ⊂ Rm, V ⊂ Rn 是开
集,q = 0. 则 JacF |p 是满秩的 n×m 矩阵. 特别地 m ⩾ n. 令 k = m− n, 通过调整 U 标准坐标

x1, · · · , xm 次序, 不妨假设 JacF |p = (An×k, Bn×n) 的后 n 列和 n 行 Bn×n 是可逆 n 阶矩阵.
则

(x1, · · · , xk, F ) : U → Rk × V

是 p 处局部微分同胚, 因为其 Jacobian 矩阵
(

Ik×k 0

An×k Bn×n

)
可逆, 且 U ∩ F−1(q) = U ∩

F−1(0) 是 F 在 U 中零点.x1, · · · , xk 给出 F−1(0) 在 p 附近的坐标, 故 dimp F
−1(0) = k.

我们接下来关注: 若光滑映射 F : M → N 是单射.F (M) 何时是 N 的子流形, 若是,F :

M → N 是否是微分同胚. 特别地, 若 M 是 Rm 开子集, 我们想知道 F : M → F (M) 是否给出

F (M) 的参数化.
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定义 4.5.3. 光滑映射 F :M → N 称为光滑嵌入若 F (M) 是 N 子流形, 且 F :M → F (M) 是

微分同胚.

命题 4.5.4. 令 F :M → N 是 C∞ 嵌入, 则 ∀p ∈M, q = F (p), 有 dF |p : TpM → TqM 是单射.

证明: 不妨假设 M 是 N 子流形. 通过缩小 M 和 N 到 p, q 邻域, 并经过微分同胚, 不妨假设
p = q = 0,N 是 Rn 开子集,m ⩽ n.

F : x ∈M 7→ (x, · · · , 0, · · · , 0) ∈ N

则 JacF 是单射.

注记. 若 M 是 N 子流形,p ∈M, ι :M → N 是子集的嵌入映射 x ∈M 7→ x ∈ N . 则

dι : TpM → TpN

是单射. 我们通常把 TpM 和 dι|p(TpM) 等同, 从而把 TpM 看作 TpN 的线性子空间. 特别地, 若
N = Rn, 且若把 N 的切空间和 Rn 等同, 则 TpM 是 Rn 线性子空间, 因此,Rn 子流形的切空间
自然地是 Rn 的线性子空间.

定理 4.5.5. 令 F :M → N 是光滑映射,p ∈M, q = F (p).假设 F 在 p处是浸入 (immersion),
即 dF |p : TpM → TqN 是单射. 则 F 是 p 处的局部 C∞ 嵌入, 即存在 p 邻域 U , 使 F : U → N

是 C∞ 嵌入.

证明: 通过缩小 N 和 M , 不妨假设 M 和 N 分别是 Rm,Rn 开子集, 且 p = 0, q = 0. 矩阵

JacF |p 是单射的 n×m 矩阵, 因此 n ⩾ m. 令 k = n−m, 不妨令 JacF |0 =

(
Am×m

Bk×m

)
的前

m 行和 m 列 Am×m 可逆. 令

G(x1, · · · , xn) = F (x1, · · · , xm) +



0
...
0

xm+1

...
xn



则 JacG|0 =
(
Am×m 0

Bk×m Ik×k

)
可逆. 取 0 ∈ Rk 充分小邻域 Ω 使 G(U × Ω) ⊂ N . 有反函数定

理,G 是 0 处的局部微分同胚, 通过缩小 U,Ω, N , 有 G : U ×Ω→ V 是微分同胚.G−1 ◦ F : U →
U × Ω 把 (x1, · · · , xm) 送到 (x1, · · · , xm, 0, · · · , 0). 显然 G ◦ F−1 是 C∞ 嵌入. 因此 F 是 C∞

嵌入.
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定理 4.5.6. 令光滑映射 F : M → N 是浸入, 即在 M 每个点处是浸入. 若以下条件之一满足,
则 F 是 C∞ 嵌入:

(1) F 是单射, 且 F (M) 是 N 的子流形. 且 ∀p ∈M, dimpM = dimF (p) F (M).

(2) 赋予 F (M) 来自于 N 的子集拓扑, 则 F :M → F (M) 是拓扑空间的同胚.

证明: (1),F (M) 是 N 子流形, 则 F (M) 上光滑函数来源于 N 上光滑函数 h 的限制, 因为
h ◦ F ∈ C∞

M , 故连续映射 F :M → F (M) 光滑. 只需证明对任意 p ∈M ,

dFp : TpM → TF (p)F (M)是线性同构 (∗)

则 F 是 p 一个邻域到 F (p) 在 F (M) 中一个邻域的微分同胚, 从而 F 是开映射 (从而是拓扑
同胚) 且 F−1 : F (M) → M 处处光滑. 故 F 是微分同胚. 选定 p ∈ M , 要证 (∗), 通过缩小
M 和 N , 不妨假设 N 是 Rn 开子集,F (p) = 0,m = dimpM = dimF (p) F (M) ⩽ n,F (M) =

N ∩ (Rm×{0}),M 是 Rm 开子集.则 JacF |p 是单射且形如
(
Am×m

0k×m

)
(k = n−m). 故 Am×m

可逆. 故限制 F :M → F (M) 在 p 处的 Jacobian 为可逆矩阵 A, 得证.
(2), 由 (1), 只需证 ∀p ∈ M , 存在 F (p) 在 N 中邻域 V 使 F (M) ∩ V 是 N 子流形 (从而

F (M)是 N 子流形且 dimpM = dimp F (M)).令m = dimpM .因 F 在 p处是浸入,存在 p邻域

U 使 F : U → N 是 C∞ 嵌入. 故 F (U) 是 N 子流形且 dimp F (U) = m. 因为 F :M → F (M)

是同胚, 故 F (U) 是 F (M) 开子集, 故存在 N 开子集 V 使 F (U) = F (M)∩V . 而 F (p) ∈ V , 因
此 F (M) ∩ V 是 N 子流形且 dimp F (M) = dimp F (U) = m.

推论 4.5.7. 令 F :M → N 为光滑单射且是浸入. 若 M 是紧流形, 则 F 是 C∞ 嵌入.

证明: F :M → F (M) 连续且 M 紧, 因此 F :M → F (M) 是同胚.

例子. 令 G : R3 → R, G(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1. 则在 M = Z(G) 上,JacG = (2x, 2y, 2z) 处

处满秩, 因此 M 是 R3 的二维子流形. 定义 F : R2 → R3,F (x, y) = (2x, 2y, x2 + y2 − 1)

x2 + y2 + 1
.

p

F (p)

则 F 是单射,F (R3) = M \ {(0, 0, 1)} 是 R3 的二维子流形, 且 3 × 2 矩阵 JacF 在每个
(x, y) 处是单射. 因此由前一命题 F : R2 → R3 是 C∞ 嵌入.F : R2 → M \ {(0, 0, 1)} 是微分同
胚, 称为 M \ {(0, 0, 1)} 的球极坐标 (stereographic coordinate).
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4.6 欧式空间的平移不变测度

注意若 (X,µ) 是测度空间,f : X → [0,+∞] 可测, 则f · µ 或fdµ 是测度, 若对任意可测
A ⊂ X 有

(f · µ)(A) =
ˆ
A
fdµ

可数可加性由单调收敛定理得到: 若 A1, A2, · · · 为两两不交可测集,A =
∞⋃
n=1

An, 则

ˆ
A
fdµ =

ˆ
X
f · χAdµ =

ˆ
X
f ·
∑
n

χAndµ

=
∑
n

ˆ
X
f · χAndµ =

∑
n

ˆ
An

fdµ

等价地, 对任意可测函数 g : X → [0,+∞) 有
ˆ
g · (fdµ) =

ˆ
fgdµ. (等价性用简单函数递增逼

近 g 得到)

引理 4.6.1. 令 µ 为 X 上 σ-有限测度,f, g : X → [0,+∞) 可测, 且 fdµ = gdµ. 则 ν = fdµ 是

σ-有限的, 且 f = g (µ− a.e.).

证明: 令 X =

∞⋃
n=1

Xn, 其中 X1 ⊂ X2 ⊂ · · · 可测且 µ(Xn) < +∞. 对任意正整数 k, 令

Xn,k = {x ∈ Xn : f(x) ⩽ k}

则 ν(Xn,k) < +∞, 故 ν 是 σ-有限的. 令

X+
n,k = {x ∈ Xn,k : f(x) ⩾ g(x)}

则
ˆ
X+

n,k

(f − g)dµ = ν(X+
n,k) − ν(X+

n,k) = 0. 故在 X+
n,k 上 f = g (µ − a.e.). 类似地, 在

X−
n,k = Xn,k \X+

n,k 上也有 f = g (µ− a.e.).

定义 4.6.2. 若 µ, ν 是 X 上测度, 记ν ≪ µ 若对于任意可测集 A ⊂ X 有 µ(A) = 0 =⇒
ν(A) = 0.

定理 4.6.3 (Radon-Nikodym). 若 µ, ν 是 X 上 σ-有限测度,ν � µ, 则存在可测函数 f : X →

[0,+∞) 使 ν = f · µ. 其中 f 称为 ν 关于 µ 的 Radon-Nikodym 导数, 记为
dν

dµ
. 且若 ν ⩽ µ

时可取 f : X → [0, 1].

证明: Case 1: 假设 ν ⩽ µ, 即 ν(A) ⩽ µ(A). 则由简单函数逼近知 ∀g ∈ L+(X) 有
ˆ
X
gdν ⩽ˆ

X
gdµ. 因此

Λ : L1(X,µ)→ C, g 7→
ˆ
X
gdν

是有界线性映射,‖Λ‖ ⩽ 1. 由于 µ 是 σ-有限的, 存在 f ∈ L∞(X,µ), ‖f‖ ⩽ 1 使得 ∀g ∈ L1(X)

有 ˆ
X
gdν =

ˆ
X
fgdµ
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现令 g ⩾ 0, 则
ˆ
X
gdν ⩾ 0. 故

ˆ
X
fgdµ =

ˆ
X
(Re f) · gdµ

故不妨假设 f 取实值. 现在考虑
ˆ
X
fgdµ =

ˆ
X
f+gdµ −

ˆ
X
f−gdµ. 若

ˆ
X
f−gdµ > 0, 令

∆ = {x ∈ X : f−(x) > 0}, 则 Λ(g · χ∆) = −
ˆ
X
f−gdµ < 0 矛盾! 故 ∀g ∈ L1(X, [0,∞)) 有

Λ(g) =

ˆ
X
fgdµ =

ˆ
X
f+gdµ

通过把 f 换成 f+, 则可不妨假设 f ⩾ 0.∀A ⊂ X 为可测集, 记 A =
∞⋃
n=1

An, 其中 A1 ⊂ A2 ⊂ · · ·

可测,µ(An) < +∞, 则 ν(An) = Λ(χAn) =

ˆ
An

fdµ. 取 n→∞ 得 ν(A) =

ˆ
A
fdµ.

Case 2: 一般情况, 因 ω = µ + ν 是 σ-有限的, 由 Case 1, 存在可测 α, β : X → [0,+∞) 使

µ = α · ω, ν = β · ω, 我们证明 ∆ = {x ∈ X : α(x) = 0} 是 ω-零测的:

µ(∆) =

ˆ
X
χ∆ · αω = 0

又由于 ν � µ, 因此 ν(∆) = 0, 进而 ω(∆) = µ(∆) + ν(∆) = 0. 令 f : X → [0,+∞) 为

f(x) =


β(x)

α(x)
(若x /∈ ∆)

0 (若x ∈ ∆)

则 ∀g : X → [0,+∞) 可测有
ˆ
X
gdν =

ˆ
X
g · βdω =

ˆ
X\∆

g · βdω

=

ˆ
X\∆

g · f · αdω =

ˆ
X\∆

g · fdµ

=

ˆ
X
g · fdµ

定义 4.6.4. 令 Φ : X → Y 为测度空间之间的可测映射,µ是 X 上的测度.对任意可测集 B ⊂ Y
定义

µ∗Φ(B) = µ(Φ−1(B))

则 µ∗Φ 是 Y 上测度, 称为 µ 在 Φ 下的推出 (pushforward).

注记. 由单调递增简单函数逼近, 可知对任意 f ∈ L+(Y ) 有
ˆ
Y
fdΦ∗µ =

ˆ
X
f ◦ Φdµ.

例子. 若 Φ : X → Y 是 LCH 空间之间的同胚, 若 µ 是 X 上的 Radon 测度, 则 Φ∗µ 是 Y 上

的 Radon 测度.

定义 4.6.5. RN 上的 Borel 测度 µ 称为平移不变, 若对任意 y ∈ RN , 平移映射 τy : RN →
RN , x 7→ x+ y 满足 τy,∗µ = µ.
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定理 4.6.6. 令 µ 是 RN 的 Radon 测度 (等价地, 在紧集上有限的 Borel 测度), 则以下等价:

(1) µ 是平移不变的.

(2) 存在 c ⩾ 0 使 µ = cm,m 是 Lebesgue 测度.

证明: (2) =⇒ (1) : 若 f ∈ Cc(RN ), 则对任意 y ∈ RN , 由 Riemann 积分平移不变性可知ˆ
RN

f ◦ τydm =

ˆ
RN

fdm. 故 ˆ
RN

fdτy,∗m =

ˆ
R
fdm

由于 Radon 测度由 Cc 中元素的积分决定, 故 τy,∗m = m. 故 µ = cm 平移不变.
(1) =⇒ (2) : 令 ω = µ +m, 则 ω 也是平移不变的. 由 Radon-Nikodym 定理, 存在 Borel 可
测 α : RN → [0, 1] 使 α =

dµ

dω
. 则 ∀f ∈ L+(RN ) 有

ˆ
fdµ =

ˆ
fαdω

由于 µ 和 ω 平移不变,∀y ∈ RN ,ˆ
fαdω =

ˆ
fdµ =

ˆ
f ◦ τydµ =

ˆ
(f ◦ τy) · αdω =

ˆ
f · (α ◦ τ−y) dω

故 ˆ
f(x)α(x)dx =

ˆ
f(x)α(x+ y)dx (a)

特别地,对任意紧集K ⊂ RN 使m(K) = 1,取 f = χK 得
ˆ
K
α(x)dx =

ˆ
K
α(x+y)dx

(
∀y ∈ RN

)
,

我们改写成 ˆ
K
α(y)dy =

ˆ
K
α(x+ y)dy

(
∀x ∈ RN

)
(b)

因此由 (a) 得
ˆ
RN

f(x)α(x)dx =

ˆ
K

ˆ
RN

f(x)α(x)dxdy

=

ˆ
K

ˆ
RN

f(x)α(x+ y)dxdy =

ˆ
RN

ˆ
K
f(x)α(x+ y)dydx

(b)
=

ˆ
RN

ˆ
K
f(x)α(y)dydx =

ˆ
RN

fdm ·
ˆ
K
αdm

令 a =

ˆ
K
αdm ⩽ 1,则

ˆ
X
f ·αdm =

ˆ
x
f ·adm.故可把 α换成 a ∈ [0, 1],故 µ = a·ω = a·(µ+m),

即 (1− a)µ = am. 若 a = 1 则 m = 0, 不可能. 因此 0 ⩽ a < 1, µ =
a

1− a
m.

令 T : RN → RN 是可逆线性映射, 则显然 T∗m 是平移不变的. 我们接下来来确定 dT∗m

dm
.

例子. 若 T 是交换 RN 两行, 则 T∗m = m.

证明: 我们以 T 交换前两行为例.∀f ∈ Cc(RN ),ˆ
f ◦ T (x1, x2, x3, · · · , xN ) dm =

ˆ
f (x2, x1, x3, · · · , xN ) dm =

ˆ
f(x1, x2, x3, · · · , xN )dm
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例子. 若 T 把某一行乘以 a 6= 0, 则 T∗m = |a|−1m.

证明: 不妨令 T 把第一行乘以 a, 则 ∀f ∈ Cc(RN ), 有单变量的积分换变量公式,
ˆ
R
f (ax1, x2, · · · , xN ) dx1 = |a|−1

ˆ
R
f (x1, x2, · · · , xN ) dx1

对 x2, · · · , xN 积分得证.

例子. 若 T



x1

x2

x3
...
xN


=



x1

ax1 + bx2

x3
...
xN


, 则 T∗m = m.

证明: 由累次积分, 可化为证明 ∀f ∈ Cc(R2) 则
¨

R2

f(x, y)dm =

¨
R2

f(x, x+ y)dm. 由 Fubini

定理, ¨
R2

f(x, x+ y)dm =

ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
f(x, x+ y)dydx

u=x+y
=

ˆ +∞

−∞

ˆ +∞

−∞
f(x, u)dudx =

¨
R2

f(x, y)dm

定理 4.6.7. 令 T : RN → RN 为可逆线性映射, 则 T∗m = | det(T )|−1. 即 ∀f ∈ L+(RN ), 有ˆ
RN

(f ◦ T )dm = | det(T )|−1

ˆ
RN

fdm.

证明: 把 T 写成初等行变换的复合,T = Sn◦· · ·◦S1.若 (Sn−1 ◦ · · · ◦ S1)∗m = |det (Sn−1 · · ·S1)|−1m

成立, 由前几例,

T∗m = Sn,∗ · (Sn−1 ◦ · · · ◦ S1)∗m

= |det (Sn−1 · · ·S1)|−1 · Sn,∗m = |det (Sn−1 · · ·S1)|−1 · | detSn|−1m

= | detT |−1m

故由归纳法知命题得证.

推论 4.6.8. 若 T : RN → RN 为线性变换, 则任意 Lebesgue 可测集 A ⊂ RN 有 m(T (A)) =

| detT |m(A).

证明: 若 T 可逆, 则由

m(T (A)) =

ˆ
RN

χA ◦ T−1dm =

ˆ
RN

χAd
(
T−1
∗ m

)
= | detT |

ˆ
RN

χA

得证.
若 T 不可逆,取可逆线性 S : RN → RN 使 S◦T (RN ) ⊂ RN−1×{0}.易知m(RN−1×{0}) =

0, 则
m(T (A)) = m(S ◦ T (A)) ⩽ m(RN−1 × {0}) = 0
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4.7 Lebesgue 测度的坐标变换公式

定理 4.7.1 (主定理). 令 Φ : Ω → Γ 是 Rn 中开集的 C1-同胚. 令 mΩ,mΓ 分别为 Ω,Γ 上的

Lebesgue 测度. 记 J(Φ) = det(JacΦ), 则 Φ−1
∗ mΓ = |J(Φ)|mΩ. 等价地,∀f ∈ L+(Ω,m), 有

ˆ
Γ
f ◦ Φ−1dm =

ˆ
Ω
f · |J(Φ)|dm

等价地,∀g ∈ L+(Γ,m), 有 ˆ
Γ
gdm =

ˆ
Ω
(g ◦ Φ) · |J(Φ)|dm

引理 4.7.2. 在主定理中, 只需证明 g ∈ Cc(Γ), g ⩾ 0(等价地,f ∈ Cc(Ω), f ⩾ 0) 的情形.

证明: Φ−1
∗ mΓ 和 |J(Φ)|mΩ 都是在第二可数空间 Ω 上的 Borel-测度且在紧集上取值 < +∞, 故

都是 Radon 测度, 因此其取值由其在 Cc(Ω) 上的积分决定.

引理 4.7.3. ∀Ω,Γ 以及 C1 同胚 Φ : Ω→ Γ 和 g ∈ Cc(Γ), g ⩾ 0 有
ˆ
Γ
gdm ⩽

ˆ
Ω
(g ◦ Φ)|J(Φ)|dm (∗)

引理 4.7.3 =⇒ 主定理的证明. 假设“⩽”永远成立. 则把 (∗) 中 Γ,Ω,Φ, g 换成 Ω,Γ,Φ−1, g ◦Φ
也有“⩽”成立. 故

ˆ
Ω
(g ◦ Φ)|J(Φ)|dm ⩽

ˆ
Ω

(
g ◦ Φ ◦ Φ−1

)
(y) ·

∣∣∣J(Φ)Φ−1(y) · J
(
Φ−1

)
y

∣∣∣ dm(y)

故
ˆ
Γ
gdm ⩽

ˆ
Ω(g ◦ Φ) |J(Φ)|dm ⩽

ˆ
Γ
gdm.

引理 4.7.4. ∀g ∈ Cc(Γ), g ⩾ 0, 若 f = g ◦ Φ 的支集 supp(f) 满足存在 Ω 中开立方体 Q 使

supp(f) ⊂ Q ⊂ Q ⊂ Ω, 则 ˆ
Γ
gdm ⩽

ˆ
f | Jac(Φ)|dm

引理 4.7.4 =⇒ 引理 4.7.3 的证明. 令 f = g ◦ Φ. 取 K = supp(f) 在 Ω 中开覆盖 Q1, · · · , QN
使 Qi ⊂ Ω. 取 K 在此开覆盖下的单位分解 h1, · · · , hN , 则 f = f1 + · · ·+ fN , 其中 fN = hi · f .
令 gi = fi ◦ Φ−1. 由引理假设

ˆ
Γ
gi ⩽

ˆ
fi| Jac(Φ)|dm, 对 i 求和得

ˆ
Γ
g ⩽
ˆ
f | Jac(Φ)|dm

引理 4.7.3 得证.

为了证明引理 4.7.4,我们要将 Q分成若干小立方体的不交并,这里的立方体形如 I1×· · · In,
其中 I1, · · · , IN 是长度有限且相同的 (不一定开或闭) 的区间.
约定: 接下来, 线性空间 Rn 中取得范数为

‖x‖ = sup
i
|xi|(若x = (x1, · · · , xn))

其“单位开球”为 {x ∈ Rn : |x1|, · · · , |xn| < 1}, 它是开立方体. 若 A : Rn → Rn 是线性的,‖A‖
指 A 在 Rn 的这一范数下的算子范数.
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注记. 若 V 是线性空间,C ⊂ V, 0 ∈ C 满足

• C 是凸的.

• C 是 balanced 的, 即 C = λC, 若 |λ| = 1.

• C 是 absorbing 的, 即 ∀x ∈ V, ∃t ⩾ 0 使 x ∈ tC.

则

‖x‖ = inf
t⩾0
{t : x ∈ tC} = inf

t>0
{t : t−1x ∈ C}

是半范数, 且 {x : ‖x‖ < 1} ⊂ C ⊂ {x : ‖x‖ ⩽ 1}. 若 ∀x 6= 0, ∃t > 0 使 x /∈ tC, 则 ‖ · ‖ 是
范数.‖ · ‖ 称为 C 的 Minkowski 泛函. 上一例中,‖ · ‖ 是立方体 {x ∈ Rn : supi |xi| < 1} 的
Minkowski 泛函.

引理 4.7.5. 若 Q 是 Ω 内立方体, 且 Q ⊂ Ω, 则

m(Φ(Q)) ⩽
(

sup
x∈Q
‖Jac(Φ)x‖

)n
m(Q)

证明: 令 M = sup
x∈Q
‖ Jac(Φ)x‖. 由 Q ⊂ Ω 知 M < +∞.

Case 1: 假设 Q 是开的, 令其边长为 2a, 中心为 p, 即 Q = {x ∈ Rn : ‖x− p‖ < a}. 则 ∀x ∈ Q,
对 F (t) = Φ(p+ t(x− p)) 用微积分基本定理

‖Φ(x)− Φ(p)‖ =
∥∥∥∥ˆ 1

0
Jac(Φ)p+t(x−p) · (x− p)dt

∥∥∥∥ ⩽M · ‖x− p‖ < Ma

故 Φ(Q) 被包含在以 Φ(p) 为中心, 边长 2Ma 的开立方体中. 故 m(Q) = 2nan,m(Φ(Q)) ⩽
2nMnan.
Case 2: 一般情况, 由于 Q ⊂ Ω, ∀ε, 存在开立方体 Q′ 满足 Q ⊂ Q′ ⊂ Q′ ⊂ Ω 且 m(Q′) ⩽
m(Q) + ε, 则

m(Φ(Q)) ⩽ m(Φ(Q′)) ⩽Mnm(Q′) +Mnε

由 ε 任意性和 M < +∞ 得证.

引理 4.7.4 的证明. 由于 Jac(Φ)在Q上一致连续,对于 x, y ∈ Q有 lim
∥x−y∥→0

‖Jac(Φ)y − Jac(Φ)x‖ =

0, 故 ∥∥∥(JacΦx)−1 (JacΦy)− 1
∥∥∥ ⩽ sup

z∈Q̄

∥∥∥Jac (Φx)−1
∥∥∥ · ‖ Jac(Φ)y − Jac(Φ)x‖ → 0

因此 ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x, y ∈ Q, 若 |x− y| < δ, 则∥∥∥Jac
(
T−1
x Φ

)
y

∥∥∥ =
∥∥T−1

x Jac (Φy)
∥∥ ⩽ (1 + ε)

1
n

故若 B ⊂ Q 是边长 ⩽ 2δ 的立方体, 中心为 x, 则应用引理 4.7.5 得

m(T−1
x Φ(B)) ⩽ (1 + ε)m(B)

由 Lebesgue 测度在线性映射下的变换公式,

m(Φ(B)) = |J(Φ)x| ·m
(
T−1
x Φ(B)

)
⩽ (1 + ε) |J(Φ)x|m(B)
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将 Q 分成若干立方体的不交并 Q = B1 t · · · t Bn, 每个 Bi 的边长 ⩽ δ, 且由一致连续
性, sup

x,y∈Bi

|f(x)|J(Φ)x| − f(y)|J(Φ)y|| ⩽ ε. 令 xi 为 Bi 中心, 令 ai = sup
x∈Bi

f(x) = sup
y∈Φ(Bi)

g(y), 则

g ⩽
N∑
i=1

aiχΦ(Bi),

ˆ
Γ
gdm ⩽

∑
i

aim (Φ (Bi)) ⩽ (1 + ε)
∑
i

ai |J(Φ)xi |m (Bi)

= (1 + ε)

ˆ
Q

(∑
i

aiχBi · J(Φ)xi

)
dm

若 x ∈ Qi, 由已证式子 |f(x)J(Φ)x − aiJ(Φ)xi | ⩽ ε, 故∥∥∥∥∥f −∑
i

aiχBiJ(Φ)xi

∥∥∥∥∥
l∞

(Q) ⩽ ε

进而 ˆ
Γ
gdm ⩽ (1 + ε)

(
m(Q)ε+

ˆ
Q̄
f |J(Φ)|dm

)
= (1 + ε)

(
m(Q)ε+

ˆ
Ω
f |J(Φ)|dm

)
由 ε > 0 任意性得

ˆ
Γ
gdm ⩽

ˆ
Ω
f |J(Φ)|dm.

综上, 主定理证明完成.

4.8 带边微分流形

定义 4.8.1. 若 M 是微分流形,E ⊂M . 定义:

C∞
E = {函数f : U → R, U是E开子集, ∀p ∈ U,存在p在M内邻域V和g ∈ C∞(V, )使f |U∩V = g|U∩V }

C∞(U,R) = C∞
E (U) = {f : U → R, f ∈ C∞

M |E}

C∞(E,R) = C∞
E (E)中的函数称为 E 上的光滑函数,C∞

E 称为 E 的光滑函数层.若 F 是 C∞ 流

形 N 的子集, 我们说连续映射 Φ : E → F 是光滑的, 若 Φ∗C∞
F ⊂ C∞

E , 即

∀f ∈ C∞
F ,Φ∗f = f ◦ Φ ∈ C∞

E

若 Φ 是双射且 Φ−1 : F → E 光滑, 我们说 Φ 是微分同胚.

注记. 显然光滑映射的复合光滑. 若 E 有开覆盖 E =
⋃
α

Uα, 则

Φ : E → F光滑⇐⇒ ∀α,Φ|Uα → F光滑

注记. 若 Φ : E → F 是映射, 则 Φ : E → F 光滑 ⇐⇒ Φ : E → N 光滑.

注记. Φ : E → Rn 光滑 ⇐⇒ Φ 每个分量 Φi : E → R 属于 C∞(E,R).
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证明:“=⇒”:xi : Rn → R 属于 C∞
Rn . 故 Φi = xi ◦ Φ ∈ C∞

E .
“⇐=”:任意开集 W ⊂ Rn, ∀f ∈ C∞(W,R),要证 f ◦Φ ∈ C∞

E .对任意 p ∈ E 使得 Φ(p) ∈W ,由
于 Φ1, · · · ,Φn ∈ C∞

E ,存在 p在M 内邻域 V 和 Ψ1, · · · ,Ψn ∈ C∞(V,R)使在 Φ−1(W )∩V 上有
Φi = Ψi,故 f ◦Φ = f ◦(Ψ1, · · · ,Ψn).而 f ◦(Ψ1, · · · ,Ψn) ∈ C∞(V,R),这证明了 f ◦Φ ∈ C∞

E .

定义 4.8.2.
Hn = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn : xn ⩾ 0}

IntHn = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn : xn > 0}, ∂Hn = Rn−1 × {0}

IntHn 和 ∂Hn 分别称为 Hn(相对于 Rn 的) 内部和边界.

定义 4.8.3. 令 M 为 Hausdorff 空间. 若 M 有开覆盖 M =
⋃
α

Uα 以及开嵌入 φα : U → Rn 或

φα : U → Hn 满足 ∀α, β, 有 (Uα, φα) 和 (Uβ , φβ) 是C∞-相容的. 即

φβ ◦ φ−1
α : φα(Uα ∩ Uβ)→ φβ(Uα ∩ Uβ)

是微分同胚, 则称 M 为带边微分流形或∂-(微分) 流形. 若 V ⊂ M 是开集,ψ : V → Rn 或 Hn

是开嵌入且与每个 (Uα, φ)C
∞ 相容, 则称 (V, ψ) 是一个坐标卡. C∞

M 的定义与普通 C∞ 流形相

同, 即
f ∈ C∞

M ⇐⇒ ∀α f ◦ φ−1
α ∈ C∞

φα(U)

C∞
M 称为 M 的光滑函数层或光滑结构.

注记. Rn 微分同胚于开单位球, 通过映射 x ∈ Rn 7→ 1

1 + ‖x‖
x, 故我们总可以假设坐标卡形如

φ : U → Hn.

定义 4.8.4. 若 Ω 是 Hn 开子集,Φ : Ω → Rn 光滑,p ∈ ∂Ω := Ω ∩ ∂Hn. 我们能用单侧导数定义
∂nΦ|p, 且若取 p 在 Rn 内邻域 V , 取 Φ̃ : V → Rn 光滑使 Φ̃|V ∩Ω = Φ|V ∩Ω, 则 ∂nΦ̃|p = ∂nΦ|p.
因此我们能用 Φ 在 p 附近一个光滑延拓来刻画 ∂nΦ|p, 从而刻画 JacΦ|p.

引理 4.8.5. 若 M 是 ∂-流形, 坐标卡 (U,φ), (V, ψ) 包含 p ∈M . 则 φ(p) 是边界点 ⇐⇒ ψ(p) 是

边界点.

证明: 把 U, V 换成 U ∩V ,不妨假设 U = V .则 φ,ψ : U → Hn.令W1 = φ(U),W2 = ψ(U), F =

ψ ◦ φ−1. 则要证 F :W1 →W2 给出了 W1 边界点和 W2 边界点之间的双射.
令 x ∈ W1, y = F (x). 我们证 x ∈ IntHn ⇐⇒ y ∈ IntHn. 假设 x ∈ IntHn. 因为 F 是

C∞-同胚,G = F−1 是 C∞-同胚. 故 1 = Jac(G)y · Jac(F )x,Jac(F )x : Rn → Rn 是单射, 从而是
双射. 由反函数定理,y 是 W2 在 Rn 中的内点, 故 y /∈ ∂Hn.“⇐=”得证, 另一边类似.

定义 4.8.6. 若 M 是 ∂-流形, 我们说 p ∈M 是边界点若有一个包含 p 的坐标卡 (U,φ), 使 φ(p)

是边界点. 所有 M 的边界点构成集合记为∂M .

命题 4.8.7. 令 U = {(Uα, φα) : α ∈ A} 为 n 维 ∂-流形 M 的图册. 则 ∂M 是一个以 U|∂M =

{(Uα ∩ ∂M,φα|Uα∩∂M ) : α ∈ A} 为图册的 (不带边)n− 1 维微分流形.
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证明: 留给思考. 注意证明若 Ω,Γ 是 Hn 开子集,F : Ω → Γ 是 C∞-同胚, 则 F : ∂Ω → ∂Γ 是

C∞-同胚, 这里 ∂Ω = Ω ∩ ∂Hn, ∂Γ = Γ ∩ ∂Hn.

定义 4.8.8. ∂-流形之间的映射 Φ :M → N 称为光滑若 Φ 连续, 且 Φ∗C∞
N ⊂ C∞

M . 若 Φ 是双射

且 Φ−1 光滑, 则称 Φ 是微分同胚.

类似无边情况, 映射 Φ :M → N 光滑性可以对每个 ψ ◦Φ ◦φ−1 验证, 若 φ,ψ 分别是 M,N

的坐标卡.
若 p ∈ M,C∞

M,p = {f ∈ C p
M , f : U → R, U是p邻域}/ ∼. 这里 f ∼ g 若 f 和 g 在一个更小

的 p 的邻域上相等. 记 df |p = 0 或 Jac(f ◦ φ−1)|φ(p) = 0, 若 φ 是任一定义在 p 附近的坐标.

T ∗
pM = C∞

M,p/{f ∈ C∞
M,p, df |p = 0}

TpM = (T ∗
pM)∗. 各概念和无边情况相等.

定义 4.8.9. 令 N 为 (不带边)C∞ 流形.N 的子集 M 称为 N 的∂-子流形, 若 ∀p, 存在 N 的包

含 p 的坐标卡 (V, ψ), ψ = (ψ1, · · · , ψn) : V → Rn 以及 0 ⩽ d ⩽ n, k = n− d, 使

M ∩ V = {x ∈ V : ψ1(x) = · · · = ψk(x) = 0, ψn(x) ⩾ 0}

= Z(ψ1, · · · , ψk) ∩ ψ−1(Hn) = ψ−1({0Rk} ×Hd)

定义 4.8.10. 若 M 是 ∂-流形,N 是不带边流形.C∞ 映射 F : M → N 称为(∂-流形的)C∞ 嵌

入, 若 F (M) 是 ∂-子流形, 且 F :M → F (M) 是 C∞-同胚.

命题 4.8.11. 令 F : M → N 光滑,M 是 ∂-流形,N 是微分流形. 假设 F 在 p 处是浸入, 即
dF |p : TpM → TF (p)N 是单射. 则存在 p 邻域 U 使 F |U : U → N 是 C∞-开嵌入.

证明: 不妨假设 M 是 Hd 开子集,p ∈ ∂Hd.N 是 Rn 开子集. 通过缩小 M , 能找到 p 在 Rd 内邻
域 U 使 M = U ∩ Hd, 且 F 能扩张至 C∞ 的 F : U → N . 由 Jac(F )|p 是单射, 可缩小 U 使

F : U → N 是 C∞-嵌入. 故能缩小 N 使存在 C∞ 开嵌入 G : N → Rn 使 G ◦ F : U → Rn 的
前 n− d 个分量为 0. 记后 d 个分量为 Φ = (φ1, · · · , φd) : U → Rd.Jacφ|p 单射, 故双射. 由反函
数定理, 通过缩小 U 使 Φ 是 C∞-开嵌入. 令 V = Φ(U), 令

Ψ : Rn−d × V → Rn, (y1, · · · yn) 7→ (y1, · · · , yn−d,Φ−1(y1, · · · , yd))

则 Ψ ◦G ◦ F : U → Rn, (x1, · · · , xd) 7→ (0, · · · , 0, x1, · · · , xd) 是 C∞-嵌入.

命题 4.8.12. 令 M 为 ∂-流形,N 为不带边流形,F :M → N 是 C∞ 的浸入且是单射.

(1) 若 F (M) 是 N 的 ∂-子流形且 ∀p ∈ M 有 dimpM = dimp F (M). 则 F 是 ∂-子流形的
C∞ 嵌入.

(2) 若 F :M → F (M) 是同胚,F (M) 赋予子集拓扑, 则 F 是 ∂-子流形的 C∞ 嵌入.

证明和不带边情形类似.
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命题 4.8.13. 令 N 为 n 维的 C∞-流形,0 ⩽ k ⩽ n− 1, F = (f1, · · · fk, fk+1) : N → Rk+1 光滑.
令

M = {x ∈ N : f1(x) = · · · = fk(x) = 0, fk+1(x) ⩾ 0}

假设 F 在任意 p ∈ M 处是淹没 (submersion). 即 dF |p : TpN → TF (p)Rk+1 ∼= Rk+1 是满射.
则 M 是 N 的 d = n− k 维 ∂-流形, 且 ∂M = {x ∈M : fk+1(x) = 0}.

证明: ∀p ∈M , 取邻域 U 使 U ∼= Rn 开子集. 构造 fk+2, · · · , fn 使 Φ = (f1, · · · , fn) : U → Rn

满足 dΦ|p 可逆. 运用反函数定理. 细节留作思考.

例子. 令 F : R3 → R2, F (x, y, z) = (x2 + y2 + z2 − 1, z),M = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2 + z2 =

1, z ⩾ 0}. 则

JacF =

(
2x 2y 2z

0 0 1

)
在 M \ {z = 1} 上处处可逆, 故 M \ {z = 1} 是 R3 的 ∂-子流形, 且边界为 M ∩ {z = 0}. 又

M \ {z = 0} =
{
x2 + y2 + z2 − 1 = 0, z > 0

}
是 R3 的不带边子流形 (由隐函数定理). 故 M 是 R3 子流形,∂M = {(x, y, 0) : x2 + y2 = 1}

例子. 令 N 是 C∞-流形,f ∈ C∞(N,R), 令 M = {x ∈ N : f(x) ⩾ 0}. 若 ∀p ∈ M,df |p 6= 0, 则
M 是 N 的 ∂-子流形,∂M = {x ∈ N : f(x) = 0}.

回忆我们上学期证明过 ∀0 < a < b < +∞, 存在 f ∈ C∞
c (R), 0 ⩽ f ⩽ 1, 且 [−a, a] ≺ f ≺

(−b, b). 由此易知 ∀ 有界区间 Ii, Ji(1 ⩽ i ⩽ n), 若 Ii ⊂ Ji, 则存在 f ∈ C∞
c (Rn), 使得

I1 × · · · In ≺ f ≺ J1 × · · · Jn

定理 4.8.14. 令 M 为紧 ∂-流形. 令 M = U1 ∪ · · · ∪ Un 的开覆盖, 则它有C∞ 单位分解, 即存
在 hi ∈ C∞(M), 0 ⩽ hi ⩽ 1, supphi ⊂ Ui 满足 h1 + · · ·+ hn = 1.

证明: ∀p ∈ M , 取 ip 使 p ∈ Uip . 则由以上讨论, 存在光滑 fp ≺ Uip , fp(p) > 0(取开集 Ũ 使

p ∈ Ũ ⊂ Uip 且 Ũ ∼= Hm 开子集 Ω. 构造 Ω 上 ⩾ 0 紧支集光滑函数在 p 对应的 Ω 中点上 > 0),
则开覆盖

M =
⋃
p∈M
{x ∈M : fp(x) > 0} :=

⋃
p∈M

Wp

有有限子覆盖 M =
⋃
p∈E

Wp(E 是 M 的有限子集).∀i, 令

gi =
∑

p∈E,supp fp⊂Ui

fp

则 supp gi ⊂ Ui, 且 ∀x ∈M , 因为存在 p ∈ E 使 x ∈Wp, 故 fp(x) > 0 而 supp fp ⊂ Uip , 故∑
i

gi(x) ⩾ gip(x) > 0

故 inf
x∈M

∑
i

gi(x) > 0. 令 hi =
gi∑
i

gi
即可.
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我们给出 C∞ 单位分解的一个有意思的应用, 它和我们上学期证 stone-weierstrass 定理时
用到的嵌入思想相近.

定理 4.8.15. 令 M 为紧 ∂-流形. 则存在 N ∈ Z+ 以及 (C∞ 的)∂-流形嵌入映射 F :M → RN .

证明: Claim:存在 f1, · · · , fN ∈ C∞(M,R)分离M 的点,且若令 F = (f1, · · · , fN ) :M → RN ,
则 F 是浸入.
这样一来,F 是单射, 从而 F :M → F (M) 是同胚. 故 F :M → RN 是同胚.

Claim 的证明:∀p ∈ M , 存在邻域 U, V 使 U ⊂ V, (V, ψ) 是坐标卡, 且存在 U ≺ f ≺ V ,f 光
滑. 故 M 有有限开覆盖 M =

⋃
α∈A

Uα,Uα ⊂ Vα, (Vα, φα) = (Vα, φ
1
α, · · · , φnα

α ) 是坐标卡且有

Uα ≺ fα ≺ Vα,fα 光滑. 则

{φiα · fα : α ∈ A, 1 ⩽ i ⩽ nα} ∪ {fα : α ∈ A}

满足 Claim 中的条件.

推论 4.8.16. 紧 ∂-流形是度量空间.

4.9 张量场

本节开始, 所有 ∂-流形要求是第二可数的. 我们回忆在作业中做过的关于张量积的内容. 本
节线性空间都指有限维 R-线性空间. 我们需要 V1 ⊗ · · · ⊗ VN 的性质. 以 N = 3 为例.
性质:

• 若 vi ∈ Vi, 则 v1 ⊗ v2 ⊗ v3 ∈ V1 ⊗ V2 ⊗ V3, 有

(av1 + bv′1)⊗ v2 ⊗ v3 = a · (v1 ⊗ v2 ⊗ v3) + b · (v′1 ⊗ v2 ⊗ v3)

(若 v′1 ∈ V1, a, b ∈ R). 形如 v1 ⊗ v2 ⊗ v3 的向量张成 V1 ⊗ V2 ⊗ V3.

• 若 {eα}α∈A, {fβ}β∈B, {gγ}γ∈C 分别是 V1, V2, V3 基,则 {eα⊗fβ⊗gγ : α ∈ A, β ∈ B, γ ∈ C}
是 V1 ⊗ V2 ⊗ V3 一组基. 故

dim(V1 ⊗ V2 ⊗ V3) = dim(V1) dim(V2) dim(V3)

• 任意 3-线性映射 T : V1 × V2 × V3 →W 都存在唯一线性 T̃ : V1 ⊗ V2 ⊗ V3 →W 使以下图

交换
V1 × V2 × V3 W

V1 ⊗ V2 ⊗ V3
Φ

Φ : (v1, v2, v3) 7→ v1 ⊗ v2 ⊗ v3

这给出了“3-线性映射 V1 × V2 × V3 → W”和“线性映射 V1 ⊗ V2 ⊗ V3 → W”之间的一

一对应.
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• 有唯一的同构 (V1 ⊗ V2)⊗ V3
∼=→ V1 ⊗ V2 ⊗ V3 满足 (v1 ⊗ v2)⊗ v3 7→ v1 ⊗ v2 ⊗ v3(证: 定义

这个线性映射在基上的作用). 结合律

(V1 ⊗ V2)⊗ V3 ∼= V1 ⊗ V2 ⊗ V3 ∼= V1 ⊗ (V2 ⊗ V3)

(v1 ⊗ v2)⊗ v3 = v1 ⊗ v2 ⊗ v3 = v1 ⊗ (v2 ⊗ v3)

推论 4.9.1.“所有 N -线性映射 V1×· · ·×VN → R”和对偶空间 (V1⊗· · ·⊗VN )∗ 中元素有自然的
一一对应. 我们接下来会把二者等同. 一个 N -线性的 φ : V1× · · · × VN → R 会把 φ(v1, · · · , vN )
写成 φ(v1 ⊗ · · · ⊗ vN )

注记. 若 v ∈ V, φ ∈ V ∗, 记 〈φ, v〉 = 〈v, φ〉 = φ(v).

例子. 若 φ1 ∈ V ∗
1 , · · · , φN ∈ V ∗

N , 则 V1 × · · · × VN → R, (v1, · · · , vN ) 7→ φ1 (v1) · · ·φN (vN ) 是

N -线性的. 实际上, 这些映射的线性组合给出所有 N -线性映射:

命题 4.9.2. 存在线性同构 Ψ : V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

N → (V1 ⊗ · · · ⊗ VN )∗ 满足 ∀φi ∈ V ∗
i ,

〈Ψ(φ1 ⊗ · · · ⊗ φN ) , v1 ⊗ · · · ⊗ vN 〉 = φ1 (v1) · · ·φN (vN ) ((∗))

证明: 以 N = 3 为例. 取 V1, V2, V3 基 (eα)(fβ)(gγ), 对应 V ∗
1 , V

∗
2 , V

∗
3 中对偶基 (ěα)(f̌β)(ǧγ). 定

义线性映射 Ψ 唯一地满足〈
Ψ
(
ěα ⊗ f̌β ⊗ ǧγ

)
, v1 ⊗ v2 ⊗ v3

〉
= 〈ěα, v1〉

〈
f̌β , v2

〉
〈ǧγ , v3〉

则 Ψ 满足 (∗). 由 〈
Ψ
(
ěα ⊗ f̌β ⊗ ǧγ

)
, eα′ ⊗ fβ′ ⊗ gγ′

〉
= δαα′ · δββ′ · δγγ′

知 {Ψ
(
ěα ⊗ f̌β ⊗ ǧγ

)
: ∀α, β, γ} 是 {eℵ ⊗ fβ ⊗ gγ : ∀α, β, γ} 的对偶基. 故 Ψ 是线性同构.

约定: 我们把 V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

N 和 (V1 ⊗ · · · ⊗ VN )∗ 等同. 例如 φ1 ⊗ φ2 + ψ1 ⊗ ψ2 ∈ V ∗
1 ⊗ V ∗

2 对应

的双线性映射为 (v1, v2) 7→ φ1(v1)φ2(v2) + ψ1(v1)ψ2(v2), 故

〈φ1 ⊗ φ2 + ψ1 ⊗ ψ2, u1 ⊗ u2 + v1 ⊗ v2〉

=φ1 (u1)φ2 (u2) + ψ1 (u1)ψ2 (u2) + φ1 (u1)φ2 (v2) + ψ1 (v1)ψ2 (v2)

定义 4.9.3. (V ⊗ V )∗ ∼= V ∗ ⊗ V ∗ 中元素 ω 称为对称 (双线性) 型若它满足 ∀u, v ∈ V 有

ω(u, v) = ω(v, u). 对称的 ω 称为

半正定 若 ∀v ∈ V 有 ω(v, v) ⩾ 0

正定 若半正定且 ω(v, v) = 0 =⇒ v = 0

若 ω ∈ V ∗ ⊗ V ∗ 是对称型, 取 V 一组基 {e1, · · · , en} 则 n × n 矩阵 (ω(ei ⊗ ej))1⩽i,j⩽n 是
对称矩阵, 即 ω 是 Gram 矩阵. 令 {ěi} ⊂ V ∗ 为 {ei} 的对偶基, 则 ω =

∑
i,j

ω(ei ⊗ ej)ěi ⊗ ěj .

(证: 验证左和右作用在 ei ⊗ ej 上相同)
我们有

ω =
∑
i,j

ω(ei ⊗ ej)ěi · ěj

若定义:
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定义 4.9.4. 若 φ,ψ ∈ V ∗, 则 φ · ψ =
1

2
(φ⊗ ψ + ψ ⊗ φ). 则 φ · ψ 是对称型.

记 G = (ω(ei ⊗ ej))1⩽i,j⩽n, 则上式可写成

ω = (ě1, · · · , ěn)G


ě1

...
ěn


注意 ω 正定/半正定 ⇐⇒Gram 矩阵正定/半正定.

例子. 若 dimV = 3,ě2ě3 =
1

2
ě2ě3 +

1

2
ě3ě2 对应 Gram 矩阵为


0 0 0

0 0 1
2

0 1
2 0

.4ě1ě1 − 6ě2ě3 =

4ě1ě1 − 3ě2ě3 − 3ě3ě2 对应的 Gram 矩阵为


4 0 0

0 0 −3
0 −3 0

.

例子. 若 ω 是 V 上内积,{e1, · · · , en} 是 ω 下标准正交基, 则 Gram 矩阵为 In×n.ω = ě1ě1 +

· · ·+ ěněn.

定义 4.9.5. 令 M 为 ∂-流形.令
k⊗
T ∗M =

⊔
p∈M

k⊗
T ∗
pM 称为 M 的k 阶协变张量丛 (bundle

of covariant k-tensors). 函数 A : M →
k⊗
T ∗M 称为(k 阶协变) 张量场, 若 ∀p ∈ M 有

Ap ∈
k⊗
T ∗
pM .

例子. 令 U 为 Rn 开子集. 则 U 上的 k 阶协变张量场形如

A =
∑

1⩽i1,··· ,ik⩽n
fi1,··· ,ikdx

i1 ⊗ · · · ⊗ dxik , fi1,··· ,ik : U → R

∀p, dx1|p, · · · dxn|p 是
∂

∂x1
|p, · · · ,

∂

∂xn
|p 的对偶基. 因此〈

Ap,
∂

∂xi1

∣∣∣∣
p

⊗ · · · ⊗ ∂

∂xik

∣∣∣∣∣
p

〉
= fi1,··· ,ik(p)

我们说 A 是 Borel 的/Cr 的, 若每个 fi1,··· ,ik 都是 Borel 的/Cr 的. 更一般地:

定义 4.9.6. ∂-流形 M 上的 k 阶协变张量场 A 称为 Borel 的/Cr 的若 M 上存在图册 U 使

∀(U,φ) ∈ U, 有
A|U =

∑
1⩽i1,··· ,ik⩽n

fi1,··· ,ikdφ
i1 ⊗ · · · ⊗ dφik

其中每个 fi1,··· ,ik 都是 Borel 的/Cr 的.

注记. 若 (U,ψ) 是坐标卡, 则 dφi =
∑
j

∂φi

∂ψj
dψj , 故

A|u =
∑

i1,··· ,ik,j1,··· ,jk

fi1,··· ,ik
∂φi1

∂ψj1
· · ·

∂φik
∂ψjk

dψj1 ⊗ · · · ⊗ dψjk

故 A|U 在 (U,ψ) 下也是 Borel/Cr 的. 由此可知:
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命题 4.9.7. M 上的协变张量场 A 的 Borel 性/Cr 性与图册的选取无关.

回忆若 Ti : Vi → V ∗
i 是线性映射,1 ⩽ i ⩽ k, 则有唯一的线性映射

T1 ⊗ · · · ⊗ Tk : V1 ⊗ · · · ⊗ Vk → V ′
1 ⊗ · · · ⊗ V ′

k, v1 ⊗ · · · ⊗ vk 7→ T1v1 ⊗ · · · ⊗ Tkvk

(可以先把它定义在一组基上, 再进行线性扩张)

定义 4.9.8. 令 F :M → N 是 ∂-流形的光滑映射.A是 N 的 k 阶协变张量场.定义 F ∗A :M →
k⊗
T ∗M , 若 p ∈M , 则

(F ∗A)p = (F ∗ ⊗ · · · ⊗ F ∗)(AF (p))

这里 F ∗ ⊗ · · · ⊗ F ∗ : T ∗
F (p)N ⊗ · · · ⊗ T

∗
F (p)N → T ∗

pM ⊗ · · · ⊗ T ∗
pM . 特别地,k = 0 时 A 是函数

A : N → R, 则 (F ∗A)p = AF (p), 即 F ∗A = A ◦ F .

例子. 对以上 F :M → N ,令 (U,φ) = (U,φ1, · · · , φm)和 (V, ψ) = (V, ψ1, · · · , ψn)分别为M,N

坐标卡且 F (U) ⊂ N . 取 A 为 V 上 k 阶协变张量场. 若 A =
∑

1⩽j1,···jk⩽n
fj1,··· ,jkdψ

j1⊗· · ·⊗dψjk

则

∀p ∈ U,F ∗
(
dψj

∣∣
F (p)

)
= d

(
ψj ◦ F

)∣∣
p
=
∑
i

∂
(
ψj ◦ F

)
∂φi

dφi

∣∣∣∣∣
p

简记为 F ∗dψj =
∑
i

∂(ψj ◦ F )
∂φi

dφi. 回忆
∂
(
ψj ◦ F

)
∂φi

=
(
∂i
(
ψj ◦ F ◦ φ−1

))
◦ φ. 由此可知

F ∗A =
∑

1⩽j1,··· ,jk⩽n
1⩽i1,··· ,ik⩽m

(fj1,··· ,jk ◦ F ) ·
∂(ψj1 ◦ F )
∂ψi1

· · · ∂(ψ
jk ◦ F )
∂φik

· dφi1 ⊗ · · · ⊗ dφin

由此可得:

命题 4.9.9. 令 F : M → N 为光滑的 ∂-流形映射, 令 A 是 N 上的协变张量场. 若 N 是

Borel/Cr 的, 则 F ∗A 是 Borel/Cr 的.

4.10 黎曼流形和第一型积分

定义 4.10.1. 令M 为 ∂-流形,M 上的一个光滑 2阶协变的 (对称)正定张量场 g称为 Riemann
度量.(M, g) 称为∂-Riemann 流形.

因此,∀p ∈ M ,g|p ∈ T ∗
pM ⊗ T ∗

pM = (TpM ⊗ TpM)∗. 若 ξ, η ∈ TpM 为切向量, 则 g(ξ, η) =

g(η, ξ) 是它们之间的内积,‖ξ‖ =
√
g(ξ, ξ) 是 ξ 的长度.

例子. 若 (U,φ1, · · · , φn) 是 M 的坐标卡, 则

g|U =
∑

1⩽i,j⩽n
gijdφ

idφj =
(
dφ1, . . . , dφn

)
G


dφ1

...
dφn


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G = (gij)1⩽i,j⩽n 是 Gram 矩阵.g
(

∂

∂φi
⊗ ∂

∂φj

)
= gij. 注意 (若 i ⩽ j, i′ ⩽ j′)

〈
dφidφj ,

∂

∂φi′
⊗ ∂

∂φj′

〉
=

 δii′δ
j
j′ 若i = j

1

2
δii′δ

j
j′ 若i 6= j

例子. Rn 上的标准 Riemann 度量为 dx1dx1 + · · ·+ dxndxn.

命题 4.10.2. 令 F :M → N 为 ∂-流形的光滑浸入,g 是 N 上的 Riemann 度量, 则 F ∗g 是 M

上的 Riemann 度量.

证明: F ∗g 光滑,∀p ∈M, ξ, η ∈ TpM , 有

(F ∗g) (ξ ⊗ η) = g(dF · ξ ⊗ dF · η)

由 dF : TpM → TF (p)N 是单射知 F ∗g|p : TpM ⊗ TpM → R 是对称正定型.

定义 4.10.3. 若 (M, g), (N, g̃) 是 ∂-Riemann 流形, 一个微分同胚 F :M → N 称为等距微分同

胚 (isometry) 若 F ∗g̃ = g. 注意 F−1 : N →M 也是 isometry. 我们说 M 和 N 是 isometric.

例子. 令 M 是 ∂-流形,(N, g) 是 Riemann 流形,F :M → N 是 ∂-流形的嵌入映射. 则 F (M) 是

N 的 ∂-子流形. 令 ι : F (M) → N,F (p) 7→ F (p) 则 F (M) 有标准的来源于 N 的 Riemann 度
量, 即 ι∗g. 称 (F (M), ι∗g) 是 (N, g) 的∂-Riemann 子流形. 我们说过若 p ∈M , 则 TF (p)F (M)

自然地是 TF (p)N 的线性子空间 (通过 dι 对应). 则 ∀ξ, η ∈ TF (p)N 有 ι∗g(ξ, η) = g(ξ, η).

F : (M,F ∗g)→ (F (M), ι∗g)

是等距 C∞ 同胚.因此我们可以通过 (M,F ∗g)来研究 (N, g)的 ∂-Riemann子流形 (F (M), ι∗g).

例子. 令 Ω 为 Rm 或 Hm 开子集,F : Ω→ Rn 是 ∂-流形嵌入.(特别地,JacF : Rm → Rn 是单射
的 n×m 矩阵) 我们通过计算 F ∗(dx1dx1 + · · ·+ dxndxn) 来计算 F (Ω) 上的标准 Riemann 度

量. 回忆 F ∗


dx1

...
dxn

 = JacF


dx1

...
dxm

, 故

F ∗ (dx1dx1 + · · ·+ dxndxn
)
=
(
F ∗dx1

)2
+ · · ·+ (F ∗dxn)2

=
(
F ∗dx1, · · · , F ∗dxn

)
F ∗dx1

...
F ∗dxn



=
(
dx1, · · · , dxm

)
(JacF )T(JacF )


dx1

...
dxm


因此 Ω 作为 Rn 的 Riemann 子流形的 Riemann 度量在 ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xm
下的 Gram 矩阵是

(JacF )T(JacF ).
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考虑如何定义一个 Riemann 流形 M 的体积 Vol(M). 若 M 带边, 令 IntM = M \ ∂M ,
则 Vol(M) = Vol(IntM). 若 M 是 Rn 中开子集 (0, 1)n, 且 M 给予内积 g, 其在标准坐标基
e1, · · · , en 下 Gram矩阵为 G,则 G :M → Rn×n 光滑. 假设 G是常量,令 ξ1, · · · , ξn ∈ Rn 为内
积 g 下的一组标准正交基, 即 g(ξi, ξj) = δi,j . 记 (e1, · · · , en) = (ξ1, · · · , ξn)A,A ∈ Rn×n, 则我们

希望 M 作为 e1, · · · en 张成平行多面体的体积是 Vol(M) = | detA|. 由 A


ě1
...
ěn

 =


ξ̌1
...
ξ̌n

,

g = (ξ̌1, · · · , ξ̌n)


ξ̌1
...
ξ̇n

 = (ě1, · · · , ěn)ATA


ě1
...
ėn


故 g 在 e1, · · · , en 下的 Gram 矩阵为 G = ATA, 故 | detA| =

√
detG. 故 Vol(M) =

√
detG =ˆ

(0,1)n

√
detGdm.

因此, 一般情况下, 若 M 是 Rn 开子集, 在 e1, · · · en 下 g 的 Gram 矩阵为 G, 则希望
Vol(M) =

ˆ
M

√
detMdx1 · · · dxn. 更一般地, 若 f :M → R, 我们希望定义积分

ˆ
M
fdVg =

ˆ
M
f
√

detGdx1 · · · dxn

定义 4.10.4. 令 (M, g)为 Riemann流形,f :M → [0,+∞]为 Borel函数.若 {x ∈M : f(x) > 0}
被包含在坐标卡 (U,φ) = (U,φ1, · · · , φn) 中, 记光滑映射 G : U → Rn×n 为

g|p = (dφ1, · · · , dφn)G(p)


dφ1

...
dφn

 , p ∈ U

则定义 ˆ
M
fdVg =

ˆ
φ(U)

f ◦ φ−1
√

det (G ◦ φ−1)dm

(m 是 Rn 上的 Lebesgue 测度)

注记. 实际计算时常把 U 等同于 Rn 开子集, 算出 g 在 U 上的表达式, 即 ∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn
下的

Gram 矩阵 G, 则
ˆ
M
fdVg =

ˆ
φ(U)

f
√

detGdm.

引理 4.10.5. 以上定义与 (U,φ) 的选取无关.

证明: 令 (V, ψ1, · · · , ψn) 为包含 {x ∈ M : f(x) > 0} 的坐标卡. 通过把 U, V 换成 U ∩ V , 不妨
假设 U = V . 令 F = φ ◦ ψ−1 : ψ(U)→ φ(U), 则由积分换元公式

ˆ
φ(U)

f ◦ φ−1
√

det (G ◦ φ−1)dm =

ˆ
ψ(U)

f ◦ φ−1 ◦ F ·
√

det (G ◦ φ−1 ◦ F ) · | J(F )|dm

=

ˆ
ψ(U)

f ◦ ψ−1
√

det(G ◦ ψ−1) · (J(F ))2dm
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注意


dφ1

...
dφn

 = (Jac(F )·ψ)◦


dψ1

...
dψn

,回忆 ∀p ∈ V ,


dφ1

...
dφn


p

= Jac
(
φ ◦ ψ−1

)∣∣
ψ(p)


dψ1

...
dψn

,

故

g = (dφ1, · · · , dφn)G


dφ1

...
dφn



= (dψ1, · · · , dψn)(Jac(F ) ◦ ψ)T ·G · (Jac(F ) ◦ ψ)


dψ1

...
dψn



:= (dψ1, · · · , dψn)G̃


dψ1

...
dψn


因此
ˆ
ψ(U)

f ◦ψ−1
√

det(G ◦ ψ−1) · (J(F ))2dm =

ˆ
ψ(U)

f ◦ψ−1
√

det(G̃ ◦ ψ−1)dm =用(V, ψ)算的积分

引理 4.10.6. 令 M 为 (第二可数) 微分流形. 则 M =

∞⊔
n=1

En, 其中每个 En 都是 Borel 集, 且

存在包含 En 的坐标卡.

证明: ∀x ∈M , 存在包含 x 的坐标卡 (Ux, φx), 则 M =
⋃
x∈M

Ux. 因为 M 是 Lindelöf 空间, 存在

x1, x2, · · · 使 M =

∞⋃
n=1

Uxn . 令 E1 = Ux1 , En+1 = Uxn+1 \ (Ux1 ∪ · · · ∪ Uxn).

定义 4.10.7. 令 M 为 Riemann 流形,f :M → [0,+∞] 是 Borel 函数, 则定义
ˆ
M
fdVg =

∞∑
n=1

ˆ
M
f · χEndVg

这里,M =
∞⊔
n=1

En.En 是 Borel 的且被包含在 M 的某个坐标卡里.

引理 4.10.8. 以上定义与分解 M =
∞⊔
n=1

En 的选取无关.

证明: 若有类似分解 M =

∞⊔
n=1

Ẽn, 则

∞∑
i=1

ˆ
M
f · χEidVg =

∞∑
i,j=1

ˆ
M
f · χ

Ei∩Ẽj
dVg =

∞∑
j=1

ˆ
M
f · χ

Ẽj
dVg
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引理 4.10.9. 若 fn : M → [0,+∞] 是一列关于 n 递增的 Borel 函数, 则 lim
n→∞

ˆ
M
fndVg =ˆ

M
( lim
n→∞

fn)dVg.

证明: 若 {x ∈ M : f(x) > 0} 被包含在坐标卡内, 则由单调收敛定理可得. 一般情况, 令 M =
∞⊔
i=1

Ei,Ei 是 Borel 集且包含在坐标卡内. 令 f = lim
n→∞

fn, 则

lim
n→∞

ˆ
M
fndVg = lim

n→∞

∞∑
i=1

ˆ
M
fn · χEidVg

单调收敛
=

∞∑
i=1

lim
n→∞

ˆ
M
fnχEidVg

=

∞∑
i=1

ˆ
M
fχEidVg

=

ˆ
M
fdVg

引理 4.10.10. 若 f1, f2 :M → [0,+∞]是 Borel的且 a1, a2 ∈ [0,+∞],则
ˆ
M
(a1f1+a2f2)dVg =

a1

ˆ
M
f1dVg + a2

ˆ
M
f2dVg.

证明: 化成 {x : f1(x), f2(x) > 0} 在坐标卡内的情形.

命题 4.10.11. mg : BM → [0,+∞], E →
ˆ
M
χEdVg 是 M 上的 Radon 测度.

证明: 可数可加性由以上两个引理可得.故 mg 是 Borel测度.令 K ⊂M 为紧集,则 K 在M 内

有有限开覆盖 K ⊂ U1 ∪ · · · ∪Uk,(Ui, φi) 是 M 的坐标卡. 令 h1, · · · , hk ∈ Cc(M) 为此开覆盖下

的单位分解, 则 mg(K) =

k∑
j=1

ˆ
M
χK · hjdVg. 而

ˆ
M
χK · hjdVg = φj(K ∩ supphj) 上有界 Borel

函数的 Lebesgue 积分 < +∞. 故 mg 在紧集上取值有限, 故由 M 第二可分知 mg 是 Radon 测
度.

命题 4.10.12. 令 f :M → [0,+∞] 是 Borel 可测函数. 则ˆ
M
fdVg =

ˆ
M
fdmg (∗)

因此我们不区分 dVg 和 dmg, 并把 Vg 称为 M 上的体积测度.

证明: (∗) 在 f 是特征函数时成立, 故在 f 是 M → [0,+∞] 的简单函数时成立. 一般情况取递
增非负简单函数列逼近即可.

我们把
ˆ
M

1dVg 称为 M 的体积.

定义 4.10.13. 若 f : M → R 是 Borel 可测的, 且 ‖f‖1 =

ˆ
M
|f |dVg < +∞, 则

ˆ
M
fdVg =ˆ

M
f+dVg −

ˆ
M
f−dVg. 当 M 带边时,

ˆ
M
fdVg 定义为

ˆ
IntM

fdVg.
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例子. 令 Ω ⊂ Rm 为开集,F : Ω → Rn 为 C∞ 嵌入.M = F (Ω) 看作 Rm 的 Riemann 子流
形.V ⊃M 是 Rn 开子集,f : V → R 是 Borel 的. 计算

ˆ
M
fdVg.

证明:

F ∗ (dx1dx1 + · · ·+ dxndxn
)
=
(
dx1, · · · , dxm

)
(JacF )T (JacF )


dx1

...
dxm


故
ˆ
M
fdVg =

ˆ
Ω
(f ◦ F ) ·

√
det(JacF )T(JacF )dx1 · · · dxn.

我们来讨论曲线上的积分. 回忆若 M 是 C∞ 流形,γ : [a, b] → M 光滑,a ⩽ t0 ⩽ b, 则
γ′(t0) =

dγ

dt
|t0 ∈ Tγ(t0)M 定义为: ∀f ∈ C∞

M,γ(t0)
有 〈γ′, df〉|t0 = (f ◦ γ)′ (t0). 而〈

dγ · ∂
∂t
, df

〉
=

〈
∂

∂t
, γ∗df

〉
=

〈
∂

∂t
, d(f ◦ γ)

〉
= (f ◦ γ)′

故 γ′(t0) = dγ · ∂
∂t
|t0 .

例子. 令 γ : (a, b)→M 为 C∞-嵌入,(M, g) 是 Riemann 流形,f :M → [0,+∞] 是 Borel 函数.

令 C = γ([a, b]), 则
ˆ
C
f =

ˆ b

a
(f ◦ γ(t)) ·

√
g(γ′(t), γ′(t))dt.

证明: 我们来计算 γ∗g: 令 t : x ∈ R→ x ∈ R 为 R 的标准坐标, 则 ∀t0 ∈ R,〈
γ∗g,

∂

∂t
⊗ ∂

∂t

〉∣∣∣∣
t0

=

〈
g, dγ · ∂

∂t
⊗ dγ · ∂

∂t

〉∣∣∣∣
t0

= g(γ′(t0), γ
′(t0))

故 γ∗g = g(γ′(t), γ′(t))dt2.g(γ′(t), γ′(t)) 是 1× 1Gram 矩阵函数, 得证.

定义 4.10.14. 令 γ : (a, b)→M 为 C∞ 映射,(M, g) 是 Riemann 流形.(即 γ 是 M 中的 C∞ 道

路)f :M → R 是 Borel 函数, 即 f 沿 γ 的积分定义为

ˆ
γ
f =

ˆ b

a
(f ◦ γ) ·

√
g(γ′(t), γ′(t))dt

特别地,
ˆ
γ
1 称为 γ 的长度.

4.11 微分形式

Faraday 定律告诉我们, 若 B⃗, E⃗ 分别是 R3 中的磁场和电场, 则对 R3 中的曲面 Σ 有
˛
∂Σ
E⃗ · d⃗l = − d

dt

¨
Σ
B⃗ · S⃗

¨
Σ
B⃗ · dS⃗ 是磁通量. 若取 Σ 为两个向量 ξ, η ∈ R3 张成的有向平行四边形 Σξ,η,B⃗ 是常量,

则 ω(ξ, η) =

¨
Σξ,η

B⃗ · dS⃗ 是关于 ξ, η 的线性双线性函数, 且 Ση,ξ 与 Σξ,η 有相反的方向. 故
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ω(η, ξ) = −ω(ξ, η). 我们把这样的 ω 称为 R3 的 2-形式. 这启发我们定义一般的微分形式. 令 V

为有限 R-线性空间,V ⊗k = V ⊗ · · · ⊗ V (k个).Sk = {双射{1, · · · , k} → {1, · · · k}}.

∀σ ∈ Sk, V × · · · × V → V ⊗ · · · ⊗ V, (v1, · · · , vk) 7→ vσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vσ−1(k)

是 k-线性的, 故给出线性映射

σ : V ⊗k → V ⊗k, σ(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = vσ−1(1) ⊗ · · · ⊗ vσ−1(k)

也可以先用上式定义 σ 在一组基上的作用, 再线性扩张.

定义 4.11.1. 若 ξ ∈ V ⊗k 满足 ∀σ ∈ Sk 有 σ(ξ) = sgn(σ) · ξ, 则称 ξ 为交错 (alternating) 张
量或者反对称 (skew-symmetric) 张量. 这样的向量构成的子空间记为 Λk(V ) = ΛkV .

例子. 若 u, v ∈ V , 则 u ∧ v := u⊗ v − v ⊗ u ∈ Λ2(V ).

例子. 令 ψ ∈ (V ∗)⊗k = (V ⊗k)∗, 则 ψ ∈ Λk(V ∗) 当且仅当 ∀σ ∈ Sk, ∀v1, · · · , vk ∈ V , 有

ψ (v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = sgn(σ)ψ
(
vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(k)

)
证明: ∀σ ∈ Sk 有 〈ψ, ξ〉 = 〈σ(ψ), σ(ξ)〉. 而以上条件说的是

∀ξ ∈ V ⊗k, ∀σ ∈ Sk, 〈ψ, ξ〉 = sgn(σ)
〈
ψ, σ−1ξ

〉
⇐⇒∀ξ ∈ V ⊗k, ∀σ ∈ Sk, 〈ψ, ξ〉 = sgn(σ) 〈σ(ψ), ξ〉

⇐⇒ψ = sgn(σ)σ(ψ)

定义 4.11.2. 线性映射 Alt: V ⊗k → V ⊗k 定义为

Alt(ξ) = 1

k!

∑
σ∈Sk

sgn(σ) · σ(ξ)

若 v1, · · · vk ∈ V , 记 v1 ∧ · · · ∧ vk = k!Alt(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) =
∑
σ

sgn(σ)vσ(1) ⊗ · · · ⊗ vσ(k), 称为

v1, · · · , vk 的外积 (exterior product)/楔积 (wedge product).

命题 4.11.3. Alt 是 V ⊗k 上的投影算子, 即 Alt ◦Alt = Alt, 且 Alt(V ⊗k) = Λk(V ).

证明: 由 sgn : Sk → {±1} 是群同态可得: 若 σ ∈ Sk, 则

σ(Alt(ξ)) = 1

k!
σ ·
∑
τ

sgn(τ)τ(ξ) θ=στ=
1

k!

∑
θ

sgn(σ−1θ)θ(ξ)

= sgn(σ−1) · 1
k!

∑
θ

sgn(θ)θ(ξ) = sgn(σ) ·Alt(ξ)

故 Alt ξ ∈ Λk(V ). 故 Alt(V ⊗k) ⊂ Λk(V ). 反之, 若 ξ ∈ Λk(V ), 则 σ(ξ) = sgn(σ)ξ. 故

Alt(ξ) = 1

k!

∑
θ

sgn(σ)σ(ξ) = 1

k!

∑
σ∈Sk

ξ = ξ

故 ξ = Alt ξ ∈ Alt(V ⊗k).故 Alt(V ⊗k) = Λk(V ).由 η = Alt η(∀η ∈ Λk(V )),把 η 换成 Alt ξ(∀ξ ∈
V ⊗k) 知 Alt ξ = Alt ◦Alt ξ.
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推论 4.11.4. 形如 v1 ∧ · · · ∧ vk 的向量张成 Λk(V ).

注记. V × · · · × V → Λk(V ), (v1, · · · , vk) 7→ v1 ∧ · · · ∧ vk 是 k-线性映射, 因为它是张量积映射
V × · · · × V → V ⊗k 和 k! ·Alt 的复合.

命题 4.11.5. 令 e1, · · · en 为 n 维空间 V 的一组基, 则

E = {ei1 ∧ · · · ∧ eik : 1 ⩽ i1 < i2 < · · · < ik ⩽ n}

是 Λk(V ) 的一组基. 因此 dimΛk(V ) =

(
n

k

)
. 特别地, 若 k > n, 则 dimΛk(V ) = 0.

证明: 已知形如 ξ = ei1 ∧ · · · ∧ eik(1 ⩽ i1 ⩽ ik ⩽ n) 的向量张成 Λk(V ) 且对 1, · · · , k 的
置换 σ 有 ξ = (−1)sgn(σ)eiσ(1)

∧ · · · ∧ eiσ(k)
. 故 span E = Λk(V ). 只需证 E 中元素线性无

关.∀1 ⩽ i1, j1, · · · , ik, jk ⩽ n,〈
ei1 ⊗ · · · ⊗ eik , ěj1 ⊗ · · · ⊗ ějk

〉
= δj1i1 · · · δ

jk
ik

由此得若 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ n, 1 ⩽ j1 < · · · < jk ⩽ n, 则〈
ei1 ∧ · · · ∧ eik , ěj1 ⊗ · · · ⊗ ějk

〉
= δj1i1 · · · δ

jk
ik

若 ψ =
∑

1⩽i1<···<ik⩽n
ai1···ikei1 ∧ · · · ∧ eik = 0, 则

ai1···ik =
〈
ψ, ěi1 ⊗ · · · ⊗ ěik

〉
= 0

命题 4.11.6. 令 k1, · · · km ∈ {0, 1, 2 · · · }, 则存在 m-线性映射

Φ : Λk1(V )× · · · × Λkm(V )→ Λk1+···+km(V )

满足 ∀v11, · · · v1k1 , · · · , v
m
1 , · · · , vmkm ∈ V 有

Φ
(
v11 ∧ · · · ∧ v1k1 , · · · , v

m
1 ∧ · · · ∧ vmkm

)
= v11 ∧ · · · ∧ v1k1 ∧ · · · ∧ v

m
1 ∧ · · · ∧ vmkm (∗)

若 ξ1 ∈ Λk1(V ), · · · , ξm ∈ Λkm(V ), 记 Φ(ξ1, · · · , ξm) 为ξ1 ∧ · · · ∧ ξm, 称为 ξ1, · · · , ξm 的外积.

证明: 我们要构造 Φ : Λk1(V )⊗ · · · ⊗ Λkm(V )→ Λk1+···+km(V ) 满足 (∗). 先定义 Φ 在一组基上

满足 (∗), 再进行线性扩张即可.

命题 4.11.7. 若 ω ∈ Λk(V ), η ∈ Λl(V ), 记 k = deg(ω), l = deg(η), 则 ω ∧ η = (−1)k+lη ∧ ω.

证明: 对 ω = v1 ∧ · · · ∧ vk, η = u1 ∧ · · · ∧ ul 的形式验证即可.

回忆若 F : V →W 是线性映射, 则因为

V × · · · × V →W⊗k, (v1, · · · vk) 7→ Fv1 ⊗ · · · ⊗ Fvk

是 k-线性的, 我们有线性映射

F⊗k : V ⊗k →W⊗k, v1 ⊗ · · · ⊗ vk 7→ Fv1 ⊗ · · · ⊗ Fvk

易知 ∀σ ∈ Sk 有 F⊗k · σ = σ · F⊗k, 从而有:

106



命题 4.11.8. F⊗k ·Alt = Alt ·F⊗k. 因此 F⊗k 限制到映射 F⊗k : Λk(V )→ Λk(W ).

证明:
F⊗k(Λk(V )) = F⊗k Alt(V ⊗k) = AltF⊗k(V ⊗k)

⊂ Alt(W⊗k) = Λk(W )

我们接下来研究 Λn(V ), n = dimV . 我们知道 dimΛn(V ) = 1, 因此, 若 e1, · · · en 是 V 一组

基,v1, · · · vn ∈ V , 则 ∃λ ∈ R 使 1 ∧ · · · ∧ vn = λe1 ∧ · · · ∧ en. 我们想确定 λ 的值. 简单起见, 把
λ 记为

v1 ∧ · · · ∧ vn

e1 ∧ · · · ∧ en
.

命题 4.11.9. 令 e1, · · · , en 为 V 的一组基,v1, · · · vn ∈ V 在此基下的矩阵表示是 A ∈ Rn×n, 即
(v1, · · · , vn) = (e1, · · · , vn)A, 则 v1 ∧ · · · ∧ vn = detA · e1 ∧ · · · ∧ en.

证明: 通过线性同构 V ∼= Rn,不妨假设 V = Rn,e1, · · · , en 是 Rn 的标准坐标向量.把 v1, · · · , vn
看成列向量, 则 vj 是 A 的第 j 列, 即 A = (v1, · · · , vn). 定义

λ : Rn×n → R, A = (v1, · · · , vn) 7→ λ(A)满足v1 ∧ · · · ∧ vn = λ(A)e1 ∧ · · · ∧ en

则 λ 关于 n 个列向量是 n-线性的, 且是反对称的 (交换 A 两列改变 λ(A) 正负号), 而由线性代
数知识可知这样的函数 λ 正比于行列式函数 det, 显然 A = In×n 时 λ 和 det 取值都是 1. 故
λ(A) = detA.

定义 4.11.10. n维线性空间 V 中两组基 {e1, · · · , en}, {f1, · · · , fn}称为同向的,若 e1 ∧ · · · ∧ en
f1 ∧ · · · ∧ fn

大于 0.

同向关系是等价关系, 其等价类称为 V 的方向. 显然 V 只有两个方向,e1, · · · , en 的方向记
为 [e1, · · · , en].

注记. 若 {e1, · · · , en} 和 {f1, · · · , fn} 是 V 两组基, 对偶基为 {ě1, · · · , ěn}, {f̌1, · · · , f̌n}. 令
(e1, · · · , en) = (f1, · · · , fn)A 则 (f̌1, · · · , f̌n) = (ě1, · · · , ěn)AT, 由 detA = detAT 进而可知:

命题 4.11.11. e1 ∧ · · · ∧ en
f1 ∧ · · · ∧ fn

=
f̌1 ∧ · · · ∧ f̌n

ě1 ∧ · · · ∧ ěn
. 特别地,{e1, · · · , en} 和 {f1, · · · , fn} 同向 ⇐⇒

{ě1, · · · ěn} 和 {f̌1, · · · f̌n} 同向. 因此 V 的方向和 V ∗ 的方向有自然的一一对应.

定义 4.11.12. 令 M 为 ∂-流形. 令 ΛkT ∗M =
⊔
p∈M

ΛkT ∗
pM , 一个 k-阶协变张量场 ω 称为k-形

式 (k-form), 若 ω 取值在 ΛkT ∗M 中, 即 ∀p ∈M 有 ω|p ∈ ΛkT ∗
pM . 若 (U,φ) 是 M 的坐标卡,

则 ω|U 可写成 ∑
i1<···<ik

ωi1···ikdφ
i1 ∧ · · · ∧ dφik , ωi1···ik : U → R

若 (V, ψ) 也是坐标卡, 则在 U ∩ V 上 ω 可写成

∑
i1<···<ik
j1,··· ,jk

ωi1···ik
∂φi1

∂ψj1
· · · ∂φ

ik

∂ψjk
dψj1 ∧ · · · ∧ dψjk
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若 F :M → U 光滑,(U,φ), (V, ψ) 是 M,N 坐标卡,F (U) ⊂ V ,ω 是 V 是 k-形式, 且

ω =
∑

j1<···<jk

ωj1···jkdψ
j1 ∧ · · · ∧ dψjk

则

F ∗ω =
∑

i1,··· ,ik
j1<···<jk

ωj1···jk ◦ F ·
∂ψj1 ◦ F
∂φi1

· · · ∂ψ
jk ◦ F
∂φik

· dφi1 ∧ · · · ∧ dφik

定义 4.11.13. 若 ω1, · · · , ωm 是 ∂-流形 M 上的 k1, · · · , km-形式, 则定义ω1 ∧ · · · ∧ ωm 为

(k1 + · · ·+ km) 形式, 满足 ∀p ∈M ,ω1 ∧ · · · ∧ ωm|p = ω1|p ∧ · · · ∧ ωm|p.

例子. 在 Rn 上,

(fdx1 ∧ dx3 + gdx2 ∧ dx4) ∧ (hdx2 ∧ dx5) = fh · dx1 ∧ dx3 ∧ dx2 ∧ dx5

= −fhdx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx5

4.12 定向流形和第二型积分

定义 4.12.1. 令 M 为 ∂-流形. 若 (U,φ) 和 (V, ψ) 是坐标卡, 我们说它们是同向的, 若 J(ψ ◦
φ−1) = det Jac(ψ ◦ φ−1) 在 φ(U ∩ V ) 上处处大于 0.

命题 4.12.2. 对坐标卡 (U,φ1, · · · , φn) 和 (V, ψ1, · · · , ψn) 以下等价:

(1) (U,φ) 和 (V, ψ) 同向

(2) 在 U ∩ V 上 dφ1 ∧ · · · ∧ dφn

dψ1 ∧ · · · ∧ dψn
处处大于 0

(3) 在 U ∩ V 上 ∂

∂φ1
∧ · · · ∧ ∂

∂φn

/
∂

∂ψ1
∧ · · · ∧ ∂

∂ψn
> 0

证明: (2) ⇐⇒ (3) :
dφ1 ∧ · · · ∧ dφn

dψ1 ∧ · · · ∧ dψn
=

∂

∂φ1
∧ · · · ∧ ∂

∂φn

∂

∂ψ1
∧ · · · ∧ ∂

∂ψn

> 0.

(1) ⇐⇒ (2) : ∀p ∈ U ∩ V , 由


dψ1

...
dψn


p

= Jac
(
ψ ◦ φ−1

)
φ(p)


dφ1

...
dφn


p

知

dψ1 ∧ · · · ∧ dψn

dφ1 ∧ · · · ∧ dφn

∣∣∣∣
p

= det Jac
(
ψ ◦ φ−1

)
φ(p)

定义 4.12.3. 若 M 上有图册 U = {(uα, φα)}, 其中任意两个坐标卡之间同向 (注意不相交的坐
标卡自动同向) 则把 U 称为定向图册. 两个定向坐标卡 U,V 称为同向, 若 U,V 之间成员两两同

向 (等价地,U ∪ V 是定向图册).M 的方向指定向图册所在的同向等价类 (等价地, 指 M 的一个

极大定向图册). M 和一个方向一起被称为定向∂-流形 (oriented∂-manifold). 其极大定向图
册中的一个坐标卡 (U,φ) 称为保向坐标卡 (orientation-preserving chart). 若不加说明, 定
向 ∂-流形的坐标卡指保向坐标卡.
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注记. 若 M 是定向 ∂-流形, 则 ∀p ∈ M,T ∗
pM 和 TpM 都有对应的方向: 取 (保向) 坐标卡

(U,φ) 包含 p, 则 [dφ1|p, · · · , dφn|p] 和

[
∂

∂φ1

∣∣∣∣
p

, · · · , ∂

∂φn

∣∣∣∣
p

]
给出了方向, 且这与坐标卡的选取

无关. 因此, 我们能用 TM 中一组基来直观理解 M 的方向, 我们也能用一个 n 阶协变张量场

ω :M → ΛnT ∗M 或 n 阶反变张量场 ξ :M → ΛnT ∗M 描述, 这里,∀p ∈M , 若 (U,φ) 是保向坐

标卡且包含 p, 则 ω

dφ1 ∧ · · · ∧ dφn

∣∣∣∣
p

> 0,
ξ

∂

∂φ1
∧ · · · ∧ ∂

∂φn

∣∣∣∣∣∣∣∣
p

> 0, 我们归纳如下:

命题 4.12.4. 令 M 是 n 维 ∂-流形, 则 M 的一个方向是一个 M 的 n-形式 ω : M → ΛnT ∗M

所在等价类, 这里 ω 要求满足: 存在 M 的图册 U 使 ∀(U,φ) ∈ U 有
ω

dφ1 ∧ · · · ∧ dφn

∣∣∣∣
U

> 0.ω

和 ω′ 等价 ⇐⇒ ω

ω′ > 0. 把 ω 换成 n 阶反变张量场,dφ1 ∧ · · · ∧ dφn 换成 ∂

∂φ1
∧ · · · ∧ ∂

∂φn
则结

论也成立.

命题 4.12.5. 令 M 为 n 维 ∂-流形.ω1, ω2 为 M 上两个 n-形式且给出了 M 上的两个方向 O1

和 O2. 令 U =

{
ω1

ω2

∣∣∣∣
p

> 0

}
, 则 U 是 M 的开和闭子集. 特别地, 若 M 连通, 则 ω1, ω2 要么处

处同向, 要么处处反向. 因此连通 ∂-流形只有最多两个方向.

证明: ∀p ∈ U ,我们证 p是 U 内点.由前一命题,存在包含 p的坐标卡 (V, φ)使
ω1

dφ1 ∧ · · · ∧ dφn

∣∣∣∣
V

>

0. 通过缩小 V , 有坐标卡 (V, ψ) 使
ω2

dψ1 ∧ · · · ∧ dψn

∣∣∣∣
V

> 0 且 V 连通. 而

dψ1 ∧ · · · ∧ dψn

dφ1 ∧ · · · ∧ dφn
= det

(
Jac

(
ψ ◦ φ−1

))
◦ φ

是 V 上连续函数, 要么恒正要么恒负. 故由 ω1

ω2

∣∣∣∣
p

> 0 知
ω1

ω2

∣∣∣∣
V

> 0. 故 V ⊂ U . 类似地,M \U ={
p ∈M :

ω1

ω2

∣∣∣∣
p

< 0

}
也是开集.

例子. Möbius 带 M = U ∪ V ,U ∼= V ∼= (0, 1)2,U ∩ V 有两个连通分支, 取 U, V 上方向 ω1, ω2,

则
ω1

ω2

∣∣∣∣
ω1

与
ω1

ω2

∣∣∣∣
ω2

反号. 不妨令 ω1

ω2

∣∣∣∣
ω1

> 0, ω1

ω2

∣∣∣∣
ω2

< 0. 若 M 上有方向 ω, 因 U, V 连通, ω
ω1

∣∣∣∣
U

处处同号, 故 ω

ω1

∣∣∣∣
ω1∪ω2

处处同号. 类似地, ω
ω2

∣∣∣∣
ω1∪ω2

处处同号, 这与假设矛盾. 故 M 不可定向.

定义 4.12.6. 令 M 为 n 维定向 ∂-流形,ω 是 M 上的 n-形式. 我们说ω ⩾⩾⩾ 0, 若 ∀p ∈M, ∀T ∗
pM

上的方向 [α1, · · · , αn], 有
ω|p

α1 ∧ · · · ∧ αn
⩾ 0.

注记. 令 M 为 n 维定向 ∂-流形,ω 是 n-形式.U 是 M 的一个保向图册, 则 ∀(U,φ1, · · · , φn) ∈ U

有 ω|U = fUdφ
1 ∧ · · · ∧ dφn, 这里 fU : U → R, 则不难看出:

• ω ⩾ 0⇐⇒ ∀U, fU ⩾ 0

• ω 是 Borel 的 ⇐⇒ ∀U, fU 是 Borel 的
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• ω 是 Cr 的 ⇐⇒ ∀U, fU 是 Cr 的

且 ω = ω+ − ω−, ω+, ω− ⩾ 0, ∀U 有

ω+|U = f+U dφ
1 ∧ · · · ∧ dφn, ω−|U = f−U dφ

1 ∧ · · · ∧ dφn

且 ω 是 Borel/Cr 的 ⇐⇒ ω+, ω− 是 Borel/Cr 的.

定义 4.12.7. 令 Ω 为 Rn 开子集, 给予标准方向, 即标准坐标 x1, · · ·xn 定义的方向, 亦即
[dx1, · · · dxn], 或 [

∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn
] 定义的方向. 令 Ω 上 n-形式 ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn, f : Ω → R

是 Borel 的, 则 ˆ
Ω
fdx1 ∧ · · · ∧ dxn =

ˆ
Ω
fdm

即
ˆ
Ω
ω =

ˆ
Ω

ω

dx1 ∧ · · · ∧ dxn
dm.

定义 4.12.8. 令 ω 为 n 维定向流形的 Boreln-形式且 ω ⩾ 0. 若 {p ∈ M : ωp 6= 0} 被包含在一

个保向坐标卡 (U,φ) 内, 则定义
ˆ
M
ω =

ˆ
φ(U)

(φ−1)∗ω.

注记. 记 ω = fdφ1 ∧ · · · ∧ fdφn, 则 (φ−1)∗ω = f ◦ φ−1dx1 ∧ · · · ∧ dxn, 从而
ˆ
M
ω =

ˆ
φ(U)

(
f ◦ φ−1

)
dm =

ˆ
φ(U)

ω

dφ1 ∧ · · · ∧ dφn
◦ φ−1dm

引理 4.12.9. 以上定义不依赖于 (U,φ) 的选取.

证明: 令 (V, ψ) 包含 {p ∈ M : ωp 6= 0}, 通过把 U, V 换成 U ∩ V , 不妨假设 U = V . 令
F = φ ◦ ψ−1 : ψ(U)→ φ(U). 由 Rn 积分换元公式:

ˆ
φ(U)

ω

dφ1 ∧ · · · ∧ dφn
◦ φ−1dm =

ˆ
ψ(U)

ω

dφ1 ∧ · · · ∧ dφn
◦ ψ−1 · J(F )dm (∗)

由


dφ1

...
dφn

 = (Jac(F )) ◦ ψ ·


dψ1

...
dψn

 得 J(F ) ◦ ψ =
dφ1 ∧ · · · ∧ dφn

dψ1 ∧ · · · ∧ dψn
. 故

(∗) =
ˆ
ψ(U)

(
ω

dφ1 ∧ · · · ∧ dφn
◦ ψ−1

)(
dφ1 ∧ · · · ∧ dφn

dψ1 ∧ · · · ∧ dψn
◦ ψ−1

)
dm

=

ˆ
ψ(U)

(
ω

dψ1 ∧ · · · ∧ dψn
◦ ψ−1

)
dm

定义 4.12.10. 令 ω 为 n维定向流形 M 的 Boreln-形式.若 ω ⩾ 0,定义
ˆ
M
ω =

∞∑
i=1

ˆ
M
ω ·χEi ,

这里 M =
∞⊔
i=1

Ei,Ei 是 Borel 集且被包含在某个 (保向) 坐标卡内. 类似于第一型积分, 易知

此定义与 E1, E2, · · · 的选取无关. 一般地, 我们记 |ω| = ω+ + ω−, 若
ˆ
M
|ω| < +∞, 则令ˆ

M
ω =

ˆ
M
ω+ −

ˆ
M
ω−. 若 M 带边, 则

ˆ
M
ω 定义为

ˆ
IntM

ω.

110



命题 4.12.11. 令 M 为 n 维定向 ∂-流形,ω 是连续 n-形式且有紧支集, 则
ˆ
M
|ω| < +∞.

证明: 对 suppω = {p ∈M : ωp 6= 0}, 取 M 内有限开覆盖 U, 每个是 M 的坐标卡. 利用 suppω
在 U 下的单位分解, 化为 suppω ⊂ U, (U,φ) 是坐标卡的情形. 易证此时

ˆ
U
|ω| < +∞.

定义 4.12.12. 若 M,N 为 n 维定向 ∂-流形, 微分同胚 F :M → N 称为保向的, 若如下等价条
件之一成立:

(1) 对任意 N 的 (保向) 坐标卡 (V, ψ), 有 (F−1(V ), ψ ◦ F ) 是 M 的 (保向) 坐标卡.

(2) ∀p ∈M , 令 q = F (p), 若 α1 ∧ · · · ∧αn 给出 T ∗
qN 的方向, 则 F ∗α1 ∧ · · · ∧F ∗αn 给出 T ∗

pM

的方向.

(3) ∀p ∈M , 令 q = F (p), 若 v1 ∧ · · · ∧ vn 是 TpM 的方向, 则 dF · v1 ∧ · · · ∧ dF · vn 给出 TqN

的方向.

(4) ∀ 开集 V ⊂ N ,∀V 上 C∞ 的 n-形式 ω, 若 ω ⩾ 0, 则 F ∗ω ⩾ 0.

我们留给大家自己思考等价性.

命题 4.12.13. 令 M,N 为 n 维定向 ∂-流形,F :M → N 是保向微分同胚,ω 是 N 上的 Boreln-
形式, 则

ˆ
N
|ω| =

ˆ
M
F ∗|ω|. 且若此式 < +∞, 则

ˆ
N
ω =

ˆ
M
F ∗ω.

证明: 由线性性, 不妨假设 ω ⩾ 0, 不妨假设 {p ∈ N : ωp 6= 0} 被包含在 N 某个坐标卡 (V, ψ)

内. 则
ˆ
N
ω =

ˆ
ψ(V )

(ψ−1)∗ω. 令 U = F−1(V ), φ = ψ ◦ F , 则 (U,φ) 是 M 坐标卡且包含 F ∗ω

非零点. 故 ˆ
M
F ∗ω =

ˆ
φ(U)

(φ−1)∗F ∗ω =

ˆ
ψ(V )

(ψ−1)∗ω

例子. 令 Ω 是 Rm 开子集,F : Ω → Rn 是 C∞ 嵌入.Ω 上的方向是标准方向, 给予 M = F (Ω)

方向使 F : Ω→ M 保向. 令 ω =
∑

1⩽i1<···<im⩽n ωi1···imdx
i1 ∧ · · · ∧ dxim 为 M 一个邻域 V 上

的有紧支集的连续 m-形式. 计算
ˆ
M
ω, 准确来说, 令 ι :M → Rn, p 7→ p, 计算

ˆ
M
ι∗ω.

证明:
ˆ
M
ω =

ˆ
M
ι∗ω =

ˆ
Ω
F ∗ι∗ω =

ˆ
Ω
F ∗ω. 而

F ∗ω =
∑

1⩽i1<···<im⩽n
1⩽j1<···<jm⩽m

(ωi1···im ◦ F )∂j1F i1 · · · ∂jmF imdxj1 ∧ · · · ∧ dxjm

=
∑

1⩽i1<···<im⩽n
(ωi1···im ◦ F ) · det((JacF )i1,··· ,im行

1,··· ,m列
)dx1 ∧ · · · ∧ dxm

故
ˆ
M
ω =

∑
1⩽i1<···<im⩽n

ˆ
Ω
(ωi1···im ◦ F ) · det((JacF )i1,··· ,im行

1,··· ,m列
)dm.

在一些具体问题中,M 作为 Rn 子流形出现, 其方向由 Rn 中指向 M 一侧的某个向量表示.
例如 R3 球面的“向外”和“向内”, 我们来理解其含义.
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定义 4.12.14. 令 N 是 n 维定向流形,M 是连通的 n − 1 维子流形. 令 p ∈ M , 令 ξ ∈ TpN \
TpM .(回忆若 ι : M → N 是嵌入, 我们把 TpM 和 dι(TpM) 等同从而看作 TpM 子空间) 取 M

上的方向, 由 n− 1 阶反变张量 η :M → Λn−1TpM 给出, 且 ξ ∧ η ∈ ΛnTpM 与 N 在 p 处的方

向同向, 则称 η 为ξ 给出的M 的方向.

注记. 对于 N 是 ∂-流形,M = ∂N 的情况我们也作此定义. 我们规定 TN |∂N 指向 M 的外

部的方向给出的 ∂N 的方向为 ∂N 的标准方向. 因此, 若 (U,φ) 是 N 的保向坐标卡,φ(U) 是

H̃n = {(x1, · · · , xn) : x1 ⩾ 0}的开子集 (给予标准方向 ∂

∂x1
∧· · ·∧ ∂

∂xn
),则 U ∩∂N 上的方向由

− ∂

∂x2
∧ · · · ∧ ∂

∂xn
或等价地 dx2 ∧ · · · ∧ dxn 给出 (我们留给大家验证这是良定义的). 等价地, 若

φ(U)是 Hn开子集,则 U∩∂V 上方向由 (−1)n ∂

∂x1
∧· · ·∧ ∂

∂xn−1
或等价地 (−1)ndx1∧· · ·∧dxn−1

给出.
由此可知:φ(U) 是 H̃n 开子集 =⇒ (φ2, · · · , φn)|U∩∂N 给出 ∂N 的反向坐标卡.φ(U) 是 Hn

开子集 =⇒ (φ1, · · · , φn−1)|U∩∂N 给出 ∂N 的改变 n− 1 次方向后的坐标卡.

例子.

−

+
e1∧e2

e1 ∧ e2 ∧ e3

e1 ∧ e2

e2 ∧ e3
e3 ∧ e1e3

e1

e2

例子. 令 Ω 为 Rn−1 连通子集,F : Ω→ Rn 为 C∞ 的嵌入映射,v ∈ Rn \{0} 指向 F (Ω) 一侧.(特
别地, 假设 v 不与 F (Ω) 任一切空间平行)F (Ω) 的方向由 v 给出.
令 ω 为定义在 F (Ω) 某邻域上的 Rn 的 Borel(n − 1)-形式 (必然形如 f1dx

2 ∧ · · · ∧ dxn +

f2dx
1 ∧ dx3 ∧ · · · ∧ dxn+ · · ·+ fndx

1 ∧ · · · ∧ dxn−1) 记 F ∗ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxn−1. 若 det(v, Jac)
处处大于 0, 则 ν ∧ dF ∂

∂x1
∧ · · · ∧ dF ∂

∂xn−1
是 Rn 中标准方向. 故

ˆ
F (Ω)

ω =

ˆ
Ω
fdm. 若

det(v, JacF ) 处处小于 0, 则
ˆ
F (Ω)

ω = −
ˆ
Ω
fdm.

例子. 令 M = {x2 + y2 + z2 = 1},Ω = {x2 + y2 < 1}.M 的方向向外. 则

(x, y) ∈ Ω 7→
√
1− x2 − y2 ∈M ∩H3

是正向的.
(x, y) ∈ Ω 7→ −

√
1− x2 − y2 ∈M ∩ (−H3)

是负向的. 这直接通过几何观察可知, 无需计算 det(v, Jac) 正负性.

我们接下来讨论第一型和第二型积分的关系. 首先, 若 n 维 R-线性空间 V 有 (实) 内积, 则
有线性同构 Φ : V → V ∗, v 7→ 〈·, v〉. 因此我们能够给 V ∗ 引入唯一内积使 Φ 保内积. 若 e1, · · · en
是 V 一组标准正交基, 则对偶基 ě1, · · · , ěn 是 V ∗ 标准正交基.
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由正交变换 det值为 ±1可知:若 V 有同向的两组标准正交基 {e1, · · · , en}, {f1, · · · , fn}则
e1 ∧ · · · ∧ en = f1 ∧ · · · ∧ fn, 称其为 V 的 (由内积决定的) 体积张量.V 有两个体积张量, 和 V 的

两个方向对应.

命题 4.12.15. 令 (M, g) 为 n 维定向 ∂-Riemann 流形. 定义 n 形式 ωg 如下:∀p ∈ M,ωg|p =

ě1 ∧ · · · ∧ ěn, 这里 {e1, · · · , en} 是 TpM 一组与方向一致的 (内积 g 下) 标准正交基, 其对偶基
为 {ě1, · · · ěn}. 即 ωg|p 是 T ∗

pM 的与方向吻合的体积张量. 则 ωg 是光滑的 n-形式, 称为 (M, g)

的体积形式.

证明: 任意 (保向) 坐标卡 (U,φ), 则

g|U =
(
dφ1, · · · , dφn

)
G


dφ1

...
dφn



G 正定, 则 ∀p ∈ U,


α1

...
αn

 = (
√
G)p ·


dφ1

...
dφn


p

是 T ∗
pM 的与方向吻合的标准正交基. 则

ωg|p = α1 ∧ · · · ∧ αn = det
√
Gpdφ

1 ∧ · · · ∧ dφn
∣∣∣
p
, 故

ωg|U =
√

detGdφ1 ∧ · · · ∧ dφn

√
detG 光滑.

在以上证明中,若 f : U → R是 Borel函数,则我们知道
ˆ
U
fdVg =

ˆ
φ(U)

(f ◦φ−1) ·
√

detG◦

φ−1dm, 而 ˆ
U
fωg =

ˆ
U
f
√

detGdφ1 ∧ · · · ∧ dφn

=

ˆ
φ(U)

(f ◦ φ−1) ·
√

detG ◦ φ−1dm =

ˆ
U
fdVg

故得:

命题 4.12.16. 令 (M, g)为 n维定向 ∂-Riemann流形,f :M → R是 Borel函数,则
ˆ
M
|f |dVg =ˆ

M
|f |dωg. 若此式 < +∞, 则

ˆ
M
fdVg =

ˆ
M
fωg.

注记. 反过来, 对 M 上 Boreln-形式 ν 有
ˆ
M
ν =

ˆ
M

ν

ωg
dVg. 故第一型与第二型积分可互相转

化.

例子. 令 F : Ω → Rn 为流形嵌入,Ω 是 Rm 开子集.M = F (Ω) 是 Rn 的 Riemann 子流形, 取
Ω 上度量 g 使 F : Ω→M 是等距的, 则

g = (dx1, · · · , dxm)(JacF )T(JacF )


dx1

...
dxm


则 ωg =

√
det(JacF )T JacFdx1 ∧ · · · ∧ dxm.
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4.13 外微分和 Stokes 公式

Faraday 定律告诉我们, 对电场 E⃗ = (E1, E2, E3) 和磁场 B⃗ = (B1, B2, B3) 有
ˆ
∂M

E⃗ · d⃗l =

− d

dt

ˆ
M
B⃗ · dS⃗.M 是 R3 中可定向紧 ∂-曲面, 其含义如下: 将 E⃗, B⃗ 看作 1-形式 E = E1dx +

E2dy + E3dz, β = B1dx+B2dy +B3dz, 定义 Hodge∗ 算子,∗ 为线性映射, 满足

∗dx = dy ∧ dz, ∗dy = dz ∧ dx, ∗dz = dx ∧ dy

从而 ∗β = B1dy ∧ dz −B2dx ∧ dz +B3dx ∧ dy, 则
ˆ
∂M

E = − d

dt

ˆ
M
∗β.

我们将看到对一般 n 维可定向紧 ∂-流形 M , 以及 C1 的 (n − 1)-形式 ω, 存在一个 n 形式

dω 满足“电场 ω 由某个磁场的负变化率 dω 生成”, 即
ˆ
∂M

ω =

ˆ
M
dω(Stokes 公式)

如果 ω 是 Rn 上的 (k − 1)-形式,p ∈ Rn, v1, · · · , vk ∈ Rn 线性无关. 令 M 为以 p 为起

点,v1, · · · , vk 张成的平行多面体

M = p+ {t1v1 + · · ·+ tkvk : 0 ⩽ t1, · · · , tk ⩽ 1}

则当 v1, · · · , vk 很小时,dωp(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) ≈
ˆ
M
dω. 因此, 不严格地来说,dω 在 p ∈ Rn 处的取

值“定义”为 dω|p(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) ≈
ˆ
∂M

ω.

p p

=
dω

ω

下面我们给出严格定义:

定义 4.13.1. 令 M 为 ∂-流形,(U,φ1, · · · , φn) 为坐标卡,ω 是 U 上 C1 的 k-形式, 则 ω 能唯一

地写成

ω =
∑

1⩽i1<···<ik⩽n
ωi1···ik ∧ dφ

i1 ∧ · · · ∧ dφik , ωi1···ik ∈ C
1(U,R)

定义 ω 关于坐标卡 (U,φ) 的外微分 (exterior derivative) 为

dω =
∑

1⩽i1<···<ik⩽n
dωi1···ik ∧ dφ

i1 ∧ · · · ∧ dφik

显然若 η 也是 U 上 C1 的 k-形式, 则 d(ω + η) = dω + dη.

引理 4.13.2. 若 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ n, 则 d
(
fdφi1 ∧ · · · ∧ dφik

)
= df ∧ dφi1 ∧ · · · ∧ dφik .

证明: i1, · · · , ik 有重复时两边 = 0. 若无重复, 把顺序换成从小到大, 做计算, 再换成原顺序即
可.
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命题 4.13.3. 令 ω, η 为 C1 的 k-形式和 l-形式, 则 d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

证明: 由线性性, 不妨假设 ω = fdφi1 ∧ · · · ∧ dφik , η = gdφj1 ∧ · · · ∧ dφjl . 记 α = dφi1 ∧ · · · ∧
dφik , β = dφj1 ∧ · · · ∧ dφjl . 则

d(ω ∧ η) = d(fg · α ∧ β) = d(fg) ∧ α ∧ β

= (gdf + fdg) ∧ α ∧ β = (df ∧ α) ∧ (gβ) + (−1)kfα ∧ (dg ∧ β)

= dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη

命题 4.13.4. d(dω) = 0.

证明: 不妨令 ω = fdφi1 ∧ · · · ∧ dφik . 简单起见, 令 ω = fdφ1 ∧ · · · ∧ dφk, 则

dω = df ∧ dφ1 ∧ · · · ∧ dφk

=
n∑

i=k+1

∂f

∂φi
dφi ∧ dφ1 ∧ · · · ∧ dφk

d2ω =
∑

j ̸=1,··· ,k,i

∑
i>k

∂

∂φj
∂f

∂φi
dφj ∧ dφi ∧ dφ1 ∧ · · · ∧ dφk

=
∑
j>k

∑
i>k

∂

∂φj
∂

∂φi
fdφj ∧ dφi ∧ dφ1 ∧ · · · ∧ dφk

注意
∂

∂φj
∂

∂φi
f =

∂

∂φi
∂

∂φj
f , 因为 (∂j∂i(f ◦ φ−1)) ◦ φ = (∂i∂j(f ◦ φ−1)) ◦ φ, 故

d2ω =
∑
i,i>k

∂

∂φi
∂

∂φj
fdφj ∧ dφi ∧ · · · ∧ dφ1 ∧ · · · ∧ dφk = −d2ω

故 d2ω = 0.

命题 4.13.5. 令 F :M → N 为 ∂-流形的 C∞ 映射,M,N 上分别有坐标卡 (M,φ1, · · · , φm) 以
及 (N,ψ1, · · · , ψn). 令 ω 为 N 上 C1 的 k-形式. 则 F ∗(dω) = d(F ∗ω).

证明: 对 k 用归纳法.k = 0 时显然. 假设对某个 k ∈ N 成立. 我们证 ω 是 (k + 1)-形式的情形.
由线性性, 不妨假设 ω = η ∧ dφi,η 是 N 上的 C1 的 k-形式, 则

F ∗d(η ∧ dφi) = F ∗(dη ∧ dφi + (−1)kη ∧ d2φi)

= F ∗(dη ∧ dφi) = (F ∗dη) ∧ F ∗(dφi)

由情形 k 知 F ∗dη = dF ∗η. 而由 F ∗ 定义,F ∗dφi = d(φi ◦ F ) = d(F ∗φi). 故 F ∗d(η ∧ dφi) =

(dF ∗η) ∧ (dF ∗φi), 而

dF ∗(η ∧ dφi) = d(F ∗η ∧ F ∗dφi) = d(F ∗η ∧ dF ∗φi)

= dF ∗η ∧ dF ∗φi + (−1)kF ∗η ∧ d2F ∗φi

= dF ∗η ∧ dF ∗φi
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推论 4.13.6. 外微分的定义与坐标卡选取无关. 故任意 ∂-流形上的 C1 微分形式都能定义外微

分.

证明: 以上命题中取 M = N,F = id.

注记. 我们解释 dF ∗ω = F ∗dω 的几何意义:
注意 F 是 C∞ 同胚时 dF ∗ = F ∗d 说的是 d 的定义只依赖于 C∞ 同胚等价类. 现不假设 F

是 C∞ 同胚, 令 F : M → N 为 ∂-流形的 C∞ 映射,M 是 m 为定向的. η 是 N 的 m-形式. 把
F (M) 看作 N 中的 m 维 (广义) 参数化定向流形 (其方向由 M 而非 N 给出)(例:M = (a, b),
则 F (M) 是 N 中参数化曲线, 可自相交) 定义

ˆ
F (M)

η =

ˆ
M
F ∗η (∗)

我们假设 Stokes 定理成立,ω 是 N 上的 C1 的 m − 1 形式, 则
ˆ
M
dF ∗ω =

ˆ
∂M

F ∗ω
(∗)
=ˆ

F (∂M)
ω,
ˆ
M
F ∗dω =

ˆ
F (M)

dω. 定义 ∂F (M) = F (∂M), 则 dF ∗ = F ∗d 告诉我们
ˆ
F (M)

dω =
ˆ
∂F (M)

ω, 即 Stokes 定理对一般的 (退化的或自相交的) 参数化流形成立.

定理 4.13.7 (Stokes 定理). 令 M 为 n 维定向紧 ∂-流形,ω 是 M 上的 C1 的 (n− 1)-形式, 则ˆ
∂M

ω =

ˆ
M
dω.

注记. 把 M 紧换成 supp(ω) 紧则结论也成立. 证明只需对 supp(ω) 作在 M 中开覆盖的单位分

解. 我们没证过这一结论, 故不证这一版本的 Stokes 定理.

证明: 由 M 上的 C∞-单位分解,ω 是有限个 C1 的 (n− 1)-形式的和, 其中每个的支集在坐标卡
中. 因此不妨假设 M 有坐标卡 (U,φ), φ : U → H̃n = {(x1, · · · , xn) : x1 ⩾ 0} 是 C∞ 嵌入. 且
supp(ω) ⊂ U , 因此通过把 M 换成 φ(U), 不妨假设 M 是 H̃n 开子集. 通过扩大 M , 不妨假设
M = [0, a)× (−a, a)× · · · × (−a, a), 则

ω =

n∑
i=1

fidx
1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn

这里 fi ∈ C∞
c (M,R). 由线性性, 不妨假设 ω = f · dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn, 则 dω = df ∧ dx1 ∧

· · · ∧ dx̂i ∧ · · · ∧ dxn = (−1)i−1∂if · dx1 ∧ · · · ∧ dxn, 则
ˆ
M
dω =

ˆ
[0,a)×(−a,a)n−1

(−1)i−1∂ifdx1 · · · dxn

当 i > 1 时,
ˆ a

−1
∂if(x1, · · · , xn)dxi = f(x1, · · · , a, · · · , xn)− f(x1, · · · ,−a, · · · , xn) = 0− 0 = 0

当 i = 1 时, ˆ a

0
∂ifdx1 = f(a, x2, · · · , xn)− f(0, x2, · · · , xn)
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故
ˆ
M
dω = −δi,1

ˆ
(−a,a)n−1

f(0, x2, · · · , xn)dx2 · · · dxn. 接下来我们计算
ˆ
∂M

ω. 回忆 ∂M =

{0} × (−a, a)n−1 上的方向由 − ∂

∂x2
∧ · · · ∧ ∂

∂xn
给出. 令

ι : (−a, a)n−1 →M, (x2, · · · , xn) 7→ (0, x2, · · · , xn)

则 ι 是对 ∂M 的反向的参数化. 故由 ι∗ω = δi,1f(0, x
2, · · · , xn)dx2 ∧ · · · ∧ dxn 知

ˆ
∂M

ω = −
ˆ
(−a,a)n−1

δi,1f(0, x2, · · · , xn)dx2 · · · dxn

注记. 在 Stokes 定理中可要求 M 比 ∂-流形更不光滑一些. 例如 M 是 Rn 中的紧长方体. 则可
用 ∂-流形逼近 M ,Stokes 定理也对这样的几何对象成立.

更一般地, 我们可以考虑 C∞ 带角流形. 其局部 C∞ 同胚于 Hn
k = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn :

x1, · · · , xk ⩾ 0}.∂-流形的许多性质都能用同样方法推广到带角流形. 对定向紧带角流形 M , 我
们也能给 ∂M 予“向外”的方向,从而 Stokes定理也成立. 其证法有两种:(1)模仿 ∂-流形 Stokes
定理证法, 化为 Hn

k 上的情形, 直接计算
ˆ
∂Hn

k

ω 与
ˆ
Hk

k

dω 并证明相同;(2) 化为 Hn
k 情形, 用 ∂

流形序列 Mm 逼近 Hn
k 使

lim
m→∞

ˆ
∂Mm

ω =

ˆ
∂Mm

ω, lim
m→∞

ˆ
Mm

dω =

ˆ
Hn

k

dω

然后证明, 我们把细节留作思考.

推论 4.13.8 (梯度定理). 令 γ : [a, b]→ Rn 为 C∞ 映射.f 是包含 γ([a, b]) 某开集 U 上的 C∞

函数, 则
f ◦ γ(b)− f ◦ γ(a) =

ˆ
γ([a,b])

∂1fdx
1 + · · ·+ ∂nfdx

n

=

ˆ b

a
(∂1f(γ

1)′ + · · ·+ ∂nf(γ
n)′)dt

推论 4.13.9 (Green 定理). 令 D 为 R2 的紧 ∂-子流形.f, g 是 R2 内含 D 一个开集上的 C1 函

数. 取 D 方向为 R2 标准方向, 则
ˆ
∂D

(fdx+ gdy) =

¨
D
(∂xg − ∂yf)dxdy

我们接下来讲散度定理.
令 V 为 n 维实内积空间, 则有同构 (Riesz 表示定理)Φ : V → V ∗ 满足 Φ(v) = 〈v, ·〉. 取

0 ⩽ k ⩽ n.注意 ΛkV 是 ⊗kV 子空间. ⊗kV 有内积,使得若 e1, · · · , en ∈ V 是 V 标准正交基,则
{ei1 ⊗ · · · ⊗ eik : 1 ⩽ i1, · · · , ik ⩽ n} 是 ⊗kV 标准正交基,{ei1 ∧ · · · ∧ eik : 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ n}

是子空间 ΛkV 一组基,且不难知
{

1√
k!
ei1 ∧ · · · ∧ eik : 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ n

}
是 ΛkV 标准正交

基.
约定: 取 ΛkV 上内积为使 {ei1 ∧ · · · ∧ eik : 1 ⩽ i1 < · · · < ik ⩽ n} 为一组标准正交基 (若
e1, · · · , en 是 V 标准正交基)
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定义 4.13.10. 令 U, V 为有限维线性空间. 双线性映射 φ : U × V → R 称为完美配对 (perfect
pairing) 若线性映射 U → V ∗, u 7→ φ(u, ·) 是线性同构. 注意其转置是 V → U∗, v 7→ φ(v, ·). 故
完美配对的定义关于 U, V 对称.

引理 4.13.11. 令 V 为 n 维内积空间且取定方向. 令 ω ∈ ΛnV 为此方向下的体积形式. 取
0 ⩽ k ⩽ n, 则 ΛkV × Λn−kV → R, (α, β) 7→ α ∧ β

ω
是完美配对.

证明: dimΛkV =

(
n

k

)
=

(
n

n− k

)
= dimΛn−kV . 只需证

Λk(V )→ Λn−k(V )∗, α 7→ (α, β) =
α ∧ β
ω

是单射. 令 e1, · · · , en 为 V 一组基,α =
∑

1⩽i1<···<ik⩽n
ai1···ik · ei1 ∧ · · · ∧ eik . 若 ∀β ∈ Λn−k(V )∗ 有

α∧β = 0,则取 j1 < · · · < jn−k ∈ {1, · · · , n}\{i1, · · · , ik}, β = ej1∧· · ·∧ejn−k
知 ai1···ik = 0.

定义 4.13.12. 令 V 为定向内积空间,ω 为 ΛnV 体积形式. 线性同构 Λn−kV → (ΛkV )∗, γ 7→
· ∧ γ
ω
的逆映射复合上线性同构 Φ : ΛkV → (ΛkV )∗, β 7→ 〈·, β〉 得到的同构

∗ : ΛkV → Λn−kV

称为 Hodge∗-算子. 它由关系 α ∧ ∗β = (α, β)ω 刻画.(∀α, β ∈ ΛkV )

例子. 在 Rn 中,∗(e1 ∧ · · · ∧ ek) = ek+1 ∧ · · · ∧ en. 一般地,∗ 可由如下计算:

命题 4.13.13. 令 e1, · · · , en 为 V 一组标准正交基且 e1 ∧ · · · ∧ en 给出了 V 的方向, 则

∗(e1 ∧ · · · ∧ ek) = ek+1 ∧ · · · ∧ en

特别地, 回忆 Λ0V = R, 我们有 ∗1 = e1 ∧ · · · ∧ en, ∗(e1 ∧ · · · ∧ en) = 1. 更一般地, 若 1 ⩽
i1, · · · , ik ⩽ n, 1 ⩽ j1, · · · , jn−k ⩽ n, n = {i1, · · · ik} ∪ {j1, · · · , jn−k}, 则

∗(ei1 ∧ · · · ∧ eik) = ±ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k

± 由 ei1 ∧ · · · ∧ eik ∧ ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k
方向决定.

回忆 Φ : ΛkV → (ΛkV )∗.

例子. 令 e1, · · · , en 为 V 标准坐标基且 e1 ∧ · · · ∧ en 给出 V 方向. 令 ě1, · · · , ěn 为对偶标准正
交基. 令 v ∈ V , 则 v =

∑
i

〈v, ei〉 ei, 故 Φv =
∑
i

〈v, ei〉 ěi. 由此可知

∗Φv =
n∑
i=1

(−1)i+1 〈v, ei〉 ě1 ∧ · · · ∧ ˇei−1 ∧ ˇei+1 ∧ · · · ∧ ěn

= 〈v, e1〉 ě2 ∧ · · · ∧ ěn + ě1 ∧ (· · · )

推论 4.13.14. 令 H 为 V 的 n − 1 维子空间,ν ∈ V 为 H 的单位法向量 (即 〈ν, V 〉 = 1

且 〈ν,H〉 = 0).H 方向由 ν 决定 (故 Λn−1H 中体积形式 ξ 满足 ν ∧ ξ 是 H 正方向). 令
ωH ∈ Λn−1H∗ 为体积形式. 令 ι : H → V 为嵌入, 诱导了 ιT : V ∗ → H∗, 从而 ιT : Λn−1V ∗ →
Λn−1H∗. 则 ∀u ∈ V 有 ιT(∗Φu) = 〈u, ν〉ωH .
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证明: 前一例中, 取 V 标准正交基 e1, · · · , en 使 e1 = ν(从而 H = span(e2, · · · , en)), 则 Λn−1H

体积形式为 e2 ∧ · · · ∧ en. 故 Λn−1H∗ 体积形式为 ωH = ě2 ∧ · · · ∧ ěn, 准确来说

ωH = ιTě2 ∧ · · · ∧ ιTěn

由前一例,∗Φ(u) = 〈u, e1〉 ě2 ∧ · · · ∧ ěn + ě1 ∧ (· · · ), 以及 ιTě1 = 0 知 ιT(∗Φu) = 〈u, e1〉ωH .

定义 4.13.15. 令 M 为定向 ∂-Riemann 流形. 则 ∗ : ΛkpM → Λn−kp M(∀p ∈ M) 给出了 M 的

Borel/Cr 的 k-形式与 (n− k)-形式之间的 (C∞(M,R)-线性的) 一一对应.

例子. R3 中

∗(fdx+ gdy + hdz) = fdy ∧ dz + gdz ∧ dx+ hdx ∧ dy

∗(fdx ∧ dy + gdy ∧ dz + hdz ∧ dx) = fdz + gdx+ hdy

推论 4.13.16. 令 N 为 n 维定向 Riemann 流形,M 为定向 n− 1 维子流形,ν : p ∈ M 7→ TpN

为 M 上 C∞ 的单位法向量场. 令 M 方向由 ν 定义. 令 X 为 M 在 N 某邻域上的 Borel 向量
场, 则 ˆ

M
∗ΦX =

ˆ
M
〈X, ν〉 dV

把 N 换成 n 维 ∂-定向 Riemann 流形,M = ∂N , 则结论仍成立.

证明: 令 ωM :M → Λn−1T ∗M 为 M 的体积形式, 则ˆ
M
∗ΦX =

ˆ
M

ι∗(∗ΦX)

ωM
dV

这里 ι :M → N 是嵌入映射. 前一推论应用到 dι : TpM → TpN 及其转置 ι∗ : T ∗
pN → T ∗

pM 得

ι∗(∗ΦX) = 〈X, ν〉ωM

或 ∗ΦX|M = 〈X, ν〉ωM .

注记. 类似地, 若 C 是 N 的一维定向子流形,ν : p ∈ C → TpC ⊂ TpN 满足 ∀p ∈ C 有 νp 正向

且 〈νp, νp〉 = 1 则
ˆ
C
ΦX =

ˆ
C
〈X, ν〉 dVc.

定义 4.13.17. 令 M 为可定向 ∂-Riemann 流形.X 是 M 上 C1-向量场, 则 X 的散度 divX 是
连续函数, 定义为 d ∗ ΦX = (divX) ·M 的体积形式.

例子. 令 Ω 为 Rn 开子集,X 是 Ω 上 C1 向量场,X =
n∑
i=1

Xi ∂

∂X i
, 则 divX =

n∑
i=1

∂

∂X i
Xi.

定理 4.13.18 (散度定理). 令 M 为紧定向 ∂-Riemann 流形.X 是 M 上 C1-向量场. 令 ν :

∂M → TM 为 ∂M 的方向向外 (相较于 IntM) 的单位法向量场. 则ˆ
∂M
〈X, ν〉 dV∂M =

ˆ
M

divXdVM

证明: 由前一推论, ˆ
∂M
〈X,nu〉 dV∂M =

ˆ
∂M
∗ΦX

Stokes
=

ˆ
M
d(∗ΦX) =

ˆ
M

divX · dVM
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问题 4.13.19. 令 N 为 3维定向 Riemann流形.M 是 N 的 2维定向紧 ∂-子流形.令 X 为M 上

C1 的向量场.定义 curlX 为 (唯一)满足 dΦX = ∗Φ curlX 的向量场.从而 curlX = Φ−1∗dΦX
(注: 若 α ∈ Λk(V ), dimV = n, 则 ∗ ∗ α = (−1)k(n−k)α). 证明经典 Stokes 定理:

ˆ
∂M
〈X, ι〉 dV∂M =

ˆ
M
〈curlX, ν〉 dVM

这里 ν 是给出 M 方向的单位法向量场,ι 是给出 ∂M 方向的单位切向量场.

4.14 de Rham 上同调引论

定义 4.14.1. 令 M 为 ∂-流形,k ∈ Z. 令 Ωk(M) = {C∞的k-形式ω :M → ΛkM}. 这里 Ω<0(M)

定义为 0. 则 d = dk : Ωk(M)→ Ωk+1(M) 为外微分. 我们把

( ˙Ω(M), ḋ) = · · · −→ Ck−1(M)
dk−→ Ck(M)

dk+1

−→ Ck+1 −→ · · ·

称为上链复形 (cochain complex). 意为 ∀k 有 dk+1 ◦ dk = 0. 我们称 ω ∈ Ωk(M) 是 closedk-
form 若 dω = 0. 称 ω ∈ Ωk(M) 为 exactk-form 若 ∃η ∈ Ωk−1(M) 使 ω = dη. 显然 exact =⇒
closed. 定义 M 的k 阶 de Rham 上同调为

Hk
DR(M) =

ker(Ωk(M)
dk−→ Ωk+1(M))

Im(Ωk−1(M)
dk−1

−→ Ωk(M))

以下简便起见, 记 Hk
DR 为 Hk.

命题 4.14.2. 若 F : M → N 为 ∂-流形的光滑映射, 则 F ∗ : Ωk(N)→ Ωk(M) 诱导了良定义的

F ∗ : Hk(N)→ Hk(M).

证明: 由 F ∗d = dF ∗ 易得.

注记. 若 F :M → N,G : N → P 光滑, 则 G∗ : Hk(P )→ Hk(N) 与 F ∗ : Hk(N)→ Hk(M) 复

合 F ∗ ·G∗ 等于 (G ◦ F )∗.

命题 4.14.3. 若 M 是连通 ∂-流形, 则 H0(M) ∼= R.

证明: d−1 是零映射. 故 H0(M) = ker(d0 : C∞(M,R)→ Ω1(M)). 我们证明

∀f ∈ C∞(M,R)有df = 0⇐⇒ f常值

从而 H0(M) = {M上常值函数} ∼= R.
“⇐=”显然.“=⇒”∀p, q ∈M , 因为 M 连通且任意 ∂-流形局部道路连通, 故 M 道路连通,

故存在分段 C∞ 的 γ : [0, 1]→M 使 γ(0) = p, γ(1) = q. 则,

f(q)− f(p) = f(γ(1))− f(γ(0)) =
ˆ 1

0
(f ◦ γ)′dt =

ˆ 1

0
d(f ◦ γ) =

ˆ 1

0
γ∗df = 0
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命题 4.14.4. 若 dimM = n, 则 ∀k > n 有 Hk(M) = 0.

证明: 若 k > n 则 ΛkTM = 0, 故 Ωk(M) = 0.

定义 4.14.5. 令 M 为紧无边的定向 n 维流形. 则
ˆ
M

: ω ∈ Ωn(M) 7→
ˆ
M
ω ∈ R

给出了良定义的线性映射
ˆ
M

: Hn(M) → R. 这是因为若 ω = dη, η ∈ Hn−1(M), 则
ˆ
M
ω =ˆ

∂M
η = 0.

推论 4.14.6. 若 M 是紧的不带边的定向 n 维流形, 则 dimHn(M) ⩾ 1.

证明:
ˆ
M

: Hn(M)→ R 非零. 取 M 的体积形式 ω 则 dω = 0 但
ˆ
M
ω > 0.

引理 4.14.7. 令 M 为紧定向 n维 ∂-流形,ι : ∂M →M 为嵌入.则 ι∗ : Hn−1(M)→ Hn−1(∂M)

和
ˆ
∂M

: Hn−1 → R 的复合
ˆ
∂M

ι∗ : Hn−1(M)→ R 为零.

证明: 取 ω ∈ Ωn−1(M) 使 dω = 0. 则
ˆ
∂M

ι∗ω =

ˆ
∂M

ω =

ˆ
M
dω = 0

推论 4.14.8. 令 M 为紧定向 n 维 ∂-流形. 则不存在 M 到 ∂M 的光滑收缩 (retraction), 即
不存在光滑映射 φ :M → ∂M 使 φ|∂M = id∂M .

证明: 令 ι : ∂M →M 为嵌入. 若 φ :M → ∂M 是光滑收缩, 考虑

Hn−1(∂M)
φ∗
−→ Hn−1(M)

ι∗−→ Hn(∂M)

´
∂M−→ R

则 int∂M ◦ ι∗ = 0, 故
ˆ
∂M

=

ˆ
∂M
◦(id∂M )∗ =

ˆ
∂M
◦ι∗ ◦ φ∗ : Hn−1(∂M)→ R

是零映射. 矛盾!

定理 4.14.9 (Brower 不动点定理). 令 Bn 为 Rn 中闭单位球.F : Bn → Bn 连续. 则 F 至少存

在一个不动点.

证明: Step 1: 先假设 F 光滑. 若 F 无不动点, 则 φ : Bn → ∂Bn, ∀x ∈ Bn, φ(x) 是以 F (x) 为

起点穿过 x 的射线与 ∂Bn 的交点, 则 φ 是 C∞ 收缩, 不可能.
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x

F (x)

φ(x)

Step 2:只假设 F 连续.令 E = inf
x∈Bn

‖x−F (x)‖ > 0.由Weierstrass逼近定理,∀δ > 0,存在 C∞

的 G : Bn → Rn 使 sup
x∈Bn

‖F (x)−G(x)‖ ⩽ δ. 特别地,‖G(x)‖ ⩽ 1+ δ. 令 K(x) = (1+ δ)−1G(x),

故

‖F (x)−K(X)‖ ⩽ δ + (1− 1

1 + δ
) < 2δ

故 ‖x−K(x)‖ ⩾ ε− 2δ > 0(当 δ <
ε

2
). 故 δ <

ε

2
时 G : Bn → Bn 光滑且无不动点. 矛盾.

定义 4.14.10. 令 F0, F1 :M → N 为 ∂-流形的 C∞ 映射. 若存在 C∞ 映射,

K : [0, 1]×M → N使K(0, ·) = F0,K(1, ·) = F1

则称 K 是C∞ 同伦映射,F0, F1 是 C∞-同伦的, 并记 F0 ' F1. 同伦关系是等价关系.

注记. [0, 1]×M 的 C∞ 结构局部地由 [0, 1]×Hn 给出, 从而由 R× Rn 给出.

定义 4.14.11. ∂-流形 M,N 称为(C∞-) 同伦等价, 若存在 C∞ 的 F :M → N,G : N →M 使

G ◦G ' idM , F ◦G ' idN

定义 4.14.12. ∂-流形 M 称为(C∞-) 可收缩, 若存在 C∞ 的 K,

K : [0, 1]×M →M使K(0, ·) = idM ,K(1, ·)的像为一个点{p}(p ∈M)

令 F : {p} → M,p 7→ M,G : M → {p}, x 7→ p, 则 G ◦ F = id{p}, F ◦G = K(1, ·) 与 idM 同伦.
从而 M 与 {p} 同伦等价.

接下来的主要目标是:

定理 4.14.13 (同伦不变定理). 令 F0, F1 :M → N 为 ∂-流形的同伦的 C∞ 映射. 则 ∀k, F ∗
0 与

F ∗
1 : Hk(N)→ Hk(M) 相等.

推论 4.14.14. 若 F :M → N,G : N →M 满足 G ◦ F ' idM , F ◦G ' idN , 则 F ∗ : Hk(N)→
Hk(M) 是线性同构, 其逆映射为 G∗ : Hk(M)→ Hk(N).

推论 4.14.15 (Poincaré 引理). 若 ∂-流形 M 是 C∞ 可收缩的, 则 dimHk(M) = δk,1.
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同伦不变定理的证明: 令 K : [0, 1] ×M → N 光滑,K(0, ·) = F0, J(1, ·) = F1, ω ∈ Ωk(N). 假
设 dω = 0. 要证 F ∗

1ω − F ∗
0ω 是 exact 的. 令 ω̃ = K∗ω, 则 dω̃ = dK∗ω = K∗dω = 0, 而

F ∗
1 − F ∗

0 = ω̃|1×M − ω̂|0×M . 因此只需证:

引理 4.14.16 (引理 A). 令 M 为 ∂-流形,ω ∈ Ωk([0, 1] ×M) 且 dω = 0. 则 ∃η ∈ Ωk−1(M) 使

ω|1×M − ω|0×M = dη.

定义 4.14.17. 对任意 n 维带角流形 M , 定义 I : Ωk([0, 1] ×M) → Ωk−1(M) 如下. 令 ω ∈
Ωk([0, 1]×M),t : [0, 1]→ [0, 1], x 7→ x, (U,φ1, · · · , φn) 是 U 坐标卡.

ω =
∑

1⩽i1<···<ik−1⩽n
ωi1···ik−1

dt ∧ dφi1 ∧ · · · ∧ dφik−1 +
∑

1⩽j1<···<jk⩽n
ω̃j1,··· ,jkdφ

j1 ∧ · · · ∧ dφjk

这里 ω•, ω̃• ∈ C1([0, 1]× U). 记
ˆ 1

0
ωi1···ik−1

dt : x ∈ U →
ˆ 1

0
ωi1···k−1

(t, x)dt. 则

Iω|U =
∑

1⩽i1<···<ik−1⩽n

(ˆ 1

0
ωi1···ik−1

dt

)
dφi1 ∧ · · · ∧ dφik−1

不难验证此定义与坐标卡选取无关, 故可全局地定义.

注记. 对于非 ∂-流形的带角流形, 我们主要关心的例子是由 n 个线性无关向量张成的平行多边

形的情况.

注记. Iω 有一个更坐标无关的定义方式.

注意 ∀(s, p) ∈ [0, 1] ×M ,ω(s,p) 可看作反对称线性映射 TsR
k−1⊗

TpM → R 定义 interior
product

∂

∂t
⌟ω|(s,p) :

k−1⊗
TpM → R, ξ 7→ ω

(
∂

∂t
⊗ ξ
)
|(s,p)

则
∂

∂t
⌟ω|(s,p) ∈ Λk−1TpM . 能够验证

Iω|p =
ˆ 1

0

(
∂

∂t
⌟ω|(s,p)

)
ds

我们不会用到这个定义, 我们只会用命题 B,C 作为 Iω 的等价刻画方式.

命题 4.14.18 (命题 B). 令 M 为 C∞ 流形,N 为带角 C∞ 流形, 令 F : N → M 为 C∞ 映射.
则以下图交换.

Ωk([0, 1]×M) Ωk−1(M)

Ωk([0, 1]×N) Ωk−1(N)

I

(id×F )∗ F ∗

I

证明: 选取 M 上坐标卡计算可得.

123



定义 4.14.19. 若 M,N 为定向的 m,n 维带角流形, 则带角流形 M ×N 方向如下: 取 M 上 m

形式 ω 处处非零且给出 M 方向,N 上 n 形式 η 处处非零且给出 N 方向, 则 ω ∧ η 给出 M ×N
方向.

注记. 我们有 ∂(M×N) = ∂M×N+(−1)mM×∂N .只需对M 形如 {(x1, · · · , xm) : x1, · · · , xk ⩾
0} 开子集,N 形如 {(y1, · · · , yn) : y1, · · · , yl ⩾ 0} 开子集验证.

命题 4.14.20 (命题 C). 令 N 为 k − 1 维紧定向带角流形,ω ∈ Ωk([0, 1] × N), 则
ˆ
N
Iω =ˆ

[0,1]×N
ω.

证明: 由单位分解化为 N = {(x1, · · · , xk−1) : x1, · · · , xl ⩾ 0} 且 ω 有紧支集的情况. 具体计算
可得.

注记. 若 M 是 Rn 开子集,ω 是 M 上连续 k-形式.v1, · · · , vk ∈ TpM ∼= Rn. 则若 v1, · · · , vk 线性
相关, 则 ω(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = 0. 若线性无关, 令

Nε = p+ {t1v1 + · · ·+ tkvk : 0 ⩽ t1, · · · , tk ⩽ ε}

则 ω(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) = lim
ε→0

1

εk
·
ˆ
Nε

ω. 故 ω 取值由其在平行多面体上积分决定.

引理 A 由如下命题立即得:

命题 4.14.21. 令 M 为 C∞ 带角流形,ω ∈ Ωk([0, 1]×M), 有

ω|1×M − ω|0×M = dIω + Idω

准确地说, 令
ι0 :M → [0, 1]×M,x 7→ (0, x)

ι1 :M → [0, 1]×M,x 7→ (1, x)

则 ι∗1ω − ι∗0ω = dIω + Idω.

证明: 只需对 M 每点邻域验证即可, 而 {(x1, · · · , xn) : x1, · · · , xl ⩾ 0} 上 C∞ 函数/形式总能
局部扩张成 Rn 上 C∞ 函数/形式. 故不妨假设 M 是 Rn 开子集,k ⩽ n. 只需对任意 p ∈ M 以

及足够小的线性无关 v1, · · · , vk ∈ TpM ∼= Rn 证明若

N = p+ {t1v1 + · · ·+ tkvk : 0 ⩽ t1, · · · , tk ⩽ 1}

则 ˆ
1×N

ω −
ˆ
0×N

ω =

ˆ
N
dIω +

ˆ
N
Idω (∗)

由命题 B, 若 ι : N →M 是嵌入映射,λ = (id×ι)∗ω, 则 dI = dι∗Iω = ι∗dIω,

Idλ = I(id×ι)∗ω = ι∗Iω

即 dIλ = dIω|N , Idλ = Idω|N , 故 (∗) 等价ˆ
1×N

λ−
ˆ
0×N

λ =

ˆ
N
dIλ+

ˆ
N
Idλ (∗∗)
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λ ∈ C1([0, 1]×N). 由命题 C,ˆ
N
Idλ =

ˆ
[0,1]×N

dλ =

ˆ
∂([0×1]×N)

λ

=

ˆ
∂[0,1]×N

λ−
ˆ
[0,1]×∂N

λ

=

ˆ
1×N

λ−
ˆ
0×N

λ−
ˆ
∂N

Iλ

=

ˆ
1×N

λ−
ˆ
0×N

λ−
ˆ
N
dIλ

(∗∗) 得证.

注记. 命题 C 告诉我们 ω 7→ Iω 是 N 7→ [0, 1] ×N 的对偶, 从而 ω|1×N − ω|0×N = dIω + Idω

是 1×N − 0×N = ∂([0, 1]×N) + [0, 1]× ∂N 的对偶. 这是以上证明的核心思想.

同伦不变定理证明完成. 我们也有:

定理 4.14.22. 令 M,N 为 ∂-流形,K : [0, 1]×M → N 为 C∞ 映射, 令

J : ˙Ω(N)→ ˙Ω−1(M), Jω = IK∗ω

令 F1 = K(1, ·) :M → N,F0 = K(0, ·) :M → N , 则

F ∗
1 − F ∗

0 = dJ+ Jd : ˙Ω(N)→ ˙Ω(M)

成立

Ωk(N) Ωk+1(N)

Ωk−1(M) Ωk(M)

F ∗
1 −F ∗

0

d

J

J

d

在同调代数中, 满足 F ∗
1 −F ∗

0 = dJ+Jd 的 J : ˙Ω(N)→ ˙Ω−1(M) 称为 F ∗
0 和 F ∗

1 之间的 cochain
homotopy.

证明: 由前一命题运用到 K∗ω 即得.

我们来给同伦不变定理一些初步应用:

引理 4.14.23. 令 Sn 为 n 维单位球面, 定义 antipodal map,A : Sn → Sn, x 7→ x. 若 n 是偶数,
则 A 不与 idSn 光滑同伦.

证明: 令 ω = ∗(x1dx1 + · · ·+ xn+1dxn+1) =
n+1∑
i=1

(−1)i+1xidx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn+1. 令 ν 为

Sn 上向外法向量场, 则 ˆ
Sn

ω =

ˆ
Sn

〈X, ν〉 dν = vol(Sn) > 0

这里 X = x1
∂

∂x1
+ · · · + xn+1 ∂

∂xn+1
. 令 η = ω|Sn . 若 A ' idSn , 则由 dη = 0 知 η − A∗η =

dµ, µ ∈ Ωn−1(Sn). 从而 ˆ
Sn

(η −A∗η) =

ˆ
∂Sn

µ = 0

但易知 A∗η = −η(这里用到 n 是偶数). 故
ˆ
Sn

η =

ˆ
Sn

ω = 0. 矛盾!
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定理 4.14.24. 令 n 为偶数,F : Sn → Sn 连续, 则存在 x ∈ Sn 使 F (x) = x 或 F (x) = −x.

证明: 假设 ∀x ∈ Sn 有 F (x) 6= x, F (x) 6= −x. 由多项式逼近, 存在 C∞ 的 G : Sn → Rn \ {0}

使

∣∣∣∣〈G(x), x〉‖G(x)‖

∣∣∣∣ < 1 对所有 x ∈ Sn 成立. 故 G(x)

‖x‖
6= ±x. 通过把 F (x) 换成

G(x)

‖G(x)‖
, 不妨假设

F : Sn → Sn 光滑且 ∀x ∈ Sn 有 F (x) 6= ±x.
∀x ∈ Sn, 取 γ(·, x) : t ∈ [0, 2π] → Sn 为匀速的大圆 (半径为 1) 运动, 且 γ(0, x) =

x.γ(t, x) = F (x) 若 t 是 Sn 上 x 到 F (x) 最短距离. 则 γ : [0, 2π]× Sn → Sn 光滑.

γ(0, ·) = idSn , γ(π, ·) = A

故 A 与 idSn 同伦. 矛盾!

推论 4.14.25 (毛球定理). 若 n 是偶数,X 是 Sn 上连续向量场, 则 X 有零点.

证法 1: 把 X 看作函数 X : Sn → Rn. 故 ∀p ∈ Sn,p 与 X(p) 垂直. 假设 X 处处非零, 则

F : Sn → Sn, p 7→ X(p)

‖X(p)‖

连续且 p 与 F (p) 正交. 特别地,F (p) 6= ±p. 不可能.

证法 2: 通过光滑逼近, 不妨假设 X 光滑且 X 处处非零,∀p ∈ Sn, 令

γ(t, p) = p cos t+ Xp

‖Xp‖
sin t

则 γ(0, ·) = idSn , γ(π, ·) = − idSn , 即 idSn ' − idSn . 矛盾!
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