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导言

本书要对新的量子力学作出统一的论述，并在可能而且适宜的范围内，做

到数学上严密可靠。近几年来，新的量子力学已经形成了所谓“变换理论”；

它的主要部分看来已经定型。本书着重讨论与这一理论相关的一般问题和根

本问题，尤其要深入考察其中困难的诠释问题；这些问题有不少至今尚未彻

底澄清。其中，量子力学同统计学以及经典统计力学的关系尤为重要。至于如

何把量子力学方法应用于个别问题，以及从一般理论中分化出来的各种专门

理论，本书通常不作讨论；只要不妨碍读者理解各部分之间的一般联系，就

尽量略去。这样处理还有一个理由：这些方面已经有好几部出色的著作，或

正在陆续出版。0.1

另一方面，本书将介绍这一理论所需的数学工具，也就是希尔伯特空间及

其所谓厄米算符的理论。为此，无界算符也必须详细讨论，因而需要超出Hilbert
以及 E. Hellinger、F. Riesz、E. Schmidt、O. Toeplitz等人所建立的传统理论范围。这
里先说明所采用的方法：我们通常直接对算符本身进行运算，因为物理量正是

由这些算符表示的；不以矩阵作为运算的出发点，因为只有在希尔伯特空间中

任意选定一个具体坐标系之后，才得到算符的矩阵表示。这种不依赖坐标、也

就是具有不变性的处理方法，带有鲜明的几何特点，并且在形式上有相当大的

优点。

Dirac也给出了不依赖坐标的量子力学表述，其简洁、优美几乎无出其右；

0.1德文中已有以下综合性著作：Sommerfeld：Atombau und Spektrallinien第 4版的补卷，Braun-
schweig，1928。Weyl：Gruppentheorie und Quantenmechanik，Leipzig，1928；第 2版，Leipzig，
1931。Fraenkel：Einführung in die Quantenmechanik，Berlin，1929。Born与 Jordan：Elementare
Quantenmechanik，Berlin，1930。Dirac：Prinzipien der Quantenmechanik，W. Bloch译，Leipzig，
1931。
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他的数篇论文和最近出版的著作采用的都是这种表述。0.2 因此，我们也许应当

在这里说明，为什么采用一种同他很不相同的方法。

Dirac 的上述方法清楚而优美，如今量子力学文献中已有很大一部分采用
了它。然而，它完全不符合数学严格性的要求；即使把这种要求适当地、合理

地降低到理论物理通常采用的程度，情况也仍然如此。例如，这种方法始终坚

持一个虚构：每个自伴算符都能化为对角形。对于那些实际上不能如此处理的

算符，就不得不引入具有自相矛盾性质的“广义”函数。有时，即使目的只在于

数值计算一个以直观方式规定的实验的结果，也难以避免这类数学“虚构”。假

如这些不能纳入现有分析学框架的概念，果真是新物理理论所不可缺少的，那

么这并不构成反对它的理由。Newton力学曾促成微积分的诞生，而微积分在当
时的形式中无疑存在自相矛盾；同样，量子力学也可能要求我们重新建立“无

穷多变量的分析学”。那就应当改动数学工具，而不是物理理论。但事实绝非

如此。本书将表明，变换理论也可以用同样清楚、统一的方式，建立在数学上

可靠的基础之上。必须强调，要正确地建立这一理论，并不是把 Dirac的方法
表述得更加精确、详尽，而是须从一开始就采用不同的途径，即以 Hilbert的算
符谱理论为依托。

在分析根本问题时，我们将特别说明，如何从几个定性的基本假设推导出

量子力学的统计公式。此外，还要详细讨论：量子力学之所以具有统计性质，是

否因为我们对自然界的描述还不能唯一确定结果，也就是说，这种描述还不完

备？这种解释最符合一条一般原则：任何概率陈述，都来自我们知识的不完备。

人们的确曾多次提出这种“隐参数”解释，也提出过与它相近的另一种解释：把

“隐参数”归于观察者，而非被观察的系统。然而，结果表明，这样的解释很难

令人满意；更准确地说，它同量子力学的某些定性基本公设并不相容。0.3

本书还考察量子统计理论同热力学的关系。深入研究表明，经典力学中那

些众所周知的困难，也就是同建立热力学所需的“无序假设”有关的困难，在

0.2 参见 Proc. Roy. Soc.，London，第 109卷（1925）及以下各卷，尤其是第 113卷（1926）。
P. Jordan：Z. Physik第 40卷（1926），以及 F. London：Z. Physik第 40卷（1926），在独立
于 Dirac的工作中，也为这一理论提供了相近的论证。

0.3 参见第 IV章及 VI.3。
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这里可以克服。0.4

0.4 参见第 V章。
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I. 初步考察

1. 变换理论的产生

量子理论在 1900年至 1925年间取得了巨大成就；Planck、Einstein和 Bohr
的名字标志着这段发展历程。1.1这里无须详述这些成就。到这一时期结束时，

几乎已经无可怀疑地确定：一切基本过程，也就是原子和分子尺度上发生的

一切，都受量子“不连续”规律的支配。几乎各个方面也都有了定量的量子理

论方法，所得结果通常同经验符合得很好，或至少尚能令人满意。还有一项

具有根本意义的进展：理论物理研究中已接受这样一种观念——我们在宏观

世界中所感知的连续性原则，即“自然不作跳跃”（natura non facit saltus），不
过是平均过程造成的表象，世界本质上仍是不连续的。人通常一次感知的是

大量基本过程的总和，其数目为 1024 的许多倍；T1.1于是，抹平一切差异的大

数定律，就把个别过程的真实面貌完全掩盖了。

然而，在上述时期，量子理论还没有一个数学物理体系，能把当时已知的

一切统一起来；更谈不上具有力学、电动力学和相对论原有体系那样恢宏而严

整的统一性——这种统一性已经被量子现象打破。量子理论要求普遍有效，显

然有充分理由，却缺少相应的形式工具和思想工具。它把本质上不同、各自独

立、彼此异质，甚至部分相互矛盾的各种方案混合在一起，难以理清。其中最

突出的，一是仍部分属于经典力学和电动力学的对应原理；不过，这一原理在

1.1主要阶段如下：Planck 发现了“黑体”空腔辐射情形中的量子定律，例如可参见他的

Wärmestrahlung，Leipzig，1906 中的叙述；Einstein 证明了光的粒子性，即光量子理论，
见 Ann. Physik〔4〕第 17卷〔1905〕，由此给出了波粒二象性的第一个例子，如今我们知
道，这种二象性支配着整个微观物理学；Bohr将这两组规律推广到原子模型，见 Fysisk
Tidskr.第 12卷（1914），以及 Z. Physik第 6卷（1920）。

T1.1原文的 Quadrillionen采用德语长阶命数法，单位为 1024，这里直接写出数值。
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后来澄清问题时将发挥决定性作用。二是光的本性中自相矛盾的二重性，即波

与微粒，参看原注 1.1和原注 3.32。此外，还存在不量子化的运动，即非周期
运动，以及量子化的运动，即周期运动或多重周期运动。1.2

1925年，人们找到了解决办法。Heisenberg提出的一种思路，经Born、Heisen-
berg、Jordan，以及稍后的Dirac，发展成了新的量子理论体系；这是物理学第一
次拥有完整的量子理论体系。不久之后，Schrödinger从完全不同的出发点建立
了“波动力学”，取得了同样的成果，而且很快就证明，它同 Heisenberg–Born–
Jordan及 Dirac的体系等价；至少在数学意义上如此，参看 I.3和 I.4。1.3 Born从
统计的角度诠释了量子理论对自然界的描述。1.4 在此基础上，Dirac和 Jordan把
两种理论融合成一种理论，即“变换理论”。1.5 两者在其中相互补充，从而能够

以数学上特别简单的方式处理物理问题。

还应当提到，尽管这已不属于本书的主要论题：Goudsmit和Uhlenbeck又发
现了电子的磁矩和角动量，此后旧量子理论的困难几乎全部消失，我们由此有

了一个几乎完全令人满意的力学体系。诚然，开头提到的同电动力学及相对论

的大统一，尚未恢复；但至少已经有了一种普遍有效的力学。量子规律以不言

而喻的必然性纳入其中，而我们的绝大部分经验也得到了令人满意的解释。1.6

1.2 采用 Epstein–Sommerfeld方法，已经能够确定多重周期运动在力学定律之外还须满足的
量子定律，例如参见 Sommerfeld：Atombau und Spektrallinien，Braunschweig，1924。另一方
面，也已确认，自由运动的质点，或沿双曲线轨道而非椭圆轨道运行的行星，是“未量

子化”的。读者若想全面了解量子理论这一发展阶段，可参阅 Reiche：Die Quantentheorie,
ihr Ursprung und ihre Entwicklung，Berlin，1921，以及 Landé：Fortschritte der Quantentheorie，
Dresden，1922。

1.3 证明见 Schrödinger：Ann. Physik〔4〕第 79卷（1926）。
1.4 Z. Physik第 37卷（1926）。
1.5 参见原注 0.2所列论文。Schrödinger的论文已汇集成书：Abhandlungen zur Wellenmechanik，

Leipzig，1928。
1.6目前的情况可以概括如下：理论只要涉及单个电子，或原子、分子的电子壳层，就完全

成功，无论研究的是静电力的作用，还是光的产生、传播与转化中的电磁过程。相反，在

处理原子核，以及尝试建立一般的、相对论性的电磁理论时，尽管在一些局部问题上已

取得可观成果，似乎仍遇到了重大的困难，若没有实质性的新思想，恐怕难以克服。
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2. 量子力学最初的表述

为了先有一个大概的认识，我们来简述 Heisenberg–Born–Jordan的“矩阵力
学”和 Schrödinger的“波动力学”各自提出的基本问题。

两种理论的出发点，都是一个由哈密顿函数H(q1, . . . , qk, p1, . . . , pk)给定的

经典力学问题。（其含义是力学教科书中详述的以下内容：系统具有 k个自由

度，因此只要给定 k 个坐标 q1, . . . , qk 的数值，就确定了系统在该时刻的状态。

能量是这些坐标及其时间导数的一个给定函数：

E = L(q1, . . . , qk, q̇1, . . . , q̇k),

通常是导数 q̇1, . . . , q̇k 的二次式。以

p1 =
∂L

∂q̇1
, . . . , pk =

∂L

∂q̇k

引入坐标 q1, . . . , qk的“共轭动量”p1, . . . , pk；在上述关于 L的假设下，它们线

性地依赖于q̇1, . . . , q̇k。无论如何，我们可以借助 p1, . . . , pk，从 L中消去 q̇1, . . . ,

q̇k，得到

E = L(q1, . . . , qk, q̇1, . . . , q̇k) = H(q1, . . . , qk, p1, . . . , pk).

这个H就是哈密顿函数。）两种理论都希望由这一哈密顿函数，尽可能多地了解

系统的真实行为，也就是量子理论意义上的行为：1.7 首先确定可能的能级，再

1.7 众所周知，经典力学的运动完全由哈密顿函数支配，因为它给出运动方程

q̇l =
∂H

∂pl
, ṗl = −

∂H

∂ql
(l = 1, . . . , k).

在量子力学发现以前，人们曾保留这些运动方程，另加一些“量子条件”，以求把握量

子现象，参见原注 1.2。对于 t = 0时给定的每一组 q1, . . . , qk, p1, . . . , pk 的值，运动方程

都确定其后续的时间演化，即系统在 2k维“相空间”q1, . . . , qk, p1, . . . , pk 中的“轨道曲

线”；附加条件则从中挑选出一部分允许的初值或轨道曲线。因此，只允许少数几种轨

道，相应地，能量也只能取少数几个能级。虽然量子力学彻底抛弃了这一方法，但从一

开始就可以看出，哈密顿函数在其中仍须起重要作用。因为一切经验都证实了 Bohr所
谓对应原理：在大量子数的极限情况下，量子理论必须给出与经典力学一致的结果。
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认识与之对应的“定态”，计算各定态之间的“跃迁概率”，等等。1.8

矩阵理论给出的求解规则如下：寻找一个由 2k 个矩阵 Q1, . . . , Qk, P1, . . . ,

Pk 组成的系统。1.9 第一，它们要满足关系

QmQn −QnQm = 0, PmPn − PnPm = 0,

PmQn −QnPm =

0, m 6= n,

h

2πi
1, m = n,

(m,n = 1, . . . , k);

第二，矩阵W = H(Q1, . . . , Qk, P1, . . . , Pk)要成为对角矩阵。（这里不追究这些

方程的来源，尤其不追究第一组方程，也就是所谓“对易关系”的来源；这一

理论的整个非交换矩阵演算都受这些关系支配。原注 0.1所引著作中有详尽说
明。这里 h是 Planck的作用量子。）于是，W 的对角元，记为 w1, w2, . . .，就是

系统各种可能的能级。矩阵Q1, . . . , Qk的元素 q
(1)
mn, . . . , q

(k)
mn，则以一定方式决定

系统的跃迁概率及跃迁时发出的辐射；这里所说的跃迁，是从能量为 wm的第

m态，跃迁到能量为 wn的第 n态，且 wm > wn。

还须指出，矩阵

W = H(Q1, . . . , Qk, P1, . . . , Pk)

并不完全由 Q1, . . . , Qk, P1, . . . , Pk 及经典哈密顿函数 H(q1, . . . , qk, p1, . . . , pk) 确

定。原因是 Ql与 Pl在乘法下并非全部相互交换；然而，在H(q1, . . . , qk, p1, . . . ,

pk)的经典含义中，区分 p1q1项与 q1p1项之类的做法，根本没有意义。因此，对

H 的规定必须超出这个表达式的经典含义，还要确定各项中 ql 与 pl 各因子的

次序。一般情况下，这一步尚未完成；但在最重要的特殊情形中，已经知道适

当的规定方式。

1.8 最后这三个概念，取自前量子力学时期的量子理论，主要由 N. Bohr发展起来。后面我
们将从量子力学的立场深入分析它们，参见 III.6所介绍的 Dirac光的理论。若想了解它
们的历史联系，可参看 Bohr在 1913至 1916年间关于原子结构的论文，H. Stintzing的德
译本于 1921年在 Braunschweig出版。

1.9 更仔细的数学分析表明，这里必然要用到无限矩阵。现在不详细考察这类矩阵的性质，

后面还会深入研究。眼下只须把形式代数的演算理解为：按照熟知的矩阵加法与乘法规

则进行计算。0及 1尤其分别指零矩阵与单位矩阵：前者的全部元素为零；后者除对角

线上为 1外，其余元素均为零。
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（不过，在下面这种简单情形中，并没有这样的疑问：所研究的系统由 ν个

粒子组成，因而有 k = 3ν个坐标 q1, . . . , q3ν；例如，q3µ−2, q3µ−1, q3µ是第 µ个粒子

的三个直角坐标，µ = 1, . . . , ν。这些粒子之间的相互作用由势能 V (q1, . . . , q3ν)

给定。此时，经典哈密顿函数为

H(q1, . . . , q3ν , p1, . . . , p3ν)

=
ν∑

µ=1

1

2mµ
(p23µ−2 + p23µ−1 + p23µ)

+ V (q1, . . . , q3ν),

其中mµ是第 µ个粒子的质量，p3µ−2, p3µ−1, p3µ是它的动量分量。代入矩阵 Q1,

. . . , Q3ν , P1, . . . , P3ν 之后，这个表达式的意义十分明确；特别是，V 项不会造成

任何困难，因为全部 Q1, . . . , Q3ν 相互交换。）重要的一点是，我们只允许厄米

矩阵，即恒满足 amn = anm的矩阵 A = {amn}；元素 amn可以是复数！因此，只

要Q1, . . . , Qk, P1, . . . , Pk全是厄米矩阵，H(Q1, . . . , Qk, P1, . . . , Pk)也必须是厄米

的。这使前面提到的因子次序受到一定限制，但这种限制还不够强，不能从经

典 H(q1, . . . , qk, p1, . . . , pk)唯一确定 H(Q1, . . . , Qk, P1, . . . , Pk)。1.10

与此相对，波动力学的规则如下。先写出哈密顿函数 H(q1, . . . , qk, p1, . . . ,

pk)；再对系统位形空间中的任意函数 ψ(q1, . . . , qk)，列出微分方程

H

(
q1, . . . , qk,

h

2πi

∂

∂q1
, . . . ,

h

2πi

∂

∂qk

)
ψ(q1, . . . , qk)

= λψ(q1, . . . , qk).

这里是位形空间，而非相空间；也就是说，ψ中不能出现 p1, . . . , pk！H
(
q1, . . . ,

qk,
h
2πi

∂
∂q1
, . . . , h

2πi
∂
∂qk

)
要理解为作用于函数的一种运算，其意义不难明白。例如，

在前述情形中，

H(q1, . . . , q3ν , p1, . . . , p3ν)

1.10 即使 Q1, P1 是厄米矩阵，Q1P1 及 P1Q1 也未必是；但 1
2(Q1P1 + P1Q1)总是厄米的。以

Q2
1P1 为例，1

2(Q
2
1P1 + P1Q

2
1)与 Q1P1Q1 都可以考虑；不过，当 P1Q1 −Q1P1 = h

2πi1时，

这两个表达式恰好相同。再以Q2
1P

2
1 为例，则有 1

2(Q
2
1P

2
1 +P 2

1Q
2
1)、Q1P

2
1Q1、P1Q

2
1P1等

等，而这些表达式即使在刚才那个特殊情形中也不再一致。这里不再详述，因为后面发

展算符演算以后，这些关系会清楚得多。
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=
ν∑

µ=1

1

2mµ
(p23µ−2 + p23µ−1 + p23µ)

+ V (q1, . . . , q3ν),

这一运算把函数 ψ(q1, . . . , q3ν)变为
ν∑

µ=1

1

2mµ

(
h

2πi

)2
(

∂2

∂q23µ−2

ψ +
∂2

∂q23µ−1

ψ +
∂2

∂q23µ
ψ

)
+ V ψ

（这里省去了 V 和 ψ 中的变量 q1, . . . , q3ν）。由于运算 q1
h
2πi

∂
∂q1
不同于运算

h
2πi

∂
∂q1
q1，1.11因此，H(q1, . . . , qk, p1, . . . , pk)中 qm 与 pm 各因子的次序，又带来了

不确定性。不过，Schrödinger 说明了如何把问题归结为一个确定的变分原理，
从而消除这种不确定性，并使所得微分方程具有自伴性。1.12

这个微分方程，即“波动方程”，完全具有本征值问题的性质：把 λ看成本

征值参数，并要求本征函数 ψ = ψ(q1, . . . , qk)满足某些条件，例如在位形空间，

即 q1, . . . , qk空间的边界上为零，在内部正则且为单值。按照波动理论，λ的本

征值，无论属于点谱还是连续谱，1.13 都是可能的能级。相应的复本征函数 ψ，也

同系统的相应状态相关联；这些状态在 Bohr的意义下是定态。例如，考虑一个
由 ν个电子组成的系统，k = 3ν，参看上文，e为电子的电荷。按照 Schrödinger
的看法，其中第 µ 个电子应当设想为“弥散”在整个 x, y, z 空间中，即 q3µ−2,

q3µ−1, q3µ空间中。它在点 x, y, z处测得的电荷密度为

e

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
3ν−3重

|ψ(q1 · · · q3µ−3xyzq3µ+1 · · · q3ν)|2

1.11有
h

2πi

∂

∂q1
(q1ψ) = q1

h

2πi

∂

∂q1
ψ +

h

2πi
· ψ.

因此，
h

2πi

∂

∂q1
· q1 − q1 ·

h

2πi

∂

∂q1
=

h

2πi
1,

其中 1为恒等运算，即把 ψ 映射为自身。换言之， h
2πi

∂
∂q1
和 q1 满足与矩阵 P1, Q1 相同

的对易关系。
1.12 前两篇论文重印于原注 1.5所列的书中。〔Ann. Physik〔4〕第 79卷（1926）。〕
1.13 参见原注 1.12所列 Schrödinger的第一篇论文。“谱”及其各个部分，将在 II.6至 II.9中准
确地定义。
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dq1 · · · dq3µ−3 dq3µ+1 · · · dq3ν .

（为了使总电荷等于 e，必须按条件∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
3ν 重

|ψ(q1 · · · q3ν)|2 dq1 · · · dq3ν = 1

将 ψ归一化；这里要对全部 3ν 个变量积分！对于每一个 µ = 1, . . . , ν，得到的

都是同一个方程。）

此外，对于不处于Bohr定态的系统，波动力学也能作出论断，1.14 具体如下。
状态若非定态，即随时间而变化，那么波函数 ψ = ψ(q1, . . . , qk; t)就含有时间 t，

并按照微分方程1.15

−H
(
q1, . . . , qk,

h

2πi

∂

∂q1
, . . . ,

h

2πi

∂

∂qk

)
ψ(q1, . . . , qk; t)

=
h

2πi

∂

∂t
ψ(q1, . . . , qk; t)

变化。也就是说，可以任意给定 t = t0 时的 ψ，此后任意时刻 t的 ψ就都唯一

确定了。比较 Schrödinger的两个微分方程可知，即使对应于定态的 ψ，其实也

依赖于 t；只不过此时 t以如下方式进入：

ψ(q1, . . . , qk; t) = e−
2πi
h λtψ(q1, . . . , qk; 0).

也就是说，t只出现在一个因子中；这个因子不依赖于 q1, . . . , qk，即在位形空

间中为常数，而且绝对值为 1。因此，例如前面定义的电荷密度分布就不会变

化。（一般说来，我们会猜想：ψ中一个在位形空间内为常数、绝对值又为 1的

因子，原则上无法观测。后面更细致的考察将证实这一点。）

第一个微分方程的本征函数构成完全正交系，1.16 所以每个 ψ = ψ(q1, . . . ,

qk) 都能按它们展开。设本征函数为 ψ1, ψ2, . . .，这里仍都不依赖于 t；相应的

1.14 矩阵力学最初的形式，参见上面的讨论，尚未提出能够把定态作为特例涵盖在内的一般

状态概念。理论所研究的，只是那些与能量本征值对应的定态。
1.15 H = H(q1, . . . , qk, p1, . . . , pk)甚至可以显含时间 t。当然，这时一般根本不存在定态。
1.16 若具有纯点谱，参见 II.6。
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本征值为 λ1, λ2, . . .。展开式是1.17

ψ(q1, . . . , qk) =
∞∑
n=1

anψn(q1, . . . , qk).

如果 ψ确实依赖于 t，那么 t就进入展开系数 an；至于本征函数 ψ1, ψ2, . . .，此

处以及以下各处始终都取为不依赖于 t。因此，如果给定的 ψ = ψ(q1, . . . , qk)其

实就是 ψ(q1, . . . , qk; t0)，那么由

ψ = ψ(q1, . . . , qk; t) =
∞∑
n=1

an(t)ψn,

Hψ =
∞∑
n=1

an(t)Hψn =
∞∑
n=1

λnan(t)ψn,

h

2πi

∂

∂t
ψ =

∞∑
n=1

h

2πi
ȧn(t)ψn,

在第二个微分方程中比较系数，便得到

h

2πi
ȧn(t) = −λnan(t), an(t) = cne

− 2πi
h λnt,

也就是

an(t) = e−
2πi
h λn(t−t0)an(t0) = e−

2πi
h λn(t−t0)an,

ψ = ψ(q1, . . . , qk; t) =
∞∑
n=1

e−
2πi
h λn(t−t0)anψn(q1, . . . , qk).

所以，如果 ψ所表示的状态不是定态，也就是 an 并非只有一个不为零，那么

当 t变化时，ψ的变化就不再仅仅是乘上一个在位形空间内为常数、绝对值为

1的因子。前面定义的电荷密度一般也将随之变化；换言之，空间中会发生真

实的电振荡。1.18

可见，两种理论采用的概念和实际求解规则相当不同。尽管如此，它们从一

开始就总是给出相同的结果，甚至当两者给出的细节都不同于旧量子理论时，

1.17 这个级数展开，以及后面的一切级数展开，都依均方收敛。II.2将详细讨论这一点。
1.18 定态中不存在这种振动，而且只有定态中没有，这是 Bohr在 1913年提出的最重要的基
本公设之一。经典电动力学与它相矛盾。
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也仍然如此。1.19 正如 I.1 中所说，这一引人注目的事实，很快由 Schrödinger 关
于两者数学等价的证明得到了解释。1.20 下面就来讨论这个等价性证明，同时介

绍 Dirac和 Jordan的一般“变换理论”；这一理论把上述两种理论都包含在内。

3. 两种理论的等价性：变换理论

矩阵理论的基本问题，是确定矩阵Q1, . . . , Qk, P1, . . . , Pk，使它们首先满足

I.2的对易关系，见第 14页；T1.2 其次，使它们的一个确定函数H(Q1, . . . , Qk, P1,

. . . , Pk)成为对角矩阵。Born和 Jordan在最初发表的论文中，就已把这个问题
分为如下两步。

第一步，任意找出一组矩阵Q1, . . . , Qk, P 1, . . . , P k，只要求它们满足对易关

系；这很容易做到。1.21此时，一般说来，

H = H(Q1, . . . , Qk, P 1, . . . , P k)

并非对角矩阵。第二步，把所需的解设成

Q1 = S−1Q1S, . . . , Qk = S−1QkS,

P1 = S−1P 1S, . . . , Pk = S−1P kS,

其中 S本可为任意矩阵，但总须具有逆矩阵 S−1，满足 S−1S = SS−1 = 1。由Q1,

. . . , Qk, P 1, . . . , P k满足对易关系，即可推出Q1, . . . , Qk, P1, . . . , Pk也满足这些关

系，而且不论 S为何都成立！此外，H = H(Q1, . . . , Qk, P 1, . . . , P k)变成H = H(Q1,

. . . , Qk, P1, . . . , Pk)时，有 H = S−1HS。1.22 所以，对 S只须提出一个要求：给定

H之后，S−1HS应当是对角矩阵。（当然，还应确保 S−1Q1S等等同原来的Q1等

1.19 参见原注 1.12中所列 Schrödinger的第二篇论文。
1.20 参见原注 1.3。
T1.2 原文此处页码误指。这里的页码和链接按对易关系的实际位置设置。
1.21例如，参见原注 0.1所列 Born与 Jordan著作的第 20、23节。
1.22 由于

S−1 · 1 · S = 1,

S−1 · aA · S = a · S−1AS,



20

等一样，都是厄米的。不过仔细考察就会发现，对 S的这项附加要求，总能事

后满足。因此，在这里的初步考察中，我们完全不予考虑。）

这样，任务就是依照 S−1HS的形式，把一个给定的 H化为对角形。现在来

准确说明这意味着什么。

设矩阵 H的元素为 hµν，所求矩阵 S的元素为 sµν；同样未知的对角矩阵 H

的对角元为 wµ，即一般元素为 wµδµν。1.23 H = S−1HS同 SH = HS是一回事。按

已知的矩阵乘法法则算出两边相应的元素，并令它们相等，就得到∑
ν

sµν · wνδνϱ =
∑
ν

hµν · sνϱ,

即 ∑
ν

hµν · sνϱ = wϱ · sµϱ.

因此，矩阵 S的各列 s1ϱ, s2ϱ, . . .，ϱ = 1, 2, . . .，连同 H的相应对角元 wϱ，就是

所谓本征值问题的解；该问题为∑
ν

hµνxν = λ · xµ (µ = 1, 2, . . .).

当然，必须排除平凡解 x1 = x2 = · · · = 0。实际上，xν = sνϱ、λ = wϱ确为一个

解；xν ≡ 0，即对所有 ν 都有 sνϱ ≡ 0的情形，不可能发生。否则 S的第 ϱ列将

恒为零，这同它具有逆矩阵 S−1相矛盾！值得注意的是，在本质上，除此之外

再没有别的解。

上式的意思是：用矩阵 H变换向量 x = {x1, x2, . . .}，等于把它乘以数 λ。先

用 S−1变换 x = {x1, x2, . . .}，得到向量 y = {y1, y2, . . .}；再用 H变换 y，相当于

S−1 · (A+B) · S = S−1AS+ S−1BS,

S−1 ·AB · S = S−1AS · S−1BS,

对每个矩阵多项式 P (A,B, . . .)都有

S−1P (A,B, . . .)S = P (S−1AS, S−1BS, . . .).

把对易关系的左边取作 P，就得到这些关系的不变性；把H取作 P，便得到 S−1HS = H。
1.23 δµν 是熟知的 Kronecker–Weierstraß记号：µ = ν 时等于 1，µ 6= ν 时等于 0。
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用 HS−1 = S−1HS · S−1 = S−1H变换 x。这又相当于用 S−1变换 λx，所得因而是

λy。现在，Hy的分量是T1.3 ∑
ν wµδµνyν = wµyµ，而 λy的分量是 λyµ。所以，对

全部 µ = 1, 2, . . .，都必须有 wµyµ = λyµ；也就是说，只要 wµ 6= λ，就有 yµ = 0。

把第 ϱ个分量为 1、其余分量都为 0的向量记为 ηϱ，上面的结论便是：y 是满

足 wϱ = λ的那些 ηϱ的线性组合；特别地，若没有这样的 ϱ，它就是零。用 S作

用于 y便得到 x，所以 x是上述各 ηϱ经 S变换所得向量的线性组合。ηϱ的第 ν

个分量为 δνϱ，因此 Sηϱ的第 µ个分量为
∑

ν sµνδνϱ = sµϱ。若把 S的第 ϱ列 s1ϱ,

s2ϱ, . . .看作向量，x就是所有满足 wϱ = λ的列向量的线性组合；特别地，没有

这样的列时，x就是零。于是，开头的断言得到证明：只有 w1, w2, . . .是本征值，

而 xν = sνϱ、λ = wϱ在本质上就是全部的解。

这一点非常重要。它不仅说明，知道 S,H便确定了本征值问题的全部解；反

过来，一旦完整解出了本征值问题，也可以由此确定 S,H。例如，H可这样确

定：wµ 就是所有的解 λ；每个 λ在序列 w1, w2, . . .中出现的次数，等于属于该

λ的线性无关解序列 (x1, x2, . . .)的个数。1.24 这样，除排列次序外，w1, w2, . . .已

经确定。1.25

所以，矩阵理论的核心问题，就是求解本征值方程∑
ν

hµνxν = λ · xµ (µ = 1, 2, . . .). (E1)

现在转向波动理论。它的基本方程是“波动方程”

Hφ(q1 · · · qk) = λ · φ(q1 · · · qk), (E2)

其中H是前面讨论过的微分算符。任务是求出 φ(q1 · · · qk)和 λ的所有解，但须

排除 φ(q1 · · · qk) ≡ 0、λ任意这一平凡解。这同 E1 的要求相仿：序列 x1, x2, . . .

也可看作“不连续”变量 ν 的函数 xν，其中 ν 取值 1, 2, . . .；它对应于“连续”

T1.3 原文此处写作 Hy，但这一句使用的对角矩阵分量实际属于 Hy。
1.24 对所有满足 wϱ = λ的 ϱ，由 s1ϱ, s2ϱ, . . .构成的 S的各列形成一个完全解系；这些列还

必定线性无关，因为矩阵 S可逆。
1.25 S的列可以任意置换，只要同时对 S−1的行作相应置换，H的对角元就以相同方式置换。

因此，w1, w2, . . .的次序实际上是不确定、不可确定的。
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变量 q1, . . . , qk 的函数 φ(q1 · · · qk)，而 λ在两种情形中的作用相同。但是，线性

变换

xµ 7−→
∑
ν

hµνxν

同另一个变换

φ(q1 · · · qk) 7−→ Hφ(q1 · · · qk)

却不大相像。怎样才能在这里建立类比呢？

我们把下标 ν 看作变量，并使它同 k 个变量 q1, . . . , qk 相对应，也就是把

正整数同 k 维位形空间的一般点相对应；从现在起，这个位形空间记为 Ω。

因此，不能指望
∑

ν 在 Ω 中仍以求和的形式出现。恰当的对应物反而是积分∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

· · · dq1 · · · dqk，或简记为
∫
Ω · · · dv，其中 dv是 Ω中的体积元 dq1 · · · dqk。

矩阵元 hµν 依赖于两个同样取正整数值的下标，因而对应于一个函数 h(q1, . . . ,

qk; q
′
1, . . . , q

′
k)；其中 q1, . . . , qk 和 q′1, . . . , q

′
k 各自独立地遍历 Ω。这样，变换

xµ 7−→
∑
ν

hµνxν 或 xν 7−→
∑
ν′

hνν′xν′

便变成

φ(q1 · · · qk) 7−→
∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

h(q1 · · · qk; q′1 · · · q′k)φ(q′1 · · · q′k) dq′1 · · · dq′k;

本征值问题 E1也可以写成 ∑
ν′

hνν′xν′ = λ · xν ,

它因而变成 ∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

h(q1 · · · qk; q′1 · · · q′k)φ(q′1 · · · q′k) dq′1 · · · dq′k

= λ · φ(q1 · · · qk). (E3)
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E3 这一类本征值问题，在数学中已经得到广泛研究，而且确实可以在很大程

度上仿照 E1类问题来处理。它们称为“积分方程”。1.26

遗憾的是，E2并不具有这种形式。确切地说，要把它改写成这种形式，就

必须为微分算符

H = H

(
q1, . . . , qk,

h

2πi

∂

∂q1
, . . . ,

h

2πi

∂

∂qk

)
找到一个函数 h(q1 · · · qk; q′1 · · · q′k)，使下式对任意 φ(q1 · · · qk)恒成立：

Hφ(q1 · · · qk)

=

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

h(q1 · · · qk; q′1 · · · q′k)φ(q′1 · · · q′k) dq′1 · · · dq′k. (I)

如果这样的 h(q1 · · · qk; q′1 · · · q′k)存在，就称它为函数运算H 的“积分核”；H 本

身则称为“积分算符”。

然而，这样的改写一般是不可能的；微分算符H从来不是积分算符。即使

是最简单的函数算符，把每个 φ 映成自身、记为 1 的算符，也不是积分算符。

不妨来证实这一点。为简单起见，取 k = 1，要求为

φ(q) =

∫ ∞

−∞
h(q, q′)φ(q′) dq′. (∆1)

把这里的 φ(q)换成 φ(q0 + q)，令 q = 0，并引入积分变量 q′′ = q′ − q0。T1.4 于是
得到

φ(q0) =

∫ ∞

−∞
h(0, q′′ − q0)φ(q′′) dq′′.

再把 q0, q
′′改记为 q, q′，可知除 h(q, q′)外，h(0, q′− q)也解决了我们的问题。因

此，不妨假设 h(q, q′)只依赖于 q′ − q。此时要求为

φ(q) =

∫ ∞

−∞
h(q′ − q)φ(q′) dq′

(
h(q, q′) = h(q′ − q)

)
. (∆2)

1.26 积分方程理论由 Fredholm及 Hilbert确立了最终形式。关于这一理论的详尽论述及参考
文献，可参阅 Courant–Hilbert：Methoden der mathematischen Physik，Berlin，1931。

T1.4 原文写作 q′′ = q′ − q0；紧接着的公式实际需要换元 q′′ = q′ + q0。这里保留原文的负号。
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再次把 φ(q)换成 φ(q0 + q)，就知道只考察 q = 0已经足够，即

φ(0) =

∫ ∞

−∞
h(q)φ(q) dq. (∆3)

把 φ(q)换成 φ(−q)，可知 h(q)是解时，h(−q)也是解，从而 h1(q) =
h(q)+h(−q)

2 也

是解。因此，可以假设 h(q)是 q的偶函数。

这些条件不可能同时满足，这一点很清楚：选择在 q ≷ 0时满足 φ(q) > 0、

而 φ(0) = 0的函数，由∆3便推出T1.5，在 q ≷ 0时有 φ(q) = 0。1.27 可是，若选择

φ(q) ≡ 1，就得到
∫∞
−∞ h(q) dq = 1；而根据刚才的论证，又必然有

∫∞
−∞ h(q) dq = 0。

尽管如此，Dirac仍虚设了这样一个函数的存在：

δ(q) = 0 (q ≷ 0), δ(q) = δ(−q),
∫ ∞

−∞
δ(q) dq = 1. (∆4)

它将满足 ∆3：∫ ∞

−∞
δ(q)φ(q) dq = φ(0) ·

∫ ∞

−∞
δ(q) dq +

∫ ∞

−∞
δ(q)

(
φ(q)− φ(0)

)
dq

= φ(0) · 1 +
∫ ∞

−∞
0 · dq = φ(0),

从而也满足 ∆1、∆2。我们应当设想，它除零点外处处为零，但在零点却无穷

大，使 δ(q)的积分仍然等于 1。1.28

一旦接受这种虚设，只要在 δ(q)之外也引入它的导数，就能把种种微分算

符表示成积分算符。例如，

dn

dqn
φ(q) =

dn

dqn

∫ ∞

−∞
δ(q − q′)φ(q′) dq′

=

∫ ∞

−∞

∂n

∂qn
δ(q − q′) · φ(q′) dq′

T1.5 原文此处结论写的是 φ(q) = 0，但这一论证所讨论的应是 h(q) = 0。这里保留原文的符

号。
1.27 确切地说，如果采用 Lebesgue积分概念，那么，除一个测度为 0的集合外，q ≷ 0时都

必须有 φ(q) = 0；也就是说，除去这样的一个集合后，φ(q)恒等于 0。
1.28 因此，δ(q) 的图形是在 q = 0 处无限细、无限高，面积为 1 的尖峰。这大致是函数√

a/π e−aq
2

在 a→ +∞时的极限情形，但这样的函数仍然不可能存在。
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=

∫ ∞

−∞
δ(n)(q − q′)φ(q′) dq′,

qn · φ(q) =
∫ ∞

−∞
δ(q − q′)qn · φ(q′) dq′.

也就是说， dn

dqn 及 qn · · · 的积分核，分别为 δ(n)(q − q′)及 δ(q − q′)qn。依照同样
的办法，可以找出任意复杂的微分算符的积分核。有多个变量 q1, . . . , qk时，采

用 δ的乘积即可达到目的。例如，∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

δ(q1 − q′1)δ(q2 − q′2) · · · δ(qk − q′k)φ(q′1 · · · q′k) dq′1 · · · dq′k

=

∫ ∞

−∞

[
· · ·
[∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
φ(q′1q

′
2 · · · q′k)δ(q1 − q′1) dq′1

]
· δ(q2 − q′2) dq′2

]
· · ·
]
δ(qk − q′k) dq′k

=

∫ ∞

−∞

[
· · ·
[∫ ∞

−∞
φ(q1q

′
2 · · · q′k)δ(q2 − q′2) dq′2

]
· · ·
]
δ(qk − q′k) dq′k = · · ·

= φ(q1q2 · · · qk),∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

δ′(q1 − q′1)δ(q2 − q′2) · · · δ(qk − q′k)φ(q′1 · · · q′k) dq′1 · · · dq′k

=
d

dq1

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

δ(q1 − q′1)δ(q2 − q′2) · · · δ(qk − q′k)φ(q′1 · · · q′k) dq′1 · · · dq′k

=
d

dq1
φ(q1 · · · qk), 等等。

这样，实际上几乎所有算符都能强行采用积分表示 I。
一旦有了这种表示，问题 E1与 E3便完全对应起来；只须作如下替换：

ν 7→ q1 · · · qk, ν ′ 7→ q′1 · · · q′k,∑
ν′

7→
∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

· · · dq′1 · · · dq′k, x 7→ φ.

向量 xν 对应于函数 φ(q1 · · · qk)，同样，矩阵 hνν′ 就应当对应于积分核

h(q1 · · · qk; q′1 · · · q′k)。
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更方便的办法，是直接把积分核看作矩阵，把 q1 · · · qk称为行指标，把 q′1 · · · q′k
称为列指标，分别对应 ν 与 ν ′。这样，除通常的矩阵 {hνν′}之外，就还有另一
类矩阵 {h(q1 · · · qk; q′1 · · · q′k)}，也就是积分核。前者的行与列都是离散的，用数
1, 2, . . .标记；后者的行与列，则各由 k个连续遍历整个 Ω的变量标记。

这种类比看上去也许只是形式上的，实际上并非如此。下标 ν和 ν ′也可以

看作某个位形空间中的坐标，只要把它们解释为量子数即可。在 Bohr理论的
意义下，量子数就是相空间中可能轨道曲线的编号；这些可能轨道受量子条件

的禁限，已经变成离散的。

Dirac 和 Jordan 把这一思路发展成了关于量子过程的统一理论；这里不再
继续讨论。诸如 δ(x), δ′(x), . . .之类的“广义”对象，在其中起决定性作用。它们

超出了通常数学方法的范围，而本书希望借助的正是这些通常方法，来描述量

子力学。因此，我们转向统一两种理论的另一种方法，即 Schrödinger的方法。

4. 两种理论的等价性：希尔伯特空间

I.3中所述方法，归根到底，是把指标值组成的“离散”空间 Z = (1, 2, . . .)，

同力学系统的连续位形空间 Ω作类比；若经典力学自由度为 k，Ω就是 k维的。

这种办法若不对形式体系和数学作某种强行处理，就无法成功，并不令人奇怪：

空间 Z 与 Ω确实十分不同，任何试图直接把两者联系起来的做法，都必然遭

遇巨大的困难。1.29

但我们真正需要的，根本不是 Z与Ω之间的关系，而是两者各自的函数之

间的关系，也就是序列 x1, x2, . . .与波函数 φ(q1 · · · qk)之间的关系；前者是 Z上

的函数，后者是 Ω上的函数。只有这些函数才进入量子力学的问题。

在 Schrödinger理论中，积分∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

|φ(q1 · · · qk)|2 dq1 · · · dqk

1.29 早在量子力学产生以前，所谓“General Analysis”的创立者 E. H. Moore就曾尝试作这种
统一。对此参见 Hellinger–Toeplitz在 Math. Enzyklopädie第 II卷第 3部第 9篇中的文章，
Leipzig，1927。
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起重要作用：要让 φ能够用于物理论断，就必须使它等于 1，参看 I.2。另一方
面，在矩阵理论中，向量 x1, x2, . . .具有决定性作用，参看 I.3的问题 E1。按照

Hilbert关于这类本征值问题的理论，参看原注 1.26，始终要求
∑

ν |xν |2有限。甚
至仅仅为了排除平凡解 xν ≡ 0，通常也要作归一化

∑
ν |xν |2 = 1。所以，在 Z

和 Ω中，都很自然地把允许的函数分别限制为满足∑
ν

|xν |2 及
∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

|φ(q1 · · · qk)|2 dq1 · · · dqk

有限的函数；只有对这样的函数，才有可能乘上一个常数，使相应的和或积分

等于 1，也就是在通常意义下把解归一化。1.30 这两个函数类分别记为 FZ 与 FΩ。

现在有一条定理：FZ 与 FΩ 同构，见 Fischer 及 F. Riesz。1.31其确切含义如
下。可以在 FZ 与 FΩ 之间建立一一对应：每一个满足

∑
ν |xν |2 有限的序列 x1,

x2, . . .，对应于一个满足∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

|φ(q1 · · · qk)|2 dq1 · · · dqk

有限的函数 φ(q1 · · · qk)，反之亦然；而且这一对应是线性的，并且保持长度。“线
性”是说，若 x1, x2, . . .与 y1, y2, . . .分别对应于φ(q1 · · · qk)与ψ(q1 · · · qk)，那么 ax1,

ax2, . . .及 x1+y1, x2+y2, . . .就分别对应于 aφ(q1 · · · qk)及φ(q1 · · · qk)+ψ(q1 · · · qk)。

1.30 Schrödinger理论中多次提到，要求波函数 φ满足的条件，只是∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

|φ(q1, . . . , qk)|2 dq1 · · · dqk

有限。因此，允许 φ在某些地方有奇异性，例如趋于无穷，只须上述积分仍有限。一个

很有启发性的例子，是 Dirac的相对论性理论中的氢原子；参见 Proc. Roy. Soc.，London，
第 117卷（1928），以及W. Gordon：Z. Physik第 48卷（1928）。

1.31后面对希尔伯特空间的讨论，也将给出这一定理的一个证明，参见 II.2、II.3，尤其是 II.2
的定理 5。值得一提的是，这一定理中较容易证明、而且在许多问题中已经够用的一半，
是 FΩ与 FZ 的某个适当部分之间的同构；这部分结果出自Hilbert，见Gött. Nachr.，1906。
Schrödinger最初的等价性证明，参见原注 1.3，也正是建立在这一半结果之上。
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对于相互对应的 x1, x2, . . .和 φ(q1 · · · qk)，“保持长度”是说∑
ν

|xν |2 =
∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

|φ(q1 · · · qk)|2 dq1 · · · dqk.

（之所以称为“保持长度”，是因为通常把 x1, x2, . . .和 φ(q1 · · · qk)看作向量，并
把 √∑

ν

|xν |2 及

√√√√√
∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

|φ(q1 · · · qk)|2 dq1 · · · dqk

看作它们的“长度”。）事实上，还能作更强的断言：若 x1, x2, . . .与 y1, y2, . . .分

别对应于 φ(q1 · · · qk)与 ψ(q1 · · · qk)，则∑
ν

xνyν =

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

φ(q1 · · · qk)ψ(q1 · · · qk) dq1 · · · dqk,

而且两边都绝对收敛。关于最后这一点，还应说明：我们原本也许会希望有∑
ν

xν =

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

φ(q1 · · · qk) dq1 · · · dqk,

或类似的关系，也就是使求和与积分完全对应。但细看就会发现，在量子

力学中，求和
∑

ν 与积分
∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

· · · dq1 · · · dqk，始终只分别作用于 xνyν 和

φ(q1 · · · qk)ψ(q1 · · · qk)这样的表达式。
如何建立这个对应，下一章还要作非常详细的讨论，所以此处不再深入研

究。但必须强调，这种对应的存在具有怎样的意义。Z与 Ω是很不相同的空间，

在它们之间建立关系，必然导致无法解决的数学困难。相反，FZ 与 FΩ是同构

的，即内在结构完全相同；它们在不同的数学对象中，实现了相同的抽象性质。

而且，矩阵理论和波动理论各自真正的分析学基础，是这两个函数类，并不是

Z 与 Ω本身！因此，这一同构意味着，两种理论必定总给出相同的数值结果。

确切地说，只要所述同构把矩阵

H = H(Q1, . . . , Qk;P 1, . . . , P k)
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同算符

H = H

(
q1, . . . , qk;

h

2πi

∂

∂q1
, . . . ,

h

2πi

∂

∂qk

)
相对应，情况就是如此。两者分别由矩阵Ql, P l，l = 1, . . . , k，及函数算符 ql · · ·、
h
2πi

∂
∂ql
· · ·，l = 1, . . . , k，经过相同的代数运算得到。因此，只须说明 ql · · · 对应

于矩阵 Ql，而 h
2πi

∂
∂ql
· · · 对应于矩阵 P l。对 Ql, P l，l = 1, . . . , k，原本只要求满

足 I.2中给出的“对易关系”：T1.6

QmQn −QnQm = 0, PmP n − P nPm = 0,

QmP n − P nQm =

0, m 6= n,

h

2πi
1, m = n,

(m,n = 1, 2, . . .).

与 ql · · ·、 h
2πi

∂
∂ql
· · · 相对应的矩阵，当然满足这些关系，因为函数算符 ql · · ·、

h
2πi

∂
∂ql
· · ·本身就具有上述性质，1.32 而这些性质在同构地转移到 FZ 时不会丧失。

FZ 与 FΩ既然同构，建立在它们之上的量子力学理论又在数学上等价，那

么可以预期：只要找出函数类 FZ 与 FΩ共有的内在性质，并以此为出发点，就

能统一地建立量子力学。这样建立的理论，将不依赖于所选形式框架的偶然特

点，只呈现量子力学在内容上真正重要的特征。

FZ 通常称为“希尔伯特空间”。所以，我们首先要找出希尔伯特空间中不

依赖于 FZ或 FΩ这些具体形式的内在性质。由这些性质描述的数学对象，称为

T1.6 以下第二行的位置与动量因子，其次序同第 14页的对易关系相反，但原文未改变右端
符号。这里保留原书的次序和符号。

1.32 有

qm · qn · φ(q1, . . . , qk) = qn · qm · φ(q1, . . . , qk),
∂

∂qm

∂

∂qn
φ(q1, . . . , qk) =

∂

∂qn

∂

∂qm
φ(q1, . . . , qk),

∂

∂qm
qn · φ(q1, . . . , qk)− qn ·

∂

∂qm
φ(q1, . . . , qk)

=

0, m 6= n,

φ(q1, . . . , qk), m = n,

由此立即得到所需的算符关系。
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“抽象希尔伯特空间”。在具体计算时，它要同 FZ 或 FΩ等同；但在一般讨论中，

处理这个抽象对象比直接处理后两者方便。

我们因此准备先描述抽象希尔伯特空间，再完全严格地证明以下两点：

1. 抽象希尔伯特空间，简称 H.R.，由将要给出的性质唯一刻画；也就是说，
满足这些性质的数学对象在本质上没有区别。

2. FZ 和 FΩ都具备这些性质。

这样，I.4中仅作定性说明的事情，就得到严格证明。完成这些工作之后，我们
再利用所得的数学工具，建立量子力学。
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II. 抽象希尔伯特空间的一般讨论

1. 希尔伯特空间的刻画

现在来完成 I.4末尾提出的计划。希尔伯特空间是处理量子力学的数学基
础；我们要仅用以后量子力学中需要的概念来刻画这个空间。因此，这些概念

必须既适用于由数列 xν（ν = 1, 2, . . .）构成的“离散”函数空间 FZ，也同样适

用于由波函数 φ(q1 · · · qk)构成的“连续”空间 FΩ，其中 q1, . . . , qk遍历位形空间

Ω。前面已经提到，这些概念如下：

α)“数乘”，即把一个（复）数 a与希尔伯特空间的一个元素 f 相乘，得到

af。在 FZ 中，这是把 xν 变为 axν；在 FΩ中，则把 φ(q1 · · · qk)变为 aφ(q1 · · · qk)。
β)希尔伯特空间中两个元素 f, g 的加减：f ± g。在 FZ 中，由 xν , yν 得到

xν ± yν；在 FΩ中，由 φ(q1 · · · qk), ψ(q1 · · · qk)得到 φ(q1 · · · qk)± ψ(q1 · · · qk)。
γ)希尔伯特空间中两个元素 f, g的“内乘”。与 α), β)不同，这种运算的结

果不是空间中的元素，而是一个（复）数 (f, g)。在 FZ中，由 xν , yν得到
∑

ν xνyν；

在 FΩ中，由 φ(q1 · · · qk), ψ(q1 · · · qk)得到∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

φ(q1 · · · qk)ψ(q1 · · · qk) dq1 · · · dqk.

在 FZ , FΩ中作出这些定义，还须补上相应的收敛性证明。我们将在 II.3中完成
这些证明。

以下一律用 f, g, . . . , φ, ψ, . . .表示希尔伯特空间的点，用 a, b, . . . , x, y, . . .表

示复数，用 k, l,m, . . . , µ, ν, . . .表示正整数。必要时，也把希尔伯特空间记为R∞，

这是“无限维欧几里得空间”的简写，与通常表示“n维欧几里得空间”的Rn

（n = 1, 2, . . .）相仿。
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运算 af, f ± g, (f, g)有一点值得注意：它们恰好就是向量演算的基本运算。
欧几里得几何中的长度、角度计算，以及质点力学中的力、功计算等，都是以

这些运算为基础的。对 FZ 来说，这种类比最为清楚：若把 R∞中的无限序列

x1, x2, . . .换成某个Rn中的普通点 x1, . . . , xn，运算 α), β), γ)仍有完全相同的形

式。特别在 n = 3时，就得到普通空间中的情形。有时，把 x1, . . . , xn看作向量

更方便，例如看作从点 0, . . . , 0指向点 x1, . . . , xn的向量。

因此，我们以向量的基本运算 af, f ± g, (f, g)为依据，来刻画抽象希尔伯
特空间。以下讨论还将表明，我们在处理R∞的同时，也把所有Rn包含进来。

因此，凡是暂时不必区分 R∞与 Rn的地方，都用中性的记号 R表示空间。

首先，要求 R具有向量所特有的性质：2.1

A. R是一个线性空间。
也就是说，R中定义了加法 f + g和“数乘”af（f, g是 H的元素，a是复

数；f + g, af 仍属于 H），并有一个元素 0。2.2 这些运算满足熟知的向量代数法

则：

f + g = g + f （加法交换律）,

(f + g) + h = f + (g + h) （加法结合律）,

a(f + g) = af + ag, (a+ b)f = af + bf （乘法分配律）,

(ab)f = a(bf) （乘法结合律）,

0f = 0, 1f = 1 （零与一的作用）.

这里没有列出的运算法则，也能从这些公设轻易推出。T2.1例如，零在加法中起

2.1用条件 A.,B., C(n)刻画Rn，出自Weyl，例如参见 Raum, Zeit, Materie，Berlin，1921。若
要得到R∞而非Rn，自然要把C(n)换成C(∞)；不过，这时就必须有条件D.,E.，参见正

文后面继续展开的讨论。
2.2 除了R中的零点或零向量 0，还有数 0，因而同一符号用于两种东西。不过，具体语境

足以区分，不会因此产生误解。
T2.1原书在上表中印作 1f = 1。这里所需的恒等式，以及下文计算实际采用的恒等式，都

是 1f = f。公式仍按原书保留。
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如下作用：

f + 0 = 1 · f + 0 · f = (1 + 0) · f = 1 · f = f.

又如，减法可以唯一定义。令

−f = (−1) · f, f − g = f + (−g).

则

(f − g) + g = (f + (−g)) + g = f + ((−g) + g),

(f + g)− g = (f + g) + (−g) = f + (g + (−g)),

而这两个式子都等于

f + ((−1) · g + 1 · g) = f + ((−1) + 1) · g

= f + 0 · g = f + 0 = f.

再如，乘法对于减法的分配律：

a · (f − g) = a · f + a · (−g) = af + a · ((−1) · g)

= af + (a · (−1)) · g = af + ((−1) · a) · g

= af + (−ag) = af − ag,

(a− b) · f = a · f + (−b) · f = af + ((−1)b) · f

= af + (−bf) = af − bf.

这些问题不必再深究下去，因为显然，线性向量演算的全部运算法则在这里仍

然成立。

因此，与向量情形一样，可以定义 H的若干元素 f1, . . . , fk 的线性无关性：

定义 1. 如果对于复数 a1, . . . , ak，由 a1f1+ · · ·+akfk = 0必能推出 a1 = · · · =
ak = 0，就称 f1, . . . , fk 线性无关。

接着定义线性流形，它对应于向量演算中的线性图形，即经过原点的直线、

平面等等。
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定义 2. R的子集M，若包含其中任意 k（= 1, 2, . . .）个元素 f1, . . . , fk 的

一切线性组合 a1f1 + · · ·+ akfk，就称为线性流形。2.3 设 A是R的任意子集，则

所有 a1f1 + · · ·+ akfk构成的集合是一个线性流形；这里 k = 1, 2, . . .，a1, . . . , ak
为任意复数，f1, . . . , fk为 A的任意元素。这个流形显然包含 A，也显然包含于

任何其他包含 A的线性流形之中。我们称它为“由 A张成的线性流形”，记作

{A}。
在进一步发展这些概念之前，先表述向量演算的下一条基本原理，即内积

的存在。

B. R中定义了厄米内积。
也就是说，定义了 (f, g)（f, g属于 H，(f, g)为复数），并且它具有下列性

质：2.4

(f ′ + f ′′, g) = (f ′, g) + (f ′′, g) （第一因子的分配律）,

(a · f, g) = a · (f, g) （第一因子的结合律）,

(f, g) = (g, f) （厄米对称性）,

(f, f) ≥ 0, (f, f) = 0仅当 f = 0 （正定性）.

由于厄米对称性，第一个因子的两条性质也能推出第二个因子的相应性质：交

换 f, g，再对等式两边取复共轭即可。于是

(f, g′ + g′′) = (f, g′) + (f, g′′), (f, a · g) = ā · (f, g).

这种内积十分重要，因为有了内积就能定义距离。众所周知，在欧几里得空间

中，向量 f 的大小定义为 ‖f‖ =
√

(f, f)，2.5 而两点 f, g 的距离定义为 ‖f − g‖。

2.3 只要求 f 属于M时 af 也属于M，以及 f, g属于M时 f + g也属于M，就已经足够。因

为若 f1, . . . , fk 属于M，则 a1f1, . . . , akfk，继而 a1f1 + a2f2、a1f1 + a2f2 + a3f3、……、

a1f1 + · · ·+ akfk 也都属于M。
2.4 (f, f)为实数，已经由厄米对称性得出：在该式中令 f = g，就有 (f, f) = (f, f)。
2.5 设 f 的分量为 x1, . . . , xn。按照 II.1中 γ)的论述，限于有限分量的情形，有

√
(f, f) =

√√√√ n∑
ν=1

|xν |2,

也就是通常的欧氏长度。
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我们也采用这种定义。

定义 3. R中元素 f 的“范数”为 ‖f‖ =
√

(f, f)；两个元素 f, g 的“距离”

为 ‖f − g‖。2.6

这个概念确实具备距离的一切性质，我们马上就会看到。为此先证明：

定理 1. 恒有 |(f, g)| ≤ ‖f‖ · ‖g‖。
证明。先约定记号：若 z = u + iv 为复数，u, v 为实数，则以 Re z, Im z 分

别表示其实部和虚部，即 Re z = u, Im z = v。有

‖f‖2 + ‖g‖2 − 2Re(f, g) = (f, f) + (g, g)− (f, g)− (g, f)

= (f − g, f − g) ≥ 0,

Re(f, g) ≤ 1
2(‖f‖

2 + ‖g‖2).

把 f, g 分别换成 af, 1ag，其中 a为正实数。不难看出，左边不变，右边则成为
1
2(a

2‖f‖2 + 1
a2‖g‖

2)。这个量既然不小于 Re(f, g)，它的最小值 ‖f‖ · ‖g‖也必不
小于 Re(f, g)。当 f, g 6= 0时，取 a =

√
∥g∥
∥f∥ 便达到此最小值；当 f = 0或 g = 0

时，则分别让 a→ +∞或 a→ +0来逼近它。因此

Re(f, g) ≤ ‖f‖ · ‖g‖.

再把这里的 f, g换成 eiαf, g，其中 α为实数。右边仍不变，因为

(af, af) = aā(f, f) = |a|2(f, f), ‖af‖ = |a| · ‖f‖,

所以当 |a| = 1时，‖af‖ = ‖f‖。左边则变为

Re(eiα(f, g)) = cosαRe(f, g)− sinα Im(f, g).

它的最大值显然为 √
(Re(f, g))2 + (Im(f, g))2 = |(f, g)|,

2.6 (f, f)为实数且非负，所以 ‖f‖为实数；这里把平方根取为非负值。对于 ‖f − g‖，结论
也相同。



36

于是得到所要证明的结论：

|(f, g)| ≤ ‖f‖ · ‖g‖.

推论。等号成立时，f, g必只差一个常复数因子。

证明。要使Re(f, g) ≤ 1
2(‖f‖

2+‖g‖2)中的等号成立，必须有 (f−g, f−g) = 0，

即 f = g。从这个关系过渡到 |(f, g)| ≤ ‖f‖ · ‖g‖时，只要 f, g 均不为零，我们

就把它们分别换成了 eiαaf, 1ag（a, α 为实数，a > 0）。所以等号成立时，必有

eiαaf = 1
ag，即 g = a2eiαf = cf，其中 c 6= 0。反过来，若 f 或 g为零，或 g = cf

（c 6= 0），等号显然成立。

定理 2. 恒有 ‖f‖ ≥ 0，且仅当 f = 0时等号成立。又有 ‖a · f‖ = |a| · ‖f‖。
恒有 ‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖，且只有当 f, g只差一个非负常实数因子时，等号才

成立。

证明。前两个断言已在上面证明。第三个断言中的不等式证明如下：T2.2

(f + g, f + g) = (f, f) + (g, g) + (f, g) + (g, f)

= ‖f‖2 + ‖g‖2 + 2R(f, g)

≤ ‖f‖2 + ‖g‖2 + 2‖f‖ · ‖g‖ = (‖f‖+ ‖g‖)2,

‖f + g‖ ≤ ‖f‖+ ‖g‖.

要使等号成立，必须有 Re(f, g) = ‖f‖ · ‖g‖。根据上面推论中的讨论，这就要
求 f 或 g 为零，或者 g = a2f = cf，其中 c为正实数。显然，此时等号也确实

成立。

从定理 2立即可知，距离 ‖f − g‖具有下列性质：f, g之间的距离为零，当
且仅当 f = g；g, f 的距离与 f, g的距离相同；f, h的距离不大于 f, g的距离与

g, h的距离之和，且只有当 g = af + (1− a)h，其中 a为实数、0 ≤ a ≤ 1时，等

号才成立；2.7 af, ag的距离等于 f, g的距离的 |a|倍。
而正是这些性质，使几何学和拓扑学中的连续、有界、聚点等概念得以归

结为距离概念。我们据此作如下定义：

T2.2 原书在这一计算中印作 R(f, g)，前后文则以 Re(f, g)表示实部。公式仍保留原书记法。
2.7 将定理 2应用于 f − g, g − h，必有 f − g = 0，即 g = f；或 g − h = 0，即 g = h；或
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设F (f)是定义在R的元素 f上的函数，函数值或者全为R中的点，或者全

为复数。若对每个 ε > 0，都存在 δ > 0，使 ‖f−f0‖ < δ必能推出 ‖F (f)−F (f0)‖ <
ε或 |F (f)− F (f0)| < ε（视 F 的值是R中的点还是数而定），就称 F 在R中的

f0 处连续。若在 R或它的某个给定子集上恒有 ‖F (f)‖ ≤ C 或 |F (f)| ≤ C，其

中 C 为适当选定的常数，就称 F 在该集合上有界。多变量情形的定义与此类

似。若数列 ‖f1− f‖, ‖f2− f‖, . . .收敛于零，就说序列 f1, f2, . . .收敛于 f，或以

f 为极限。若一个点是 A中某个序列的极限，就称它为集合 A（R的子集）的

聚点。2.8 特别地，若 A的一切聚点仍属于 A，就称 A为闭集；若它的聚点遍及

整个 R，就称它处处稠密。

还要指出，af, f + g, (f, g)对于各个变量都是连续的。前两项由下式即知：

‖af − af ′‖ = |a| · ‖f − f ′‖,

‖(f + g)− (f ′ + g′)‖ = ‖(f − f ′) + (g − g′)‖ ≤ ‖f − f ′‖+ ‖g − g′‖.

再设 ‖f − f ′‖ < ε, ‖g − g′‖ < ε，并令 f ′ − f = φ, g′ − g = ψ，则

|(f, g)− (f ′, g′)| = |(f, g)− (f + φ, g + ψ)|

= |(φ, g) + (f, ψ) + (φ, ψ)|

≤ |(φ, g)|+ |(f, ψ)|+ |(φ, ψ)|

≤ ‖φ‖ · ‖g‖+ ‖f‖ · ‖ψ‖+ ‖φ‖ · ‖ψ‖

≤ ε(‖f‖+ ‖g‖+ ε).

当 ε→ 0时，右端趋于零，因而能使它小于任意 δ > 0。

可见，性质 A、B已经使我们能够说明R的许多性质，却还不足以把各个

Rn彼此区分，也不足以将它们与R区分：因为我们还没有谈到维数。众所周

g − h = c(f − g)，其中 c为正实数，即

g =
c

c+ 1
f +

1

c+ 1
h.

所以 g = af + (1− a)h，其中 a = 1, 0, c/(c+1)。从几何上说，就是点 g位于线段 f, h上。
2.8 这个聚点定义也很常见：对每个 ε > 0，都有某个属于 A的 f ′，使 ‖f − f ′‖ < ε。两种定

义等价，证明与实数分析中的完全一样。
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知，维数与线性无关向量的最大个数有关。若这样的最大个数 n = 0, 1, 2, . . .存

在，则对这个 n有：

C(n). 恰有 n个线性无关的向量。

也就是说，能找出 n个这样的向量，却不存在 n+ 1个。

反之，若不存在这样的最大个数，则有：

C(∞). 可以有任意多个线性无关的向量。
也就是说，对每个 k = 1, 2, . . .，都能找出 k个这样的向量。

所以，C实际上并不是一条新公设：只要A、B成立，总有某个 C(n)或 C(∞)

成立。选择不同的情形，便得到不同的空间R。我们将看到，从 C(n)可以推出

R具有 n维（复）欧几里得空间的一切性质。但是，仅凭 C(∞)，还不能保证R

与希尔伯特空间R∞在本质上相同；为此还需要两条公设 D、E。更确切地说，
我们将证明：满足 A、B、C(n)的R，具有Rn的一切性质，特别也具有马上要

提出的 D、E；因此，后两条可以由 A、B、C(n) 推出。还将证明：满足 A、B、
C(∞)、D、E的R，具有R∞的一切性质；而 D、E在这里不可缺少，即它们不
能由 A、B、C(∞)推出。现在就来表述 D、E。至于所有Rn以及R∞也具有这

些性质的证明，则留到 II.3。
D. R是完备的。2.9

也就是说，R中的序列 f1, f2, . . .，只要满足Cauchy收敛条件，即对每个 ε > 0

都存在 N = N(ε)，使m,n ≥ N 必能推出 ‖fm− fn‖ < ε，就一定收敛；换言之，

它具有上面所定义的极限 f。

E. R是可分的。2.9

也就是说，R中存在一个处处稠密的序列 f1, f2, . . .。

按照前面的计划，我们将在 II.2中以此为基础，发展 R的“几何学”，并

看出它与 Rn或 R∞的几何学一致。

2.9 为简便起见，我们采用拓扑学的专门术语；例如参见Hausdorff：Mengenlehre，Berlin，1927。
正文随后会对这些术语作出解释。
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2. 希尔伯特空间的几何学

先作两个定义。第一个定义只涉及几何学中角度概念的一个特例；对本书

而言，只需考虑这个特例，即直角，也就是正交性。

定义 4. 若 (f, g) = 0，就称R的两个元素 f, g正交。若线性流形M的每个

元素都与N的每个元素正交，就称M,N正交。若集合O中的任意 f, g都满足

(f, g) =

1, f = g,

0, f 6= g

就称O为规范正交系。也就是说，任意两个不同元素都正交，而每个元素的范

数都是 1。2.10 特别地，若不能向O添入新元素而仍保持规范正交性，就称O是

完全的。2.11

还要指出：规范正交系O完全，显然就是说，不存在范数为 1且与O全部

元素正交的 f（参见原注 2.10）。但是，只要 f 6= 0且与整个 O正交，就能令

f ′ = 1
∥f∥ · f；由于 ‖f‖ > 0，f ′便满足上述全部条件，即 ‖f ′‖ = 1

∥f∥ · ‖f‖ = 1，并

与 O正交。因此，O完全也就是说：每个与整个 O正交的 f 都必须为零。

第二个定义只有在R∞中才起实质作用，因为在 Rn中，每个线性流形本

来就属于它所描述的类型（见 II.3末尾）。因此，这个定义无法用直观的几何
图形来说明。

定义 5. 同时又是闭集的线性流形，称为闭线性流形。设 A是 R中的任意

集合；在它张成的线性流形 {A} 中添入全部聚点，就得到一个包含 A 的闭线

性流形。它包含于任何其他包含 A 的闭线性流形中。2.12 我们称它为 A 张成的

闭线性流形，记作 [A]。

现在更仔细地分析 R，特别是它的完全规范正交系。某个定理若除 A、B
以外，还假定 C(n)，或假定 C(∞)、D、E，我们就在定理编号上分别添上上标 (n)

或 (∞)；在两种情形下都成立的定理则不加上标。

2.10 因为 ‖f‖ =
√
(f, f) = 1。

2.11可见，Rn中的完全正交系，对应于直角坐标系，即朝各个轴方向的单位向量。
2.12 这样的集合，作为线性流形，必须包含 {A}；又因为它是闭的，所以也包含 {A}的聚点。
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定理 3(n). 每个规范正交系至多有 n个元素；它完全，当且仅当它有 n个元

素。

说明。第一项断言表明，规范正交系的元素个数有最大值。按照定义，达

到这个最大值的系就是完全的。因此，在 C(n) 情形下，完全正交系确实存在；

根据本定理，它们有 n个元素：φ1, φ2, . . . , φn。

证明。每个有限规范正交系都是线性无关的。设这个系为φ1, φ2, . . . , φm。若

a1φ1 + · · ·+ amφm = 0

分别与 φµ（µ = 1, 2, . . . ,m）作内积，便得 aµ = 0。所以，根据 C(n)，它不能有

n+1个元素。因而，任何规范正交系都不能含有 n+1个元素的子集。故它必

定是有限的，且元素个数不超过 n。

于是，有 n个元素的系不可能再扩充，因而是完全的。但元素个数为m < n

的系 φ1, φ2, . . . , φm并不完全。因为在线性组合 a1φ1+ · · ·+ amφm中，不可能有

n > m个线性无关的元素；由 C(n)，必存在不同于所有这些组合的 f，也就是

ψ = f − a1φ1 − · · · − amφm

总不为零。而 (ψ, φµ) = 0等价于 aµ = (f, φµ)（µ = 1, 2, . . . ,m），所以能同时对

所有 µ成立。因此这个系不完全。

定理 3(∞). 每个规范正交系或者是有限的，或者是一个可数无限序列；完
全的规范正交系必定是无限的。

说明。因此，一切规范正交系都可以写成序列 φ1, φ2, . . .，序列可以在有限

项后终止；以下就采用这种写法。须注意，与 C(n)情形不同，这里元素个数为

无限，只是完全性的必要条件，并不是充分条件。2.13

证明。设 O是规范正交系，f, g是其中两个不同的元素。则

(f − g, f − g) = (f, f) + (g, g)− (f, g)− (g, f) = 2, ‖f − g‖ =
√
2.

根据 E，取R中处处稠密的序列 f1, f2, . . .。对O的每个 f，这个序列中都有一

个 fm 满足 ‖f − fm‖ < 1
2

√
2。与 f, g 相应的 fm, fn 必不相同，因为若 fm = fn，

2.13 设 φ1, φ2, . . .完全，则 φ2, φ3, . . .虽不再完全，却仍然是无限的！
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就会有

‖f − g‖ = ‖(f − fm)− (g − fm)‖

≤ ‖f − fm‖+ ‖g − fm‖ < 1
2

√
2 + 1

2

√
2 =
√
2.

因此，O中每个 f 都对应于序列 f1, f2, . . .的某个 fm，而不同的 f 对应于不同

的 fm。所以 O是有限的，或者可以排成一个序列。

仿照定理 3(n)的证明可知：只要R中有多于m个线性无关的元素，系 φ1,

φ2, . . . , φm就不可能完全。根据 C(∞)，这对一切m成立，所以完全的系必须是

无限的。

下面的定理中，涉及收敛的部分只适用于 C(∞)情形。不过，考虑到它们还

包含其他断言，仍以一般形式表述更好。

定理 4. 设 φ1, φ2, . . .是规范正交系。则一切级数
∑

ν(f, φν)(g, φν)，只要有

无限项，就绝对收敛。特别地，当 f = g时恒有
∑

ν |(f, φν)|2 ≤ |f |2。T2.3

证明。令 aν = (f, φν)，ν = 1, 2, . . .，则 f −
∑N

ν=1 aνφν = ψ与所有 φν（ν = 1,

2, . . . , N）正交（见定理 3(n)的证明）。由 f =
∑N

ν=1 aνφν + ψ，得

(f, f) =
N∑

µ,ν=1

aµāν(φµ, φν) +
N∑
ν=1

aν(φν , ψ)

+
N∑
ν=1

āν(ψ, φν) + (ψ, ψ)

=
N∑
ν=1

|aν |2 + (ψ, ψ) ≥
N∑
ν=1

|aν |2.

即
∑N

ν=1 |aν |2 ≤ ‖f‖2。若系 φ1, φ2, . . .有限，立即便有
∑

ν |aν |2 ≤ ‖f‖2；若它无
限，则让 N → ∞，便知

∑
ν |aν |2 绝对收敛，且其和不超过 ‖f‖2。第二项断言

得证。

又由

|(f, φν)(g, φν)| ≤ 1
2

{
|(f, φν)|2 + |(g, φν)|2

}
,

结合已得的收敛性结论，也就得到第一项断言中的一般收敛性。

T2.3 原书这里的 |f |2 采用单竖线，证明中则使用范数记号 ‖f‖2。公式仍按原书保留。
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定理 5. 设 φ1, φ2, . . .是无限规范正交系。则级数
∑∞

ν=1 xνφν收敛，当且仅当∑∞
ν=1 |xν |2收敛。后一数项级数的每一项都是非负实数，所以它或者收敛，或

者发散到 +∞。
证明。这一断言只涉及 C(∞)情形，因此可以应用 D，即 Cauchy收敛判据。

于是，
∑∞

ν=1 xνφν 收敛，即部分和序列
∑N

ν=1 xνφν 在N →∞时收敛，当且仅当
对每个 ε > 0都存在 N = N(ε)，使∥∥∥∥∥

L∑
ν=1

xνφν −
M∑
ν=1

xνφν

∥∥∥∥∥ < ε (L,M ≥ N).

取 L > M ≥ N，则∥∥∥∥∥
L∑
ν=1

xνφν −
M∑
ν=1

xνφν

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
L∑

ν=M+1

xνφν

∥∥∥∥∥ < ε,

∥∥∥∥∥
L∑

ν=M+1

xνφν

∥∥∥∥∥
2

=

 L∑
µ=M+1

xµφµ,
L∑

ν=M+1

xνφν


=

L∑
µ,ν=M+1

xµx̄ν(φµ, φν) =
L∑

ν=M+1

|xν |2

=
L∑
ν=1

|xν |2 −
M∑
ν=1

|xν |2,

所以

0 ≤
L∑
ν=1

|xν |2 −
M∑
ν=1

|xν |2 < ε2.

这恰好就是序列
∑N

ν=1 |xν |2（N → ∞），也就是级数
∑∞

ν=1 |xν |2 的 Cauchy收敛
条件。

推论。若 f =
∑

ν xνφν，则 (f, φν) = xν。无论正交系有限还是无限，这都

成立；无限情形当然须假定级数收敛。

证明。当 N ≥ ν 时，内积 (
∑N

µ=1 xµφµ, φν)等于

N∑
µ=1

xµ(φµ, φν) = xν .
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若 φ1, φ2, . . .有限，就令N 等于最大指标；若它无限，就利用内积的连续性，令

N →∞。两种情形都得到 (f, φµ) = xµ。

定理 6. 设 φ1, φ2, . . .是规范正交系，f 任意。取 xν = (f, φν)（ν = 1, 2, . . .），

则定义 f ′ =
∑

ν xνφν 的级数即使有无限多项，也总收敛。f − f ′与 φ1, φ2, . . .正

交。

证明。收敛性由定理 4、5得出。根据定理 5的推论，(f ′, φν) = xν = (f, φν)，

所以 (f − f ′, φν) = 0。

有了这些准备，就可以给出规范正交系完全的一般判据；这些判据也适用

于 C(∞)情形。

定理 7. 设 φ1, φ2, . . .是规范正交系。下列每个条件都是它完全的充分必要

条件：

α)由 φ1, φ2, . . .张成的闭线性流形 [φ1, φ2, . . .]等于 R。

β)恒有 f =
∑

ν xνφν，其中 xν = (f, φν)（ν = 1, 2, . . .；收敛性由定理 6保
证）。

γ)恒有

(f, g) =
∑
ν

(f, φν)(g, φν)

（由定理 4知级数绝对收敛）。
证明。若 φ1, φ2, . . .完全，则根据定理 6，f −

∑
ν xνφν（xν = (f, φν)，ν = 1,

2, . . .）与 φ1, φ2, . . .正交，所以必为零，即 β)成立。若 β)成立，那么在正交系

有无限多项的情形下，每个 f 都是部分和
∑N

ν=1 xνφν 在 N →∞时的极限，因
而属于 [φ1, φ2, . . .]。所以这个流形等于R，即 α)成立。若 α)成立，则作如下推

论：一个与所有 φ1, φ2, . . .正交的 f，也与它们的一切线性组合正交；又由连续

性，它还与这些线性组合的全部聚点正交，也就是与整个 [φ1, φ2, . . .]正交。因

此它与整个 R正交，特别也与自身正交：(f, f) = 0，即 f = 0。所以这个系完

全。

这样便得到如下逻辑关系：

完全性 −→ β) −→ α) −→完全性,

可见 α), β)都是充分必要条件。
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由 γ) 还能得出：若 f 与所有 φ1, φ2, . . . 正交，就令 f = g，得到 (f, f) =∑
ν 0 · 0 = 0，所以 f = 0，即这个系完全。另一方面，由与完全性等价的 β)可

得

(f, g) = lim
N→∞

(
N∑
ν=1

(f, φν) · φν ,
N∑
ν=1

(g, φν) · φν

)

= lim
N→∞

N∑
µ,ν=1

(f, φµ)(g, φν) · (φµ, φν)

= lim
N→∞

N∑
ν=1

(f, φν)(g, φν)

=
∞∑
ν=1

(f, φν)(g, φν).

（若系有限，则无须取极限）。这就是 γ)，所以它也是充分必要条件。

定理 8. 对每个序列 f1, f2, . . .，都存在一个规范正交系 φ1, φ2, . . .，与它张成

同一个线性流形。这两个序列都可以在有限项后终止。

证明。先从 f1, f2, . . .中取出子序列 g1, g2, . . .，要求它与原序列张成同一个

线性流形，且其中元素线性无关。做法如下：取 g1为第一个不等于零的 fn；取

g2为第一个不同于所有 a1g1的 fn；取 g3为第一个不同于所有 a1g1+ a2g2的 fn；

依此类推。若到某个 p时，再也找不到不同于所有 a1g1+ · · ·+ apgp的 fn，就到

gp为止。如此得到的 g1, g2, . . .显然符合要求。

现在进行如下构造，这就是 E. Schmidt所谓的“正交化方法”：

γ1 = g1,

φ1 =
1

‖γ1‖
· γ1,

γ2 = g2 − (g2, φ1) · φ1,

φ2 =
1

‖γ2‖
· γ2,

γ3 = g3 − (g3, φ1) · φ1 − (g3, φ2) · φ2,

φ3 =
1

‖γ3‖
· γ3,
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...

每一步构造 φp都能进行，因为分母 ‖γp‖不为零。否则就有 γp = 0，从而 gp是

φ1, . . . , φp−1的线性组合，也就是 g1, . . . , gp−1的线性组合，这与假定矛盾。此外，

gp显然是 φ1, . . . , φp的线性组合，而 φp是 g1, . . . , gp的线性组合。因此，这两个

序列确定同一个线性流形。

最后，由构造可知 ‖φp‖ = 1；当 q < p时，(γp, φq) = 0，从而 (φp, φq) = 0。

交换 p, q可知，只要 p 6= q，后一个等式便成立。所以 φ1, φ2, . . .是规范正交系。

定理 9. 对每个闭线性流形M，都存在一个规范正交系，它所张成的闭线

性流形恰好是M。

证明。在 C(n)情形下，这一定理不言自明。因为若R满足 A、B、C(n)，则

其中每个线性流形M都满足 A、B和某个 m ≤ n的 C(m)。于是，定理 3(n) 的

说明可应用于M：存在一个在M中完全的规范正交系 φ1, . . . , φm。根据定理 7
的 α)，这恰好就是所要证明的结论。可见，此时甚至无须假定闭性，反而还证

明了闭性；参见定义 5之前的说明。
在 C(∞) 情形下，先回顾：根据 E，R可分。我们要证明M也可分；事实

上，R的任何子集都可分。取R中处处稠密的序列 f1, f2, . . .（见 II.1的 E）。对
每个 fn及每个m = 1, 2, . . .，作球 Kn,m，它由一切满足 ‖f − fn‖ < 1/m的 f 构

成。凡 Kn,m含有M的点，就从中选出一个这样的点 gn,m。某些 n,m所对应的

gn,m可以没有定义，但所有已定义的点能排成M中的一个序列。2.14 现取M中

任意一点 f，并设 ε < 0。T2.4 可取 m使 1/m < ε/2，再取 fn 使 ‖fn − f‖ < 1/m。

于是 Knm含有M的一点，即 f，所以 gnm有定义，且 ‖fn − gnm‖ < 1/m；从而

‖f − gnm‖ < 2/m < ε。因此 f 是已定义的 gnm的聚点，这个序列便符合要求。

现在把这个在 M 中处处稠密的序列记作 f1, f2, . . .。它确定的闭线性流形

[f1, f2, . . .]包含其全部聚点，因而包含整个M。但M本身是包含 f1, f2, . . .的闭

线性流形，所以 [f1, f2, . . .]也包含于M，故两者相等。再依定理 8取规范正交
系 φ1, φ2, . . .，便有 {φ1, φ2, . . .} = {f1, f2, . . .}。两边都添入聚点，就得到 [φ1, φ2,

. . .] = [f1, f2, . . .] = M，这正是所要证明的。

2.14 注意，二重序列 gnm，n,m = 1, 2, . . .，也能排成一重序列：g11, g12, g21, g13, g22, g31, . . .。
T2.4 原书印作 ε < 0；下述逼近论证需要 ε > 0。这里保留原书不等式。
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在定理 9中取M = R，根据定理 7的 α)，便得到完全规范正交系 φ1, φ2,

. . .。所以完全规范正交系确实存在。有了这一点，就能够证明：视 C(n)或 C(∞)

何者成立，R相应地是一个 Rn或 R∞；从而它的一切性质也都确定了。

只须证明，能把 R一一映射到所有 {x1, . . . , xn}构成的集合，或所有满足∑∞
ν=1 |xν |2有限的 {x1, x2, . . .}构成的集合，并使下列条件成立：
1. 若 f ←→ {x1, x2, . . .}，则 af ←→ {ax1, ax2, . . .}。
2. 若 f ←→ {x1, x2, . . .}且 g ←→ {y1, y2, . . .}，则 f + g ←→ {x1 + y1, x2 + y2,

. . .}。
3. 若 f ←→ {x1, x2, . . .}且 g ←→ {y1, y2, . . .}，则

(f, g) =

n或∞∑
ν=1

xνyν .

（无限情形下，还须证明第 3 项中的级数绝对收敛。）现在就来给出这个对应
f ←→ {x1, x2, . . .}。

取完全规范正交系 φ1, φ2, . . .。在 C(n)情形下，它到 φn为止；在 C(∞)情形

下，它是无限的（定理 3(n)、3(∞)）。令

f =

n或∞∑
ν=1

xνφν .

在无限情形下，由于
∑∞

ν=1 |xν |2有限，根据定理 5，这个级数也收敛；因此，Rn

或R∞中的每个坐标序列都确实对应一个 f。另一方面，由定理 7的 β)，以及∑n或∞
ν=1 |(f, φν)|2 有限（定理 4），可知 R中的每个 f 也都能由此式得到：只须

令 xν = (f, φν)即可。显然，每个 {x1, x2, . . .}只对应于一个 f；反向的唯一性则

由定理 5的推论得出。第 1、2项显然满足，第 3项由定理 7的 γ)得出。

3. 条件 A—E的补充讨论 2.15

还须验证 I.4末尾的第 2项断言，即 FZ , FΩ确实满足条件A—E。只考察 FΩ

就够了，因为在 II.2中已经证明，满足A—E的R，在一切性质上都必须与R∞，

2.15 理解后面的内容，不需要本节的结果。
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即 FZ 一致；所以 FZ 也必满足 A—E。此外，还要证明 II.2中提到的两点：条
件 D、E独立于 A—C(∞)；而它们又可由 A—C(n)推出，也就是说，在Rn中成

立。这三个纯数学问题，就是本节的内容。

先验证 FΩ中的 A—E。这里必须借助 Lebesgue的积分概念；关于这一概念
的基础，只能请读者参看有关专著。2.16 不过，Lebesgue积分只在这里使用；阅
读后面的章节，无须掌握它。

在 I.4中，我们把 Ω定义为 q1, . . . , qk 的 k维空间，把 FΩ定义为使∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

|φ(q1 · · · qk)|2 dq1 · · · dqk

有限的一切函数 f(q1 · · · qk)构成的总体；这里每个 q1, . . . , qk都从−∞变到+∞。
即使限制 q1, . . . , qk 的变化范围，例如使 Ω成为半空间、立方体内部、球内部，

或这些图形的外部等等，我们的一切推导仍然成立，而且大多数证明可以逐字

沿用；甚至也可以把 Ω取为曲面，例如球面。

为了不陷入无关紧要的复杂情形，我们只讨论刚才所说的最简单情形。其

他情形，读者可以参照这里的典型证明自行讨论。现在依次考察 A—E。
关于 A。须证明：f, g属于 FΩ时，af, f ± g也属于 FΩ。即由∫

Ω

|f |2,
∫
Ω

|g|2

有限，须能推出
∫
Ω |af |

2 = |a|2
∫
Ω |f |

2及
∫
Ω |f ± g|

2有限。这里把∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

|f(q1 · · · qk)|2 dq1 · · · dqk,

∫
· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
Ω

|g(q1 · · · qk)|2 dq1 · · · dqk

2.16 例如，C. Carathéodory：Vorlesungen über reelle Funktionen，Leipzig，1927，尤其是第 237—
274页；Kamke：Das Lebesguesche Integral，Leipzig，1925。
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简写成上述形式，不会引起误解。第一点显然成立。由于 |f ± g|2 = |f |2+ |g|2±
2Re(fg)，2.17 只要能保证

∫
Ω |fg| =

∫
Ω |f ||g|有限，第二点也就得证。而 |f ||g| ≤

1
2(|f |

2 + |g|2)，所以这可由假定推出。
关于 B。把 (f, g)定义为

∫
Ω fg；刚才已知，这个积分绝对收敛。B中要求

的一切性质都很明显，只有最后一条还须说明，即由 (f, f) = 0可推出 f ≡ 0。

(f, f) = 0就是说
∫
Ω |f |

2 = 0，因此，所有满足 |f |2 > 0，即 f(q1 · · · qk) 6= 0的点

构成的集合，其 Lebesgue测度必须为零。若两个函数 f, g 只在 q1 · · · qk 的一个
Lebesgue零测集上取值不同，即 f(q1 · · · qk) 6= g(q1 · · · qk)，我们就不把它们看作
有本质区别。2.18 作此约定后，这里便可断定 f ≡ 0。

关于 C。设 O1, . . . , On是 Ω中的 n个区域，两两没有公共点，而且每个区

域的 Lebesgue测度都大于零而又有限。令 fl(q1 · · · qk)在 Ol内等于 1，其他地方

等于 0。由于
∫
Ω |fl|

2 等于 Ol 的测度，fl 属于 FΩ（l = 1, . . . , k）。T2.5 这些 f1, . . . ,

fn线性无关：若 a1f1+ · · ·+ anfn ≡ 0，左边函数除一个 Lebesgue零测集外处处
为零，所以每个 Ol 内都有零点；但它在 Ol 内恒等于 al，故 al = 0，l = 1, . . . ,

n。对一切 n都能作此构造，所以 C(∞)成立。

关于 D。设序列 f1, f2, . . . 满足 Cauchy 收敛条件：对每个 ε > 0，都存在

N = N(ε)，使m,n ≥ N 时有
∫
Ω |fm − fn|

2 < ε。取

n1 = N

(
1

8

)
;

n2 ≥ n1, N

(
1

82

)
;

2.17 一般地有

|x+ y|2 = (x+ y)(x+ y)

= xx̄+ yȳ + (xȳ + x̄y)

= |x|2 + |y|2 + 2Re(xȳ).

2.18 这是 Lebesgue积分理论中的惯例。
T2.5 原书这里将指标上限印作 k，而本段所构造的区域和函数均从 1编号至 n。这里保留原

书指标。
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n3 ≥ n1, n2, N

(
1

83

)
; . . . .

于是 n1 ≤ n2 ≤ · · ·，并且 nν , nν+1 ≥ N(1/8ν)，所以∫
Ω

|fnν+1 − fnν |2 <
1

8ν
.

考察所有满足 |fnν+1 − fnν | > 1/2ν 的点构成的集合 P (ν)。若它的 Lebesgue
测度为 µ(ν)，则 ∫

Ω

|fnν+1 − fnν |2 ≥ µ(ν)
(

1

2ν

)2

=
µ(ν)

4ν
,

µ(ν)

4ν
<

1

8ν
, µ(ν) <

1

2ν
.

再考察 P (ν), P (ν+1), P (ν+2), . . .的并集 Q(ν)。它的 Lebesgue测度

≤ µ(ν) + µ(ν+1) + µ(ν+2) + · · ·

<
1

2ν
+

1

2ν+1
+

1

2ν+2
+ · · ·

=
1

2ν−1
.

在 Q(ν)之外有T2.6

|fnν+1 − fnν | <
1

2ν
,

|fnν+2 − fnν+1| <
1

2ν+1
,

|fnν+3 − fnν+2| <
1

2ν+2
, . . . ,

所以一般地，对 ν ≤ ν ′ ≤ ν ′′有

|fnν′′ − fnν′ | < |fnν′+1
− fnν′ |+ |fnν′+2

− fnν′+1
|

+ · · ·+ |fnν′′ − fnν′′−1
|

T2.6 原书在这里及随后的三角估计中使用严格小于号。根据 P (ν)的定义，在 Q(ν)之外直接

得到的界只能取 ≤；三角不等式本身也只给出 ≤。这里保留原书关系符。
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<
1

2ν′
+

1

2ν′+1
+ · · ·+ 1

2ν′′−1
<

1

2ν′−1
.

当 ν ′ →∞时，这个量趋于零，且这一趋近不依赖于 ν ′′。也就是说，只要 q1 · · · qk
不属于Q(ν)，序列 fn1, fn2, . . .就满足 Cauchy收敛条件。对于固定的 q1 · · · qk，它
是一个数列，所以确实收敛。反过来说，若 fn1, fn2, . . .在某个 q1 · · · qk处不收敛，
该点就必属于 Q(ν)。把所有不收敛的点 q1 · · · qk 构成的集合记为 Q，则 Q包含

于Q(ν)，所以它的测度小于Q(ν)的测度，从而小于 1/2ν−1。Q的定义与 ν无关，

而这个结论对一切 ν成立，因此Q的 Lebesgue测度为零。于是，例如把所有 fn

在Q上的值改成零，也没有影响（见原注 2.18）。这样，fn1, fn2, . . .在Q上也收

敛，也就处处收敛了。

这样就从 f1, f2, . . . 中找到了一个在每一点 q1 · · · qk 处都收敛的子序列 fn1,

fn2, . . .；原序列 f1, f2, . . .本身未必如此。把子序列的极限记为 f = f(q1 · · · qk)。
还须证明：1. f属于FΩ，即

∫
Ω |f |

2有限；2. f不仅是 fn1, fn2, . . .的逐点极限，也是

它在希尔伯特空间中按范数收敛的极限，即 ‖f−fnν‖ → 0，或
∫
Ω |f−fnν |2 → 0；

3. 在后一意义下，f 甚至是整个序列 f1, f2, . . . 的极限，即 ‖f − fn‖ → 0，或∫
Ω |f − fn|

2 → 0。

设 ε > 0，取 ν0使 nν0 ≥ N(ε)，例如令 1/8ν0 ≤ ε；再设 ν ≥ ν0, n ≥ N(ε)。于

是
∫
Ω |fnν − fn|2 < ε。当 ν → ∞时，被积函数趋于 |f − fn|2，根据 Lebesgue积

分的一个收敛定理（参见原注 2.17所引文献），T2.7 便得
∫
Ω |f − fn|

2 ≤ ε。

于是，首先
∫
Ω |f − f1|

2 有限，即 f − f1 属于 FΩ；又因 f1 属于 FΩ，f 也属

于 FΩ。第 1点得证。其次，由上面的不等式，n→∞时有
∫
Ω |f − fn|

2 → 0，第

2、3点也得证。
关于 E。须找出一个在 FΩ中处处稠密的函数序列 f1, f2, . . .。

设Ω1,Ω2, . . .是Ω中的一列区域，每个区域的测度都有限，而且它们合起来

充满整个 Ω；例如可令 ΩN 为以原点为中心、半径为N 的球。设 f = f(q1 · · · qk)

T2.7 原书此处引原注 53；关于 Lebesgue积分的文献实际列在原注 2.16，原注 53说明的是代
数恒等式。此处保留原书引注，并给出所需文献的链接。
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为 FΩ的任意元素，对每个 N = 1, 2, . . .，定义 fN = fN (q1 · · · qk)如下：

fN (q1 · · · qk) =


f(q1 · · · qk),

q1 · · · qk ∈ ΩN

且 |f(q1 · · · qk)| ≤ N,

0, 其他情形.

当 N →∞时，fN (q1 · · · qk)→ f(q1 · · · qk)，甚至从某个 N 起两者就相等，所以

|f − fN |2 → 0。此外，f − fN 不是 0就是 f，故 |f − fN |2 ≤ |f |2。所以这些积
分
∫
Ω |f − fN |

2 均受同一个有限积分
∫
Ω |f |

2 控制；而被积函数趋于零，根据刚

才引用的收敛定理，积分也趋于零：
∫
Ω |f − fN |

2 → 0，即 ‖f − fN‖ → 0。

把满足以下条件的一切函数 g = g(q1 · · · qk)构成的类记为 G：g 6= 0的点集

测度有限，且在整个空间恒有 |g| ≤ C，其中 C 是任意选定的常数。上面的所

有 fN 都属于 G，所以 G在 FΩ中处处稠密。

设 g属于 G，ε > 0。令M 为 g 6= 0的点集的测度，C 为 |g|的一个上界。取
一串有理数 −C < ρ1 < ρ2 < · · · < ρt < C，使 ρ1 < −C + ε, ρ2 < ρ1 + ε, . . . ,

ρt < ρt−1 + ε, C < ρt+ ε；这很容易做到。把 Re g(q1 · · · qk)的每个值改为最接近
的 ρs（s = 1, 2, . . . , t），唯独 0保持不变，便得到新函数 h1(q1 · · · qk)，它与 Re g

在各处的差的绝对值都小于 ε。对 Im g也同样构造 h2(q1 · · · qk)。令 h = h1+ ih2，

则 ∫
Ω

|g − h|2 =
∫
Ω

|Re g − h1|2 +
∫
Ω

| Im g − h2|2

≤Mε2 +Mε2 = 2Mε2,

‖g − h‖ ≤
√
2M ε.

给定 δ > 0后，取 ε < δ/
√
2M，便有 ‖g − h‖ < δ。

把满足下列条件的一切函数 h = h(q1 · · · qk)构成的类记为 H：函数只取有

限多个不同的值，每个值都形如 ρ+ iσ，其中 ρ, σ为有理数；每个非零值只在

测度有限的集合上取得。刚才构造的 h属于 H，所以 H 在 G中处处稠密，因

而在 FΩ中也处处稠密。
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对 Lebesgue测度有限的集合 Π，定义函数 fΠ = fΠ(q1 · · · qk)如下：

fΠ(q1 · · · qk) =

1, 在 Π,

0, 其他情形.

显然，H 类恰由所有

t∑
s=1

(ρs + iσs)fΠs

(t = 1, 2, . . . ; ρs, σs为有理数)

组成。现在要找一列 Π型集合 Π(1),Π(2), . . .，使对每个 Π型集合及每个 ε > 0，

都有一个 Π(n)，满足下列条件：属于 Π但不属于 Π(n)，或属于 Π(n)但不属于 Π

的全部点构成的集合，其测度小于 ε。这个集合称为 Π,Π(n)的对称差。若有这

样一个序列，则函数

t∑
s=1

(ρs + iσs)fΠ(ns)

(t = 1, 2, . . . ; ρs, σs为有理数; ns = 1, 2, . . .)

在 H 中处处稠密。因为，对前面的每个 Πs，按上述方式选择 Π(ns)，便得∫
Ω

∣∣∣∣∣
t∑

s=1

(ρs + σs)fΠs −
t∑

s=1

(ρs + iσs)fΠ(ns)

∣∣∣∣∣
2

≤
t∑

s=1

∫
Ω

|(ρs + iσs)fΠs − (ρs + iσs)fΠ(ns)|2

=
t∑

s=1

(ρ2s + σ2s)

∫
Ω

|fΠs − fΠ(ns)|2

=
t∑

s=1

(ρ2s + σ2s) · Πs 与Π(ns)

的对称差的测度

<

t∑
s=1

(ρ2s + σ2s) · ε.
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给定 δ > 0，只要取 ε = δ2/
∑t

s=1(ρ
2
s + σ2s)，就有∥∥∥∥∥

t∑
s=1

(ρs + iσs)fΠs −
t∑

s=1

(ρs + iσs)fΠ(ns)

∥∥∥∥∥ < δ.

而这些
∑t

s=1(ρs + σs)fΠ(ns) 适当排列后可以构成一个序列。T2.8 事实上，设所有

ρ1, σ1, . . . , ρt, σt的公分母为 τ，相应分子为 ρ′1, σ
′
1, . . . , ρ

′
t, σ

′
t，则这些函数为

1

τ

t∑
s=1

(ρ′s + iσ′s)fΠ(ns),

其中 t, τ = 1, 2, . . .；ρ′s, σ
′
s = 0,±1,±2, . . .；ns = 1, 2, . . .，s = 1, . . . , t。把这

些函数排成序列，等于把它们的数字参数组 t, τ, ρ′1, σ
′
1, . . . , ρ

′
t, σ

′
t, n1, . . . , nt排成

序列。按下列和的递增次序排列这些参数组：

t+ τ + |ρ′1|+ |σ′1|+ · · ·+ |ρ′t|+ |σ′t|+ n1 + · · ·+ nt.

对于这个和的每个给定值，相应的参数组只有有限多个。把每个有限集合中的

参数组也按任意顺序排列，就确实得到一个单序列。

为了找出所需的集合序列Π(1),Π(2), . . .，利用如下事实：对每个 Lebesgue测
度为有限值M的集合Π，以及每个 δ > 0，都存在包含Π的开点集Π′，其测度比

Π的测度大不到 δ（参见原注 2.16所引文献，以及定义开点集概念的原注 2.9）。
而对开集Π′和 ε > 0，显然又存在由有限多个立方体组成的集合Π′′，它包含于

Π′，且其测度比 Π′′ 的测度小不到 δ。T2.9 这些立方体的边长和中心坐标都可以

取为有理数。不难看出，上面定义的 Π与 Π′′的对称差，其测度小于 δ+ δ = 2δ；

令 δ = ε/2，就小于 ε。因此，只要能把上述立方体集合排成一个序列，就达到

了目的。

这些集合由所含立方体的个数 n = 1, 2, . . .，以及各立方体的边长 κ(ν)和中

心坐标 ξ
(ν)
1 , . . . , ξ

(ν)
k （ν = 1, . . . , n）确定。κ(ν), ξ

(ν)
1 , . . . , ξ

(ν)
k 都是有理数；设公分

T2.8 原书在这里，以及上一个积分估计的第一项中，都把 ρs + iσs中的 i漏去了。两处均按

原书保留；前后构造使用的是复系数 ρs + iσs。
T2.9 原书这里把 Π′′ 的测度与自身比较，论证所需的比较对象应为 Π′；此外，前面写 ε，估

计中却使用 δ。这些笔误均按原书保留。
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母为 η = 1, 2, . . .，相应的分子为 κ′(ν) = 1, 2, . . .，ξ
′(ν)
1 , . . . , ξ

′(ν)
k = 0,±1,±2, . . .。

所以，这些立方体集合由下列数字组确定：

n, η,κ′(1), ξ
′(1)
1 , . . . , ξ

′(1)
k , . . . ,κ′(n), ξ

′(n)
1 , . . . , ξ

′(n)
k .

按和

n+ η + κ′(1) + |ξ′(1)1 |+ · · ·+ |ξ
′(1)
k |+ · · ·

+ κ′(n) + |ξ′(n)1 |+ · · ·+ |ξ
′(n)
k |

的递增次序排列，便得到一个单序列，做法与前面函数线性组合的类似例子完

全相同。

继续之前，先回答一个问题：设空间R满足 A—E，其中取 C(∞)；在保持

af, f ± g, (f, g)的定义不变时，R的哪些子集M仍满足 A—E？
要使A成立，M必须是线性流形。B自动成立。暂且搁下 C：总有某个 C(n)

或 C(∞) 成立。D 是说，M 中的序列只要满足 Cauchy 收敛条件，就在M 中有

极限。这样的序列在 R中已经有极限，所以只需保证该极限也属于M；也就

是说，M必须是闭的。至于 E，我们在定理 9的证明中已经看到，它总是成立。
因此，合起来说，M必须是闭线性流形。设张成M的规范正交系为 φ1, φ2, . . .

（定理 9）。若它无限，显然 C(∞) 成立，M便与 R∞ 同构，也就是与 R本身同

构。若它到 φn为止，即系为 φ1, . . . , φn，则例如由定理 3(n)知 C(n)成立，即M

与 Rn同构。

但无论哪种情形，D、E在M中都成立，所以在每个Rn中都成立；因此，

它们也可以由 A—C(n)推出。

可见，我们运用了逻辑上的技巧，避开了在Rn或R∞中直接验证A—E（相
应取 C(n)或 C(∞)）。不过，直接验证也没有本质困难，留给读者完成。

最后还须证明 D、E独立于 A—C(∞)。刚才已经看到，R∞中的每个线性流

形都满足 A、B、E，以及某个 C(n)或 C(∞)；但若它不闭，就不满足 D。这时必
定是 C(∞)成立，因为 C(n)可以推出 D。这样的流形很容易给出：设 φ1, φ2, . . .

是规范正交系，则所有
∑N

ν=1 xνφν（N = 1, 2, . . .，x1, . . . , xN 任意）构成一个线



55

性流形，却不是闭线性流形。因为
∑∞

ν=1
1
νφν 存在——

∑∞
ν=1(1/ν)

2有限——而

且是这个流形的聚点，却不是它的元素：

N∑
ν=1

1

ν
φν −→

∞∑
ν=1

1

ν
φν (N →∞).

因此，D独立于 A—C(∞)、E。
再考察所有以连续参数 α（−∞ < α < +∞）为自变量的复函数 x(α)。要

求满足 x(α) 6= 0 的各个 α 值能排成序列，且对这些 α 求和得到的
∑

α |x(α)|2

有限。2.19 全部这些 x(α)组成空间Rkont.。对于其中任意两点 x(α), y(α)，x(α)和

y(α)分别只在各自的一列 α值上不为零；把这两个序列合并为一个，就有某个

序列 α1, α2, . . .，使序列以外恒有 x(α) = y(α) = 0。所以只须讨论 xn = x(αn),

yn = y(αn)（n = 1, 2, . . .）；只要涉及的仅仅是 Rkont. 的两个点，一切就与 R∞

中一样。因此，A、B在 Rkont.中也同样成立。2.20

涉及 k（= 1, 2, . . .）个 Rkont.的点时也一样，所以 C(∞) 也成立。即使涉及

一列Rkont.的点，情形仍然如此。设这些点为 x1(α), x2(α), . . .。对每个 n = 1, 2,

. . .，使 xn(α) 6= 0的 α构成一个序列 α
(n)
1 , α

(n)
2 , . . .。所有这些序列合起来组成双

序列 α
(n)
m （n,m = 1, 2, . . .），又能写成单序列 α

(1)
1 , α

(1)
2 , α

(2)
1 , α

(1)
3 , α

(2)
2 , α

(3)
1 , . . .。因

此，D在 Rkont. 中也和 R∞ 中一样成立。E则不同：它涉及 R的全部点，因为

每个点都必须是某个适当序列的聚点。所以不能从R∞的情形推出Rkont.也满

足它。事实上，它确实不成立，因为它的一项推论不成立：这里存在不能排成

序列的规范正交系，这与定理 3(∞)相违。

令

xβ(α) =

1, α = β,

0, α 6= β.

对每个 β，xβ(α)都属于 Rkont.，且这些 xβ(α)构成规范正交系。只有当一切 β

（−∞ < β < +∞）能排成序列时，这个系才能排成序列；但众所周知，这是不
可能的。2.21因此，E也独立于 A—C(∞)、D。

2.19 虽然 α连续变化，这仍然是一个和，不是积分，因为和中只会出现可数多个 α值！
2.20 当然，把 (x(α), y(α))定义为

∑
α x(α)y(α)。

2.21这是集合论中“连续统不可数”的定理。例如，参见原注 2.9所列 Hausdorff的著作。
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顺便请注意两种函数空间的根本差别：一种由使
∫∞
−∞ |f(x)|

2 dx 有限的

f(x) 构成，另一种由使
∑

α |x(α)|2 有限的 x(α) 构成。前一种也可以说成由

使
∫∞
−∞ |x(α)|

2 dα 有限的所有 x(α) 构成的空间。两者的全部差别，只在于把∫∞
−∞ · · · dα换成

∑
α · · ·；尽管如此，前一个空间是 FΩ，因而满足 A—E，与R∞

同构；后一个空间 Rkont.却违反 E，与 R∞ 有本质区别。而这两个空间却是相

同的，只是其中范数的定义不同！T2.10

4. 闭线性流形

II.2对我们很重要，不仅因为其中证明了同构，也因为其中证明了若干关
于规范正交系的定理。现在进一步研究希尔伯特空间的几何结构，更仔细地考

察闭线性流形。它们在R∞中的作用，类似于直线、平面等等，也就是Rm（m ≤ n）

在 Rn中的作用。

先回顾定义 2、5中的记号：若 A是R的任意子集，{A}和 [A]分别是由 A

张成的线性流形和闭线性流形，即包含 A的相应类型的最小对象。

现在扩充这个记法。若 A,B, . . .为R的任意子集，f, g, . . .为它的元素，就

用 {A,B, . . . , f, g, . . .}和 [A,B, . . . , f, g, . . .]，分别表示把各个 A,B, . . .和各个 f,

g, . . .合并后所得集合所张成的线性流形与闭线性流形。

特别地，若M,N, . . .是有限或无限多个闭线性流形，就把闭线性流形 [M,

N, . . .]记作M+N+ · · ·。显然，{M,N, . . .}由一切和 f + g + · · · 构成，其中 f

遍历M，g遍历N，依此类推；添入聚点，就得到 [M,N, . . .] = M+N+ · · ·。若
集合 M,N, . . . 只有有限多个，且每个集合的每个元素都与其他集合的每个元

素正交，那么，这两种构造的结果相同，我们很快就会看到这一点；一般情形

却未必如此。

若M是 N的子集，还可以考察 N中与M所有元素正交的元素总体。它

显然也是闭线性流形，记作N−M。为什么把这种构造称为减法，定理 14将

T2.10 这里说两个空间“相同”，是原书的表述。按照前面给出的有限范数条件，这两个空间

所包含的函数集合并不相同。
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予以说明。特别重要的是R−M，即所有与整个M正交的 f 构成的集合，称

为与M互补的闭线性流形。

最后指出三个特别简单的闭线性流形：第一是R本身；第二是仅由 0构成

的集合 {0} = [0]；第三是一切 af 构成的集合，其中 f 为 R的给定元素，a为

变量。后者显然是闭线性流形，因而同时等于 {f}和 [f ]。

现在引入“投影”的概念，它与欧几里得几何中的投影完全类似：

定理 10. 设M是闭线性流形。每个 f 都能唯一分解为两项之和 f = g + h，

其中 g属于M，h属于 R−M。

说明。称 g为 f 在M上的投影，称与整个M正交的 h为从 f 到M的垂线

向量。引入记号 PMf 表示 g。

证明。依定理 9，存在规范正交系 φ1, φ2, . . .，所张成的闭线性流形就是M。

令 g =
∑

n(f, φn) · φn；根据定理 6，这个级数即使有无限项也收敛，其和 g显

然属于M。又由定理 6，h = f − g 与所有 φ1, φ2, . . .正交。但与 h正交的向量

构成一个闭线性流形，所以不仅 φ1, φ2, . . .，整个M也都与 h正交；即 h属于

R−M。

若还有另一个这样的分解 f = g′ + h′，其中 g′属于M，h′属于R−M，则

g + h = g′ + h′，所以 g − g′ = h′ − h = j。于是 j 同时属于M和 R−M，因而

与自身正交：(j, j) = 0，即 j = 0，故 g = g′, h = h′。

因此，PMf 是一种运算，它给R中的每个 f 指定在M上的投影 PMf。下

一节将把算符 R定义为在R的某个子集上定义、以R中元素为值的函数，也

就是给 R中某些 f 指定 R中的某些 Rf 的对应。这种对应不一定对所有 f 都

有定义；对R中的其他 f，它可以没有定义，或说“没有意义”。因此，PM是

在 R中处处有定义的算符，称为M的投影算符。

定理 11. 算符 PM具有下列性质：

PM(a1f1 + · · ·+ anfn)

= a1PMf1 + · · ·+ anPMfn,

(PMf, g) = (f, PMg),

PM(PMf) = PMf.
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M是 PM 的全部值，即所有 PMf 的集合；也可以把它刻画为 PMf = f 的全部

解的集合，而 R−M则是 PMf = 0的全部解的集合。

说明。下一节将看到，第一条性质刻画所谓线性算符，第二条刻画所谓厄

米算符。第三条是说，PM施行两次与施行一次的效果相同；通常用符号写作

PMPM = PM，或 P 2
M = PM。

证明。由

f1 = g1 + h1, . . . , fn = gn + hn,

(g1, . . . , gn ∈M; h1, . . . , hn ∈ R−M),

得

a1f1 + · · ·+ anfn = (a1g1 + · · ·+ angn)

+ (a1h1 + · · ·+ anhn),

其中 a1g1 + · · ·+ angn属于M，a1h1 + · · ·+ anhn属于 R−M。所以

PM(a1f1 + · · ·+ anfn) = a1g1 + · · ·+ angn

= a1PMf1 + · · ·+ anPMfn.

这就是第一个公式。其次，设

f = g′ + h′, g = g′′ + h′′,

(g′, g′′ ∈M; h′, h′′ ∈ R−M).

则 g′, g′′与 h′, h′′正交，故

(g′, g) = (g′, g′′ + h′′) = (g′, g′′)

= (g′ + h′, g′′) = (f, g′′),

即 (PMf, g) = (f, PMg)。这就是第二个公式。最后，PMf 属于M，所以 PMf =

PMf + 0就是定理 10所保证的 PMf 的分解；即 PM(PMf) = PMf。这就是第三

个公式。
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方程 PMf = f 与 PMf = 0，分别意味着：在 f = g + h，g属于M、h属于

R−M的分解（定理 10）中，须有 f = g, h = 0，或 g = 0, f = h；即 f 分别属

于M或R−M。这是第五、第六项断言。根据定义，所有 PMf 都属于M；而

M的每个 f ′又等于某个 PMf，例如依刚才所述，就等于 PMf
′。这就是第四项

断言。

再指出，由本定理的第二、第三个公式有

(PMf, PMg) = (f, PMPMg)

= (f, PMg) = (PMf, g).

现在要撇开M，直接定义投影算符 PM。

定理 12. 处处有定义的算符 E（算符的含义见定理 11前的说明），是投影
算符，即对某个适当的闭线性流形M有 E = PM，当且仅当它具有下列性质：

(Ef, g) = (f, Eg), E2 = E

（见定理 11的说明）。而且此时 E 唯一确定M（定理 11）。
证明。这些条件的必要性，以及E唯一确定M这一点，由定理 11即知。因

此，只须证明：若 E 具有上述性质，就存在闭线性流形M，使 E = PM。

设M为所有 Ef 张成的闭线性流形。向量 g − Eg与所有 Ef 正交，因为

(Ef, g − Eg) = (Ef, g)− (Ef,Eg)

= (Ef, g)− (E2f, g) = 0.

R中与 g−Eg正交的元素构成闭线性流形，所以既包含所有Ef，就也包含M；

因此 g − Eg 属于 R −M。这样，g关于M的分解就是 g = Eg + (g − Eg)，故
PMg = Eg。g是任意的，至此全部得证。

若M = R或 [0]，则R−M分别为 [0]或R。所以 f = f+0或 f = 0+f就是定

理 11所说的分解，此时 PMf 分别等于 f 或 0。把由 Rf = f 定义的处处有定义

的算符称为算符 1，把由 Rf = 0定义的算符称为算符 0。于是 PR = 1, P[0] = 0。

此外，f关于M的分解 f = g+h，其中 g属于M、h属于R−M，显然也能改写成
f = h+g，作为关于R−M的分解。因为 g属于M，就与R−M的每个元素正交，
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从而属于R−(R−M)。所以 PMf = g，PR−Mf = h = f−g，即 PR−Mf = f−PMf。

我们把这个关系 PR−Mf = 1f −PMf 符号化地写作 PR−M = 1−PM。算符的加、

减、乘运算，参见定理 14的讨论。
请注意：前面很容易就看出M是 R − (R −M)的子集；但若直接证明两

集合相等，大概要费些周折。然而，由

PR−(R−M) = 1− PR−M

= 1− (1− PM) = PM

立即就可得出这个结论。上述讨论还表明，若 E 是投影算符，1−E 也是；又
因 1− (1− E) = E，反过来也成立。

定理 13. 恒有
‖Ef‖2 = (Ef, f), ‖Ef‖ ≤ ‖f‖.

条件 ‖Ef‖ = 0与 ‖Ef‖ = ‖f‖，分别刻画属于 R−M和M的 f。

说明。特别有

‖Ef − Eg‖ = ‖E(f − g)‖ ≤ ‖f − g‖;

也就是说，算符 E 连续（参见 II.1中定理 2之后的讨论）。
证明。由定理 11之后的说明，

‖Ef‖2 = (Ef,Ef) = (Ef, f).

又因 1− E 也是投影算符，

‖Ef‖2 + ‖f − Ef‖2 = ‖Ef‖2 + ‖(1− E)f‖2

= (Ef, f) + ((1− E)f, f) = (f, f) = ‖f‖2.

两个加项都非负，所以也都不超过 ‖f‖2；特别有 ‖Ef‖2 ≤ ‖f‖2，‖Ef‖ ≤ ‖f‖。
由定理 11已知，‖Ef‖ = 0，即 Ef = 0，表示 f 属于R−M。根据上面的关系，

‖Ef‖ = ‖f‖意味着 ‖f − Ef‖ = 0，即 Ef = f；再根据定理 11，这就是说 f 属

于M。
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设 R,S为两个算符；用 R±S, aR（a为复数）、RS表示按下式定义的算符：

(R± S)f = Rf ± Sf,

(aR)f = a ·Rf,

(RS)f = R(Sf),

自然地，再规定

R0 = 1, R1 = R, R2 = RR, R3 = RRR, . . . .

这些运算满足哪些法则，很容易讨论。对于 R±S, aR，不难验证，数的全部初
等运算法则都成立；对于 RS却不尽如此。可验证分配律 (R±S)T = RT ±ST
及 R(S ± T ) = RS ±RT 成立，不过后一条需要 R的线性性（参见定理 11的说
明及下一节）；结合律 (RS)T = R(ST ) = RST 也成立。但是交换律 RS = SR

一般并不成立，因为 (RS)f = R(Sf)与 (SR)f = S(Rf)未必相等。

若对某两个特定的 R,S，交换律确实成立，就称它们可交换，或称它们对

易。例如，0和 1都与任何处处有定义的 R对易：

R0 = 0R = 0, R1 = 1R = R;

Rm, Rn也对易，因为 RmRn = Rm+n，与m,n的次序无关。

定理 14. 设 E,F 为闭线性流形M,N各自的投影算符。EF 也是投影算符，

当且仅当 E,F 对易，即 EF = FE；此时它对应于由M,N的公共元素构成的

闭线性流形P。E+F 为投影算符，当且仅当 EF = 0，也等价于 FE = 0。这意

味着整个M与整个N正交；这时 E + F 对应于M+N = [M,N]，而此流形在

这里等于 {M,N}。E − F 为投影算符，当且仅当 EF = F，也等价于 FE = F。

这意味着 N是M的子集；这时 E − F 对应于M−N。

证明。对于 EF，须验证定理 12的两个条件：

(EFf, g) = (f, EFg), (EF )2 = EF.

由于 (EFf, g) = (Ff,Eg) = (f, FEg)，第一个条件就是

(f, EFg) = (f, FEg), (f, (EF − FE)g) = 0.
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此式对一切 f 成立，所以 (EF−FE)g = 0；又对一切 g成立，所以EF−FE = 0，

即 EF = FE。因此，仅对第一个条件来说，对易性已是充分必要条件；而它

也能推出第二个条件：

(EF )2 = EFEF = EEFF = E2F 2 = EF.

由于 E,F 满足相应关系，E + F 总满足 ((E + F )f, g) = (f, (E + F )g)。所以这

里只须验证第二个条件 (E + F )2 = E + F。因为

(E + F )2 = E2 + F 2 + EF + FE

= (E + F ) + (EF + FE),

这个条件只不过就是 EF + FE = 0。若 EF = 0，则 EF 为投影算符，由刚才

的证明知 EF = FE，故 EF + FE = 0。反过来，若 EF + FE = 0，则

E(EF + FE) = E2F + EFE = EF + EFE = 0,

E(EF + FE)E = E2FE + EFE2

= EFE + EFE = 2 · EFE = 0.

所以 EFE = 0，从而 EF = 0。因此 EF = 0是充分必要条件；由于 E,F 的地

位相同，FE = 0也是。

E−F 是投影算符，当且仅当 1−(E−F ) = (1−E)+F 是投影算符。1−E,F
都是投影算符，所以根据刚才的证明，这等价于 (1−E)F = 0，即 F −EF = 0，

即 EF = F；也同样等价于 F (1− E) = 0，即 F − FE = 0，即 FE = F。

还须证明关于M,N的断言，其中E = PM, F = PN。首先设EF = FE，则每

个EFf = FEf 同时属于M和N，因而属于P。对P的每个 g，有Eg = Fg = g，

所以 EFg = Eg = g，即 g具有 EFf 的形式。因此，P就是 EF 的值域，由定

理 11知 EF = PP。其次，设 EF = 0，从而 FE = 0。每个 (E +F )f = Ef +Ff

都属于 {M,N}；而其中的每个 g 都等于 h + j，其中 h属于M，j 属于 N。所

以 Eh = h, Fh = FEh = 0, F j = j, Ej = EFj = 0，故

(E + F )(h+ j) = Eh+ Fh+ Ej + Fj = h+ j,



63

(E + F )g = g.

即 g具有 (E + F )f 的形式。因此，{M,N}是 E + F 的值域；但 E + F 是投影

算符，所以 {M,N}是它所对应的闭线性流形（定理 11）。既然 {M,N}是闭的，
它就等于 [M,N] = M +N。第三，设 EF = F，从而 FE = F。此时 E = PM，

1 − F = PR−N，所以 E − F = E − EF = E(1 − F )等于 PP，其中 P是M与

R−N的公共部分，也就是M−N。

最后，EF = 0意味着恒有 (EFf, g) = 0，从而 (Ff,Eg) = 0；即整个M与

整个 N正交。而 EF = F 意味着 F (1 − E) = 0：整个 N与 R −M正交；也等

价于 N是 R− (R−M) = M的子集。

若 N 是 M 的子集，也说 F = PN 是 E = PM 的一部分，记作 E ≥ F 或

F ≤ E。这意味着 EF = F，也等价于 FE = F，因而包含了对易性。无论考

察M,N，还是直接计算，都能看出：恒有 0 ≤ E ≤ 1；由 E ≤ F, F ≤ E 可得

E = F；由 E ≤ F, F ≤ G可得 E ≤ G。因此，关系 ≤具有“大小次序”的性
质。还须注意，E ≤ F、1−E ≥ 1− F、E与 1− F 正交，这三者互相等价。此
外，若 E,F 正交，且 E ′ ≤ E,F ′ ≤ F，则 E ′, F ′也正交。若M,N正交，我们也

称 E,F 正交，即 EF = 0，或等价地 FE = 0。反过来，若 E,F 对易，我们也

称相应的M,N对易。

定理 15. 关系 E ≤ F 等价于对一切 f 均有 ‖Ef‖ ≤ ‖Ff‖。
证明。由 E ≤ F 得 E = EF，再由定理 13得 ‖Ef‖ = ‖EFf‖ ≤ ‖Ff‖。反

过来，这个不等式意味着：若 Ff = 0，则 ‖Ef‖ ≤ ‖Ff‖ = 0，即 Ef = 0。由于

F (1−F )f = (F −F 2)f = 0，便恒有 E(1−F )f = 0，即 E(1−F ) = E−EF = 0，

故 E = EF，从而 E ≤ F。

定理 16. 设 E1, . . . , Ek为投影算符。E1 + · · ·+Ek也是投影算符，当且仅当

所有 Em, El（m, l = 1, . . . , k，m 6= l）两两正交。

另一个充分必要条件是：对一切 f 都有

‖E1f‖2 + · · ·+ ‖Ekf‖2 ≤ ‖f‖2

而且此时 E1 + · · · + Ek 是M1 + · · · +Mk = [M1, . . . ,Mk]的投影算符；这个流

形在这里等于 {M1, . . . ,Mk}，其中 E1 = PM1, . . . , Ek = PMk
。
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证明。反复应用定理 14，便得最后一项断言，也得到第一个判据的充分性。
若第二个判据成立，第一个也成立；因为当m 6= l且 Emf = f 时，

‖f‖2 + ‖Elf‖2 = ‖Emf‖2 + ‖Elf‖2

≤ ‖E1f‖2 + · · ·+ ‖Ekf‖2 ≤ ‖f‖2,

‖Elf‖2 = 0, Elf = 0.

而 Em(Emf) = Emf 恒成立，所以 El(Emf) = 0，即 ElEm = 0。最后证明第二

个条件的必要性：若 E1 + · · ·+ Ek 是投影算符，依定理 13，

‖E1f‖2 + · · ·+ ‖Ekf‖2

= (E1f, f) + · · ·+ (Ekf, f)

= ((E1 + · · ·+ Ek)f, f)

= ‖(E1 + · · ·+ Ek)f‖2 ≤ ‖f‖2.

因此得到如下逻辑关系：

E1 + · · ·+ Ek 是投影算符

=⇒ 第二个判据

=⇒ 第一个判据

=⇒ E1 + · · ·+ Ek 是投影算符.

所以三者互相等价。

最后再证明一个关于投影算符收敛的定理：

定理 17. 设 E1, E2, . . .是单调递增或递减的投影算符序列：E1 ≤ E2 ≤ · · ·
或 E1 ≥ E2 ≥ · · ·。则它们收敛于某个投影算符 E，收敛的意义是对每个 f 都

有 Enf → Ef；而且相应地，一切 En ≤ E 或一切 En ≥ E。

证明。只讨论第二种情形就够了，因为把 E1, E2, . . . , E换成 1−E1, 1−E2,

. . . , 1− E，就把第一种情形归结到第二种。因此，设 E1 ≥ E2 ≥ · · ·。
根据定理 15，‖E1f‖2 ≥ ‖E2f‖2 ≥ · · · ≥ 0，所以 limm→∞ ‖Emf‖2 存在。因

此，对每个 ε > 0都有 N = N(ε)，使m, l ≥ N 时有 |‖Emf‖2 − ‖Elf‖2| < ε。当

m ≤ l时，Em ≥ El，而 Em − El 是投影算符，故

‖Emf‖2 − ‖Elf‖2 = (Emf, f)− (Elf, f)
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= ((Em − El)f, f)

= ‖(Em − El)f‖2 = ‖Emf − Elf‖2,

从而 ‖Emf − Elf‖ <
√
ε。所以序列 E1f, E2f, . . .满足 Cauchy收敛条件，由 II.1

的 D知，它有极限 f∗。于是以 Ef = f∗定义一个处处有定义的算符。

在 (Enf, g) = (f, Eng) 中取极限，得到 (Ef, g) = (f, Eg)；在 (Enf, Eng) =

(Enf, g)中取极限，得到 (Ef,Eg) = (Ef, g)；所以 (E2f, g) = (Ef, g)，即E2 = E。

因此 E 为投影算符。当 l ≥ m时，有 ‖Emf‖ ≥ ‖Enf‖；令 l →∞，得 ‖Emf‖ ≥
‖Ef‖，故由定理 15知 Em ≥ E。T2.11

若 E1, E2, . . .是两两正交的投影算符，则 E1, E1 +E2, E1 +E2 +E3, . . .都是

投影算符（定理 16），而且显然组成递增序列。根据定理 17，它们收敛于某个不
小于所有这些算符的投影算符，可记作 E1 +E2 + · · ·。设 E1 = PM1, E2 = PM2,

. . . , E1 +E2 + · · · = PM。因为所有 Em ≤ E，Mm是M的子集，所以M也包含

[M1,M2, . . .] = M1 +M2 + · · · = M′。反过来，所有Mm都是M′的子集，所以

Em ≤ PM′ = E ′。利用连续性，有 E ≤ E ′（参照上面证明中的推论），所以M

又是M′的子集。故M = M′，E = E ′，即M = M1 +M2 + · · ·；也可写成

PM1+M2+··· = PM1 + PM2 + · · · .

关于投影算符的讨论到此结束。

5. 希尔伯特空间中的算符

现在，对于无限维空间，也就是希尔伯特空间R∞的几何关系，我们已有

足够的了解，可以转而考察它的线性算符，即R∞到自身的线性映射。为此必

须引入若干概念；其中一部分在上一节已经预先用到。

上一节已经涉及算符。依照其中定理 11之前的说明，作如下定义：
定义 6. 算符 R是定义在R的某个子集上、以R中的元素为值的函数；也

就是给 R中的某些元素 f 指定 R中的某些元素 Rf 的对应。

T2.11原书在令 l→∞之前的不等式中写作 En，其指标应为 l。这里保留原书指标。
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这里除了 R∞，也允许 Rn。请注意，若 R∞ 是一个 FΩ，算符 R就定义在

FΩ的元素上，即普通的位形空间函数上，其值也同样是这类函数。因此，这些

算符就是所谓“函数的函数”或“泛函”（参见 I.2、I.4中的例子）。使 Rf 有意

义的 f 构成的类，即 R的定义域，不必包含整个R；若确实包含，就称 R处处

有定义。此外，Rf 构成的类，即 R的值域——定义域经 R映射所得的像——

也完全不必包含在定义域中。因此，Rf 有意义，并不意味着 R(Rf) = R2f 也

有意义。2.22

R± S, aR,RS,Rm（R,S 为算符，a为复数，m = 0, 1, 2, . . .）的含义，在上

一节已经说明：

(R± S)f = Rf ± Sf,

(aR)f = a ·Rf,

(RS)f = R(Sf),

R0 = 1, R1 = R, R2 = RR, R3 = RRR, . . . .

不过，确定定义域时必须注意：只有右端有意义，左端，即算符 R±S, aR,RS
才有意义。例如，R± S仅在 R,S 定义域的公共部分上有定义，依此类推。若

不同的 f 给出不同的 Rf，R 就有逆算符 R−1：只要 Rg = f 有解 g，R−1f 就

有意义，且等于这个 g。关于 R±S, aR,RS所满足的运算法则，上一节已经讨
论；这里仅补充关于定义域的一点说明。那里所称相等的算符，也有相同的定

义域；但是 0 ·R = 0这类算符等式，就定义域而言并不成立：0f 总有意义，而

2.22 设 R∞ 为一个 FΩ，其中 Ω是全体实数 x的空间，−∞ < x <∞。d/dx把函数映成另一
个函数，也就是我们所说的算符；它只对这样的 f(x)有定义：首先可微，其次∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ ddxf(x)
∣∣∣∣2 dx

有限，参见 II.8对此的讨论。一般而言，d2f(x)/dx2 当然未必存在；而且∫ ∞

−∞

∣∣∣∣ d2dx2 f(x)
∣∣∣∣2 dx

也未必有限。例如 f(x) = |x|3/2e−x2

就是如此。
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按定义，只有 Rf 有意义，(0 ·R)f 才有意义；当然，只要两边都有意义，就都
等于零。相反，1 ·R = R · 1 = R，以及 Rm ·Rl = Rm+l，在定义域方面也成立。

若R,S有逆算符，RS也有逆算符；不难看出，(RS)−1 = S−1R−1。此外，当

a 6= 0时，(aR)−1 = 1
aR

−1。若 R−1存在，还能构造 R的其他负整数次幂：

R−2 = R−1R−1, R−3 = R−1R−1R−1, . . . .

作了这些一般说明之后，下面更仔细地考察以后对我们特别重要的几类特殊

算符。

定义 7. 若算符 A的定义域是线性流形，即只要包含 f1, . . . , fk，就也包含

a1f1 + · · ·+ akfk，并且满足

A(a1f1 + · · ·+ akfk) = a1Af1 + · · ·+ akAfk

就称A为线性算符。以后只考察线性算符，而且只考察定义域处处稠密的线性

算符。

对于量子力学中的算符，我们必须放弃处处有定义的要求；不过，在某些情

况下，要求定义域处处稠密就已足够。这一点很重要，值得稍加细究。例如，考察

Schrödinger波动力学的位形空间，为简单起见，设它是一维的：−∞ < q < +∞。
波函数是使

∫ +∞
−∞ |φ(q)|

2 dq 有限的 φ(q)，它们构成一个希尔伯特空间（见

II.3）。再考察算符 q · · · 和 h
2πi

d
dq · · ·。它们显然是线性算符，但其定义域都不

是整个希尔伯特空间。对于 q · · ·，这是因为即使
∫ +∞
−∞ |φ(q)|

2 dq有限，∫ +∞

−∞
|qφ(q)|2 dq =

∫ +∞

−∞
q2|φ(q)|2 dq

也完全可能无限，从而 qφ(q)不再属于希尔伯特空间。对于 h
2πi

d
dq，则是因为有

些函数不可微；另一些函数虽使
∫ +∞
−∞ |φ(q)|

2 dq有限，却不能使∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ h2πi ddqφ(q)
∣∣∣∣2 dq

=
h2

4π2

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ ddqφ(q)
∣∣∣∣2 dq
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有限，例如 |q|1/2e−q2 或 e−q
2

sin(eq
2

)。不过，这两个定义域都是处处稠密的：凡

φ(q)仅在有限区间 −C ≤ q ≤ C 内不为零，而且处处连续可微，这两个算符就

都能作用于它；而这类函数的集合处处稠密。2.23

进一步定义：

定义 8. 两个算符 A,A∗，若定义域相同，且在此定义域上恒有

(Af, g) = (f, A∗g), (A∗f, g) = (f, Ag)

就称它们互为伴随。交换 f, g并对两边取复共轭，可知这两个关系中的任何一

个都能推出另一个。另外，A,A∗之间的关系显然是对称的，即 A∗, A也互为伴

随。所以 A∗∗ = A。

还要指出，A至多有一个伴随算符 A∗：若 A既与 A∗
1互为伴随，又与 A∗

2互

为伴随，则必须有 A∗
1 = A∗

2。因为对于使 Ag有意义的每个 g，有

(A∗
1f, g) = (f,Ag) = (A∗

2f, g).

而这些 g 处处稠密，所以 A∗
1f = A∗

2f；此式又普遍成立，故 A∗
1 = A∗

2。于是 A

唯一确定 A∗，同样，A∗也唯一确定 A。

不难看出，0, 1，乃至一切投影算符 E，都与自身伴随（参见定理 12）；即
0∗, 1∗, E∗存在，且分别等于 0, 1, E。此外，(aA)∗ = aA∗；只要 A±B能够构造，
即其定义域处处稠密，就有 (A±B)∗ = A∗ ±B∗。最后，对定义域加上容易确

2.23 根据 II.3关于条件E.的讨论，只须能任意准确地逼近下述函数的所有线性组合：这类函

数 f(x)在由有限多个区间组成的集合内等于 1，其余地方等于 0。只要能逐一逼近其中

每个这样的函数，就能做到这一点；而又只须对只有一个取值为 1的区间的函数做到，

因为其余函数是这些函数之和。设该区间为 a < x < b。函数

f(x) =



0, x < a− ε或 x > b+ ε,

cos2
(
π

2

a− x
ε

)
, a− ε ≤ x ≤ a,

cos2
(
π

2

x− b
ε

)
, b ≤ x ≤ b+ ε,

1, a < x < b

确实满足我们的一切正则性要求；而且只要 ε > 0足够小，就能作任意准确的逼近。



69

定的限制，还会有 (AB)∗ = B∗A∗，因为 (ABf, g) = (Bf,A∗g) = (f,B∗A∗g)；以

及 (A−1)∗ = A∗−1，因为

(A−1f, g) = (A−1f, A∗A∗−1g)

= (AA−1f, A∗−1g) = (f, A∗−1g).

特别地，在刚才考察的 Schrödinger波动力学中，现设位形空间为 k维，希

尔伯特空间便由使
∫∞
−∞ · · ·

∫∞
−∞ |φ(q1 · · · qk)|

2 dq1 · · · dqk 有限的 φ(q1, . . . , qk)构成。

对于算符 ql · · · 和 h
2πi

∂
∂ql
· · · 有

(ql)
∗ = ql,

(
h

2πi

∂

∂ql

)∗

=
h

2πi

∂

∂ql
.

第一式由 ∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
ql · φ(q1 · · · qk)

· ψ(q1 · · · qk) · dq1 · · · dqk

=

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
φ(q1 · · · qk)

· ql · ψ(q1 · · · qk) · dq1 · · · dqk.

立即可知。第二式是说∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞

h

2πi

∂

∂ql
φ(q1 · · · qk)

· ψ(q1 · · · qk) · dq1 · · · dqk

=

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
φ(q1 · · · qk)

· h
2πi

∂

∂ql
ψ(q1 · · · qk) · dq1 · · · dqk,

即 ∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞

{
∂

∂ql
φ(q1 · · · qk) · ψ(q1 · · · qk)

+ φ(q1 · · · qk) ·
∂

∂ql
ψ(q1 · · · qk)

}
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× dq1 · · · dqk = 0,

或

lim
A→+∞, B→+∞

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞

[
φ(q1 · · · qk) · ψ(q1 · · · qk)

]ql=+A

ql=−B

× dq1 · · · dql−1 dql+1 · · · dqk = 0.

这个极限一定存在，因为所有积分∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
· · · dq1 · · · dqk

的收敛性都有保证——φ, ψ, ∂
∂xl
φ, ∂

∂xl
ψ 都属于希尔伯特空间。T2.12 现在只须证

明极限为零。若极限不为零，则积分∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
φ(q1 · · · qk)ψ(q1 · · · qk) dq1 · · · dql−1 dql+1 · · · dqk

在 ql → +∞或 ql → −∞时必定存在的极限就不为零；这却与∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
φ(q1 · · · qk)ψ(q1 · · · qk) dq1 · · · dql−1 dql dql+1 · · · dqk

绝对收敛不相容，因为 φ, ψ属于希尔伯特空间。

若 A是积分算符

Aφ(q1 · · · qk)

=

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
K(q1 · · · qk; q′1 · · · q′k)

φ(q′1 · · · q′k) dq′1 · · · dq′k,

不难看出，A∗也是积分算符，只是它的核不再是 K(q1 · · · qk; q′1 · · · q′k)，而是

K(q′1 · · · q′k; q1 · · · qk).

T2.12 原书在这两个偏导数中印作 xl，而这段论证其余各处的坐标均为 ql。这里保留原书记

法。
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现在考察矩阵理论的情形；此时希尔伯特空间由满足
∑∞

µ=1 |xn|2有限的一
切序列 x1, x2, . . .构成。T2.13 线性算符 A把 {x1, x2, . . .}变为 {y1, y2, . . .}：

A{x1, x2, . . .} = {y1, y2, . . .}.

由于 A线性，y1, y2, . . .必须线性地依赖于 x1, x2, . . .：2.24

yµ =
∞∑
ν=1

aµνxν .

因此，给出矩阵 aµν 就确定了 A。立即可见，与 A∗相应的矩阵是 aνµ，即复共

轭转置矩阵。2.24

上面与矩阵理论的类比，提示我们定义厄米算符；现在就来给出这一定义。

同时再引入两个在后面很重要的概念：

定义 9. 若 A∗ = A，就称算符 A为厄米算符。若此外恒有 (Af, f) ≥ 0，还

T2.13 原书的求和指标为 µ，被加项 xn的下标却为 n。这里保留原书记法。
2.24 这段考察并不严格，因为对无限和使用了线性性质。但可按以下方式补全它。设 φ1, φ2,

. . .为完全规范正交系，A,A∗为彼此伴随的算符。令 f =
∑∞
ν=1 xνφν、Af =

∑∞
ν=1 yνφν，

则

yµ = (Af, φµ) = (f,A∗φµ)

=

∞∑
ν=1

(f, φν)(A∗φµ, φν) 〔由定理 7的 γ)〕

=
∞∑
ν=1

xν(φµ, Aφν) =
∞∑
ν=1

(Aφν , φµ)xν .

于是，若令 aµν = (Aφν , φµ)，就得到正文的公式 yµ =
∑∞
ν=1 aµνxν，并保证了绝对收敛。

在序列 x1, x2, . . .的希尔伯特空间中，容易看出，序列 φ1 = 1, 0, 0, . . .、φ2 = 0, 1, 0, . . .、

……构成完全规范正交系。对于 f = {x1, x2, . . .}，有 f =
∑∞
ν=1 xνφν；对于 Af = {y1, y2,

. . .}，有 Af =
∑∞
ν=1 yνφν。因此，与正文的联系已完全建立。

再对 A∗ 构造 a∗µν，便有

a∗µν = (A∗φν , φµ) = (φν , Aφµ) = (Aφµ, φν) = āνµ.
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称它为定号的T2.14 。2.25 若 UU∗ = U∗U = 1，就称算符 U 为酉算符。2.26

因此，对于酉算符有 U∗ = U−1。按照定义，

(Uf, Ug) = (U∗Uf, g) = (f, g),

特别当 f = g时，有 ‖Uf‖ = ‖f‖。反过来，如果 U 处处有定义，且能取遍所有

值，后一性质就能推出酉性（见原注 2.26）。证明如下：首先有

‖Uf‖ = ‖f‖,

即 (Uf, Uf) = (f, f),

(U∗Uf, f) = (f, f).

把 f分别换成 (f+g)/2和 (f−g)/2，然后相减，简单计算便得Re(Uf, Ug) = Re(f,

g)。

再把这里的 f 换成 if，便由 Re得到 Im。所以一般有

(Uf, Ug) = (f, g), 即 (U∗Uf, g) = (f, g).

固定 f，此式对一切 g成立，故 U∗Uf = f；又对一切 f 成立，故 U∗U = 1。还

须证明 UU∗ = 1。对每个 f 都有一个 g使 Ug = f，于是

UU∗f = UU∗ · Ug = U · U∗Ug = Ug = f,

故 UU∗ = 1.

又因由线性性有

‖Uf − Ug‖ = ‖U(f − g)‖ = ‖f − g‖,

所以每个酉算符 U 都连续。厄米算符却未必连续；例如，对量子力学很重要的

算符 q · · · 和 h
2πi

d
dq · · · 恰好就是不连续的。

2.27

T2.14 原书的历史术语 definit在这里允许取零；现代通常称为非负或半正定，并非严格正定。
2.25 (Af, f)必为实数，因为它等于 (A∗f, f) = (f,Af) = (Af, f)。
2.26 所以，U,U∗ 必须处处有意义。另外，它们互为逆，因此每个值它们都能取到，且恰好

取到一次。
2.27 在

∫ +∞
−∞ |φ(q)|

2dq给定时，∫ +∞

−∞
q2|φ(q)|2dq 或

∫ +∞

−∞

∣∣∣∣ ddqφ(q)
∣∣∣∣2 dq
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由 A∗的形式运算法则，立即可得：若 U, V 是酉的，U−1, UV 也酉，从而 U

的一切整数次幂也酉；若 A,B 是厄米的，A±B 也厄米，但 aA只有在 a为实

数时才厄米（A = 0除外），AB则只有在 A,B对易，即 AB = BA时才厄米。我

们还知道，一切投影算符，特别是 0, 1，都是厄米的；Schrödinger理论中的算符
ql · · · , h

2πi
∂
∂ql
· · · 也如此。因此，A厄米，则它的一切幂也厄米（若 A−1存在，也

包括它），它的一切实系数多项式也厄米。另有一点值得注意：若 A厄米，X

任意，则 XAX∗也厄米：

(XAX∗)∗ = X∗∗A∗X∗ = XAX∗.

例如，一切 XX∗（取 A = 1）和 X∗X（以 X∗ 代 X）都是如此。对酉算符 U，

UAU−1厄米，因为 U−1 = U∗。

连续性对于算符至关重要，就像它对于分析学中熟悉的数值函数一样。因

此，下面给出线性算符连续的若干特征条件。

定理 18. 线性算符 R只要在 f = 0处连续，就处处连续。而在 f = 0处连

续的充分必要条件，是存在常数 C，使普遍有 ‖Rf‖ ≤ C · ‖f‖。这个条件又等
价于普遍有

|(Rf, g)| ≤ C · ‖f‖ · ‖g‖.

当 R厄米时，只须对 f = g作此要求：|(Rf, f)| ≤ C · ‖f‖2；又因 (Rf, f)为实数

（原注 2.25），也就是

−C · ‖f‖2 ≤ (Rf, f) ≤ C · ‖f‖2.

说明。算符连续的概念源于 Hilbert，2.28 他称之为“有界性”，并以上面倒数
第二个判据作为定义。若最后一个判据中的两个不等式只有一个普遍成立，就

相应称 R 为下半有界或上半有界。例如，每个定号的 R 都是下半有界的，此

时 C = 0。

两个积分中的任意一个，都可以任意增大。例如，取 φ(q) = ae−bq
2

，这三个积分都有限，

b > 0；它们分别正比于 a2b−1/2、a2b−3/2、a2b1/2，所以其中任意两个都可以预先指定。
2.28 Gött. Nachr.，1906。
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证明。在 f = 0处连续，是说对每个 ε > 0都有 δ > 0，使 ‖f‖ < δ 能推出

‖Rf‖ < ε。于是

‖f − f0‖ < δ

=⇒ ‖R(f − f0)‖ = ‖Rf −Rf0‖ < ε;

也就是说，R在 f = f0处也连续，因而处处连续。

若 ‖Rf‖ ≤ C · ‖f‖，其中当然可取 C > 0，就有连续性：令 δ = ε/C 即可。

反过来，若连续性成立，就先取与 ε = 1相应的 δ，再令 C = 2/δ。因为 f = 0

时，‖Rf‖ ≤ C · ‖f‖无论如何都成立；而 f 6= 0，即 ‖f‖ > 0时，令 g = δ/2
∥f∥ · f，

则 ‖g‖ = δ/2，所以

‖Rg‖ = δ/2

‖f‖
· ‖Rf‖ < 1,

‖Rf‖ < ‖f‖
δ/2

= C · ‖f‖.

由 ‖Rf‖ ≤ C · ‖f‖可得 |(Rf, g)| ≤ ‖Rf‖ · ‖g‖ ≤ C · ‖f‖ · ‖g‖。反过来，在 |(Rf,
g)| ≤ C · ‖f‖ · ‖g‖中取 g = Rf，得 ‖Rf‖2 ≤ C · ‖f‖ · ‖Rf‖，从而 ‖Rf‖ ≤ C · ‖f‖。
对于厄米的 R，还须证明

|(Rf, f)| ≤ C · ‖f‖2

=⇒ |(Rf, g)| ≤ C · ‖f‖ · ‖g‖.

把 f 分别换成 (f + g)/2和 (f − g)/2，得到2.29

|Re(Rf, g)|

2.29 在变形的第三步，利用了 R的厄米性：(
R
f + g

2
,
f + g

2

)
−
(
R
f − g
2

,
f − g
2

)
=

(Rf, g) + (Rg, f)

2
=

(Rf, g) + (f,Rg)

2

=
(Rf, g) + (Rf, g)

2
= Re(Rf, g).
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=

∣∣∣∣(Rf + g

2
,
f + g

2

)
−
(
R
f − g
2

,
f − g
2

)∣∣∣∣
≤ C

(∥∥∥∥f + g

2

∥∥∥∥2 + ∥∥∥∥f − g2

∥∥∥∥2
)

= C
‖f‖2 + ‖g‖2

2
.

现在仿照定理 1的证明，把 f, g换成 af, a−1g（a > 0），再对右边取最小值，便

得 |Re(Bf, g)| ≤ C · ‖f‖ · ‖g‖。T2.15 然后把 f 换成 eiαf（α为实数），对左边取最

大值，就有

|(Rf, g)| ≤ C · ‖f‖ · ‖g‖.

当然，这一证明只在 Rg有意义时才成立。但这样的 g处处稠密，而最终结果

已不再含有 Rg，所以利用连续性，结果也就普遍成立。

再证明一个关于定号算符的定理：

定理 19. 若 R厄米且定号，则恒有

|(Rf, g)| ≤
√

(Rf, f) · (Rg, g)

此时由 (Rf, f) = 0可推出 Rf = 0。

证明。由 (Rf, f) ≥ 0普遍成立，即由定号性，推出上述不等式的方法，与

定理 1 中从 (f, f) ≥ 0 推出 Schwarz 不等式 |(f, g)| ≤
√
(f, f) · (g, g)，即 |(f,

g)| ≤ ‖f‖ · ‖g‖的方法完全相同。若现在 (Rf, f) = 0，由这个不等式又得，只要

Rg 有意义，就有 (Rf, g) = 0。因此，这个关系在处处稠密的 g 的集合上成立，

再由连续性便对一切 g成立。所以 Rf = 0。

结束本节之前，再次提请注意两个算符 R,S 对易这一重要概念，即关系

RS = SR。

由 RS = SR有

S · · ·SSR = S · · ·SRS

= S · · ·RSS = · · · = RS · · ·SS;

T2.15 原书此处印作 B，前后论证中的算符则为 R。这里保留原书字母。
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即 R与 Sn对易，n = 1, 2, . . .。由于 R1 = 1R = R且 S0 = 1，这对 n = 0也成立。

若 S−1存在，则 S−1 · SR · S−1 = S−1 ·RS · S−1。鉴于

S−1 · S ·R · S−1 = S−1S ·RS−1 = RS−1,

S−1 ·RS · S−1 = S−1R · SS−1 = S−1R,

便还有 RS−1 = S−1R。所以 n = −1也允许，进而 n = −2,−3, . . .也都允许。即
R与 S 的一切幂对易。再应用一次这一结果，就知 R的每个幂都与 S 的每个

幂对易。如果 R与 S, T 对易，显然也与所有 aS，以及 S ± T, ST 对易。结合前
一结果便知：若 R,S 对易，则 R的一切多项式都与 S 的一切多项式对易。特

别令 R = S，就知 R的一切多项式彼此对易。

6. 本征值问题

在希尔伯特空间的特殊实现 FZ , FΩ中，量子力学的主要问题是求解 I.3的
方程E1、E2。现在，我们已经可以在抽象希尔伯特空间中考察这个问题了。它

称为本征值问题，我们必须重新给出统一的表述。

I.3中的 E1和 E2，都要求求出

Hφ = λφ (E)

的一切非零解 φ 6= 0。其中 H是与哈密顿函数相应的厄米算符（参见该节），φ

为希尔伯特空间中的元素，λ为实数；H给定，φ, λ待求。

不过，对所求解的个数还有一定要求：所求的解必须足够多，使得

1. 在矩阵理论中，能由这些解

φ1 = {s11, s12, . . .}, φ2 = {s21, s22, . . .}, . . .

（此时是在 FZ 中）组成一个有逆矩阵 S−1的矩阵 S = {sµν}（见 I.3）。
2. 在波动理论中，每个波函数 φ(q1 · · · qf )（它本身不必是解）都能按解

φ1 = φ1(q1 · · · qf ), φ2 = φ2(q1 · · · qf ), . . .
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展开为级数；这里 φ1, φ2, . . .可以属于不同的 λ：

φ(q1 · · · qf ) =
∞∑
n=1

cnφn(q1 · · · qf ).

虽说 I.3 未曾提到后一点，但这一要求对波动理论的进一步发展，特别对

Schrödinger的“微扰理论”，是不可缺少的。2.30

实际上，第 1项与第 2项意思相同。因为矩阵 S把 {1, 0, 0, . . .}, {0, 1, 0, . . .},
. . .分别变为

{s11, s12, s13, . . .}, {s21, s22, s23, . . .}, . . . ,

从而把整个希尔伯特空间 R∞ 变为 φ1, φ2, . . . 张成的闭线性流形。要使 S−1 存

在，后一个流形也必须等于R∞。第 2项恰好说的是同一件事：它同样要求，每
个 φ 都能用 φ1, φ2, . . . 的线性组合任意精确地逼近。2.31现在来明确这个条件究

竟意味着什么，并用现有的形式工具，重新考察方程 E的性质。
首先，由于要求 φ 6= 0，而且 φ为解时 aφ也为解，所以只考察 ‖φ‖ = 1的

解即可。其次，无须另行要求 λ为实数，因为由 Hφ = λφ有

(Hφ, φ) = (λφ, φ) = λ(φ, φ) = λ

（见 II.5、原注 2.25）。第三，属于不同 λ1, λ2的解 φ1, φ2彼此正交：

(Hφ1, φ2) = λ1(φ1, φ2),

(Hφ1, φ2) = (φ1,Hφ2) = λ2(φ1, φ2).

于是，由 λ1(φ1, φ2) = λ2(φ1, φ2)及 λ1 6= λ2得到 (φ1, φ2) = 0。

现设 λ1, λ2, . . . 为使 E 可解的所有互不相同的 λ。对于使 Hφ = λφ 可解的

每个 λ，选一个范数为 1的解 φλ。根据刚才的讨论，这些 φλ构成规范正交系。

由 II.2的定理 3(∞)知，这个系或者有限，或者是无限序列；所以这些 λ也可以

写成一个序列，并可在有限项后终止。

2.30 参见原注 1.5所列书中的第五篇论文，Ann. Physik〔4〕第 80卷（1926）。
2.31这里不考察更细的收敛问题。最初的矩阵理论与波动理论也没有准确处理这些问题；而

且我们后面还会解决这些问题，例如参见 II.9。
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对每个 λ = λρ，Hφ = λφ的全部解构成线性流形，而且是闭的。2.32 因此，依

定理 9，存在由这些解构成的规范正交系 φρ,1, . . . , φρ,νρ，恰好张成这个闭线性

流形。数 νρ显然是 λ = λρ时线性无关解的最大个数，所以也称为本征值 λρ的

重数。这里 ν = 1, 2, . . . ,∞；ν =∞确实可能发生，例如 H = 1, ν = 1时。T2.16 根

据前面的讨论，不同 ρ所对应的 φρ,1, . . . , φρ,νρ 彼此也正交，因此所有

φρ,ν (ρ = 1, 2, . . . ; ν = 1, . . . , νρ)

合起来仍构成规范正交系。从它的构造可知，它与 E的全部解 φ张成同一个闭

线性流形。

把φρ,ν按任意顺序编号为ψ1, ψ2, . . .，把相应的 λρ记为 λ(1), λ(2), . . .。于是，前

面提出的条件——E的全部解所张成的闭线性流形应为R∞——也就是说，仅

由解中的一部分组成的 ψ1, ψ2, . . .就必须张成R∞。依定理 7的 α)，这就是要求

这个规范正交系完全。

因此，按照量子力学的要求解决本征值问题，就是求出 E的足够多个解

φ = ψ1, ψ2, . . .

且 λ = λ1, λ2, . . .

使它们能够组成完全规范正交系。但一般情况下，并不能做到这一点。例如在

波动理论中可以看到，E（即 I.3中的 E2）的一部分解，其绝对值平方的积分并

不有限，2.33因而不属于希尔伯特空间；然而，要像上面所说的那样，把每个波

函数都按解展开，又少不了所有这些解。因此，在希尔伯特空间内——而 E只
讨论此空间——并不存在由解组成的完全规范正交系。

2.32 后一个条件，只有在 H处处有意义且连续时才显然成立，即从 fn → f 还能推出 Hfn →
Hf 时如此。不过，容易看出，下面这个较弱的性质就已经足够：若 fn → f、Hfn → f∗，

则 Hf = f∗。这就是所谓 H的“闭性”，参见作者在 Math. Ann.第 102卷〔1929〕的论
文。量子力学的算符，即使不连续，也总满足这个性质。确切地说，一个不闭的厄米算

符，可以唯一地扩充其定义域，使它成为仍然厄米的闭算符；例如，连续性就不具有这

样的性质。参见 II.9，第 108页。
T2.16 原书例子末尾印作 ν = 1，按此处语义应指 λ = 1：恒等算符的本征值 1具有无限重数。

这里保留原书符号。
2.33 例如，参见 Schrödinger对氢原子的处理，原注 1.12所引之处。
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另一方面，Hilbert的本征值问题理论表明，这种现象对于算符的行为来说
绝非例外，哪怕对于连续算符也不例外。2.34 所以，我们必须正视出现这种现象

时的情形。它在物理上意味着什么，以后再看（见 III.3）。若出现这种现象，即
从 E的解中选出的规范正交系不完全，就说存在“H的连续谱”。λ1, λ2, . . .则

构成“H的点谱”。

方程 E既然不能满足要求，我们的下一项任务，就是为厄米算符的本征值
问题找到一种表述，再将其用于量子力学。先沿着Hilbert的思路（参见原注 2.34
所引文献），给出并说明这种表述。

7. 续论

方程

Hφ = λφ,

以及能由其解组成完全规范正交系的要求，都是从有限维空间Rn类比得来的。

在 Rn中，H是矩阵 {hµν}，µ, ν = 1, . . . , n，hµν = hνµ。代数中的一个熟知

事实是，Hφ = λφ的解 φ = {x1, . . . , xn}，即

n∑
ν=1

hµνxν = λxµ (µ = 1, . . . , n)

的解，包含一个完全规范正交系。2.35

我们已经看到，不能靠令 n→∞，把Rn的这个性质推广到R∞；因此，在

R∞中必须另行表述本征值问题。下面将看到，Rn中的本征值问题可以改写成

另一种形式；新形式在Rn中与旧形式等价，却能够推广到R∞。也就是说，它

们在每个Rn（n = 1, 2, . . .）中表达同一件事，即厄米矩阵可以作主轴变换；但

其中一种能推广到 R∞，另一种却不能。

设 {x11, . . . , x1n}, . . . , {xn1, . . . , xnn} 是由本征方程的解组成的完全规范正
交系，λ1, . . . , λn 为相应的 λ。这些向量 {x11, . . . , x1n}, . . . , {xn1, . . . , xnn} 便在

2.34 参见原注 2.28所引之处。
2.35 例如，参见 Courant–Hilbert，原注 1.26所引之处。
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Rn中构成一个直角坐标系。从这个坐标系中的坐标 x1, . . . , xn到坐标 ξ1, . . . , ξn

的变换公式为

{ξ1, . . . , ξn}

= x1{x11, . . . , x1n}+ · · ·+ xn{xn1, . . . , xnn},

即

ξ1 =
n∑
µ=1

xµ1xµ, . . . , ξn =
n∑
µ=1

xµnxµ,

反之，

x1 =
n∑
µ=1

x1µξµ, . . . , xn =
n∑
µ=1

xnµξµ.

利用变量 x1, . . . , xn，再引入一组变量 η1, . . . , ηn，以及按上述公式与它们相

应的 y1, . . . , yn，就能把条件
∑n

ν=1 hµνxρν = λρxρµ写成

n∑
ρ,µ=1

(
n∑
ν=1

hµνxρν

)
xρηµ

=
n∑

ρ,µ=1

λρxρµxρηµ,

即
n∑

µ,ν=1

hµνξµην

=
n∑
ρ=1

λρ

(
n∑
µ=1

xρµξµ

)(
m∑
µ=1

xρµηµ

)
.

(D)

另一方面，这个坐标系是直角坐标系，由下式表达：

n∑
µ=1

ξµηµ

=
n∑
µ=1

(
n∑
ρ=1

xρµξµ

)(
n∑
ρ=1

xρµηµ

)
.

(O)
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因此，求出具有性质 D、O的矩阵 {xµν}，就等于解决Rn中的本征值问题；而

先前无法推广到R∞的，恰是这个形式。不过，这种失败并不奇怪，原因如下。

条件D、O并不能完全确定未知量 λρ, xµν。诚然，这类“主轴变换”的理论表明，

除排列次序外，λρ是唯一确定的（参见原注 2.35所引文献）；但 xµν 的情形就

远没有这么好了。显然，可以给每一行 xρ1, . . . , xρn 乘上绝对值为 1的因子 θρ；

若若干 λρ重合，甚至还允许在相应的行 xρ1, . . . , xρn之间作任意酉变换！试图

带着这些并未唯一确定的量，进行 n→∞这一困难的极限过程，是没有希望
的：由于未能完全确定，λρ, xµν 在过程中可以任意剧烈地波动，这个过程又怎

么能收敛呢！

这就提示了正确的处理方向：首先须设法替换条件 D、O 以及未知量 λρ,

xµν，让替换后的对象具有这里所缺少的唯一性。我们将看到，此时取极限的

困难就小得多。

若 l是一个或多个 λρ所取的值，则

∑
λρ=l

(
n∑
µ=1

xρµξµ

)(
n∑
µ=1

xρµηµ

)

在上面列举的、与 D、O相容的 λρ, xµν 变动下保持不变。若 l与所有 λρ都不同，

这个式子等于零，当然更是不变。因此，对任意 l，厄米型

E(l; ξ, η)

=
∑
λρ≤l

(
n∑
ρ=1

xρµξµ

)(
n∑
ρ=1

xρµηµ

)
,

也保持不变；其中 ξ, η分别代表 ξ1, . . . , ξn和 η1, . . . , ηn。T2.17

只要知道 E(l; ξ, η)，即知道它们的系数，就很容易反求 λρ, xµν。因此，如

果改写本征值问题，即 D、O，让其中不再出现 λρ, xµν，而只出现 E(l; ξ, η)，就

达到了所要求的唯一表述。

T2.17 原书在 D的最后一个求和上限处印作m，并在 O及 E(l; ξ, η)的定义式中混用了求和指

标 µ, ρ。这里保留原书指标；其一致的含义可由前面的坐标变换确定。
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设 E(l)为厄米型 E(l; ξ, η)的矩阵。2.36 那么，D、O对矩阵族 E(l)意味着什

么呢？

O意味着：当 l 充分大，即大于一切 λρ 时，E(l) = 1，即单位矩阵。又由

E(l)的构造可知，当 l充分小，即小于一切 λρ 时，E(l) = 0；而当 l从 −∞增

到 +∞时，除有限多个点外，E(l)总保持常值，只在那些点发生跳跃。这些点
就是 λ1, . . . , λn 中互不相同的值，记作 l1 < l2 < · · · < lm，m ≤ n。每个跳跃点

处都右连续而左不连续，因为
∑

λρ≤l作为 l的函数是右连续的；若改用
∑

λρ<l
，

情形就相反。最后，我们将证明，对 l′ ≤ l′′有

E(l′)E(l′′) = E(l′′)E(l′) = E(l′),

这里是矩阵乘积。

在 x1, . . . , xn与 y1, . . . , yn的坐标系中，对E(l′; ξ, η), E(l′′; ξ, η)来证明更方便。

引入这些变量以后，两者分别化为∑
λρ≤l′

xρyρ 且
∑
λρ≤l′′

xρyρ,

因此，其矩阵在对角线以外全为零；在第 ρ个对角元处，分别当 λρ ≤ l′或 λρ ≤ l′′

时为 1，否则也为零。对这些矩阵，上述断言显然成立。

再来改写 D。它显然是说
n∑

µ,ν=1

hµνξµην

=
m∑
τ=1

lτ{E(lτ ; ξ, η)− E(lτ−1; ξ, η)},

其中 l0是任意小于 l1的数。但 E(l; ξ, η)在下列每个区间上保持常值：

−∞ < l < l1; l1 ≤ l < l2; . . . ;

2.36 即 E(l) = (eµν(l))，

E(l; ξ, η) =

n∑
µ,ν=1

eµν(l)ξµη̄ν .

因此，eµν(l) =
∑
λϱ≤l xϱµx̄ϱν。
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lm−1 ≤ l < lm; lm ≤ l < +∞.

因此，对于任意数列 Λ0 < Λ1 < Λ2 < · · · < Λk，只要 l1, . . . , lm包含在 Λ1, . . . ,Λk

中，就有
n∑

µ,ν=1

hµνξµην

=
k∑
τ=1

Λτ{E(Λτ ; ξ, η)− E(Λτ−1; ξ, η)}.

利用 Stieltjes积分的概念，2.37 也可写成
n∑

µ,ν=1

hµνξµην =

∫ +∞

−∞
λ dE(λ; ξ, η).

显然，
∫ +∞
−∞ 可换成任意满足 a < l1, b > lm的

∫ b
a。或者，考察系数，并把对所有

系数成立的等式写成矩阵本身的等式：

H =

∫ +∞

−∞
λ dE(λ), H = {hµν}.

于是，到目前为止得到的问题如下：给定厄米矩阵 H = {hµν}，求一族厄米矩
阵 E(λ)（−∞ < λ < +∞），使它们具有下列性质：

S1. 对充分小的 λ，E(λ) = 0；对充分大的 λ，E(λ) = 1。E(λ)作为 λ的函

数，除有限多个点外处处为常值；在这些点发生跳跃，且右连续而左不连续。

2.37 关于 Stieltjes 积分的概念，参见 Perron：Die Lehre von den Kettenbrüchen，Leipzig，1913；
另外，特别考虑算符理论需要的论述，可参见 Carleman：Équations intégrales singulières，
Upsala，1923。对这些问题兴趣较少的读者，只须知道如下定义。对区间 a, b的每一组

分点 Λ0,Λ1, . . . ,Λk，

a ≤ Λ0 < Λ1 < · · · < Λk ≤ b,

作和
∑k
τ=1 f(Λτ ){g(Λτ )−g(Λτ−1)}。如果随着分点Λ0, . . . ,Λk越来越密，这个和收敛，就

定义积分
∫ b
a
f(x) dg(x)有意义，并等于这个极限。取 g(x) = x时，就回到熟知的 Riemann

积分。

因此，在这里，所推得的等式表明，
∫ +∞
−∞ x dE(x; ξ, η)存在；我们把变量 x改记为 λ，

而这个积分就等于
∑n
µ,ν=1 hµνξµη̄ν。
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S2. 恒有 E(λ′)E(λ′′) = E(Min(λ′, λ′′))。2.38

S3. 利用 Stieltjes积分，有

H =

∫ +∞

−∞
λ dE(λ).

我们不再花时间从 S1—S3 反过来求解 D、O（虽然这很容易），因为量子力学
中所需的正是本征值问题的这种形式。下面立即把 S1—S3从有限多个变量推

广到无限多个变量，即从 Rn推广到 R∞。

在R∞中，显然应把 H和 E(λ)理解为厄米算符。于是，对于给定的 H，要

仿照 S1—S3，求与它具有某种关系的算符族E(λ)。因此，须找出 S1—S3在R∞

中的对应形式。

S2可原样保留，因为Rn的维数在这里不起作用。不过，利用关于投影算符

的结论（II.4），可以稍加改写。首先，取 λ′ = λ′′ = λ，它便是说E(λ)2 = E(λ)，所以

各个 E(λ)必须是投影算符。然后，S2就意味着：由 λ′ ≤ λ′′可得 E(λ′) ≤ E(λ′′)。

只讨论 λ′ ≤ λ′′就够了，λ′ ≥ λ′′的相应结论随之成立（见 II.4的定理 14及其后
的文字）。

对于 S3，则须谨慎：A =
∫∞
−∞ λ dE(λ)没有意义，因为 Stieltjes积分是对数

定义的，并不是对算符定义的。不过，很容易用数代替 H, E(λ)，并使所得关系

准确表达所要的算符关系。我们要求

(Hf, g) =

∫ +∞

−∞
λ d(E(λ)f, g)

对R∞中的一切 f, g成立，只要 Hf 有意义；而 H =
∫ +∞
−∞ λ dE(λ)仅应理解为这

一关系的符号化简写。

最后，当维数成为无限时，S1会受到实质影响。在Rn中，使 E(λ)从此等

于 0或 1的界点，以及使它发生跳跃间断的点，都是 H的本征值；而它保持常

值的各个区间，则是不含本征值的区间。当 n→∞时，可能发生各种情况：最
小、最大的本征值可能分别趋于−∞,+∞；其他本征值的个数越来越多，可能
排列得越来越密，以至于常值区间缩成点。特别在 Hilbert理论中，后一现象正

2.38 min(a, b, . . . , e)及 max(a, b, . . . , e)，分别是有限个实数 a, b, . . . , e中的最小值与最大值。



85

是可能预示所谓连续谱出现的征兆。2.39 因此，从Rn过渡到R∞时，必须对 S1

作相当大的修改：变化原有的离散、逐级跳跃的性质可能消失，这一点必须顾

及。

从这个角度看，很自然可以放弃E(λ)最终实际达到 0, 1的要求，改为只要

求它在 λ→ −∞和 λ→ +∞时分别收敛于 0和 1。同样，也不再只允许区间上

的常值和点处的跳跃，而允许连续增长。至于较不苛刻的要求——若有间断，

该点仍须右连续——则不妨暂且保留。因此，把 S1表述如下：当 λ→ −∞时，
E(λ)→ 0；当 λ→ +∞时，E(λ)→ 1；当 λ→ λ0, λ ≥ λ0时，E(λ)→ E(λ0)。2.40

关于 S3还须补充一点。在有限维Rn中，曾有 A =
∑m

τ=1 lτFτ，其中 Fτ 表

示矩阵 E(lτ )− E(lτ−1)。根据 S1有T2.18

当 σ ≥ τ :

FτE(lσ)

= E(lτ )E(lσ)− E(lτ−1)E(lσ)

= E(lτ )− E(lτ−1) = Fτ ,

当 σ ≤ τ − 1 :

FτE(lσ)

= E(lτ )E(lσ)− E(lτ−1)E(lσ)

= E(lσ)− E(lσ) = 0.

于是，由 Fσ = E(lσ)− E(lσ−1)得

FτFσ =

Fτ , τ = σ,

0, τ 6= σ.

2.39 参见原注 2.28所引之处，以及原注 2.37所列 Carleman的著作。后面还会多次讨论这些
“连续谱”，参见 II.8。

2.40 A(λ) → B，其中 A(λ), B 为 R∞ 中的算符，λ为参数，表示：对于 R∞ 中的一切 f，都

有 A(λ)f → Bf。因此，它是希尔伯特空间中收敛关系的一种缩写。
T2.18 原书此处引S1，下文所用的矩阵乘积规则实际上列在S2中。这里保留原书引文。
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因此

H2 =

(
m∑
τ=1

lτFτ

)2

=
m∑

τ,σ=1

lτ lσFτFσ

=
m∑
τ=1

l2τFτ .

同样，Hp =
∑m

τ=1 l
p
τFτ。于是施行与 H本身相同的变换，得到

H2 =

∫ +∞

−∞
λ2 dE(λ).

所以在 R∞中，也可猜想相同形式的符号等式成立；写成数值关系就是

(H2f, g) =

∫ +∞

−∞
λ2 d(E(λ)f, g).

下文将证实这一点。当 f = g时，由于

(H2f, f) = (Hf,Hf) = ‖Hf‖2,

(E(λ)f, f) = ‖E(λ)f‖2,

得到

‖Hf‖2 =
∫ +∞

−∞
λ2 d(‖E(λ)f‖2).

这个公式使我们预期：E(λ)不仅确定Hf 有意义时的值，也确定它何时有意义。

因为积分
∫ +∞
−∞ λ2 d(‖E(λ)f‖2)的被积函数从不为负，即 λ2 ≥ 0；d之后的表达式

‖E(λ)f‖2又不递减（见 S2及 II.4的定理 15）。所以这个积分按其性质，或者收
敛于零或有限正值，或者发散到+∞。2.41这一点与它同 H的关系无关，也不取

决于 Hf 是否有意义。因此，我们可以预期，Hf 有意义，即存在于R∞中，当且

仅当拟用作 ‖Hf‖2的值的表达式
∫ +∞
−∞ λ2 d‖E(λ)f‖2有限；这个表达式对每个 f

都有意义。

2.41这是由原注 2.37中 Stieltjes积分的定义得出的。证明见那里所列的著作。
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因此，S1—S3 的新表述如下。对给定的厄米算符 H，求投影算符族 E(λ)

（−∞ < λ < +∞），使它具有下列性质：
S1. 对每个 f，当 λ→ −∞或 λ→ +∞时，E(λ)f 分别趋于 0或 f；当 λ→ λ0

且 λ ≥ λ0时，E(λ)f → E(λ0)f。

S2. 由 λ′ ≤ λ′′可得 E(λ′) ≤ E(λ′′)。

S3. 积分 ∫ +∞

−∞
λ2 d(‖E(λ)f‖2),

按其性质，或者收敛于零或有限正值，或者发散到+∞。它确定H的定义域：Hf

有意义，当且仅当前一种情况成立。此时，对每个 g都有

(Hf, g) =

∫ +∞

−∞
λ d(E(λ)f, g).

只要前一个积分有限，后一个积分就绝对收敛。2.42

性质 S1、S2完全没有涉及 H本身。具有这两个性质的投影算符族E(λ)，称

为单位分解。若一个单位分解与 H具有 S3的关系，就称它属于 H。

于是，R∞ 中的本征值问题就是：对于每个给定的厄米算符 H，是否总有

属于它的单位分解？有多少个？我们希望的回答是：总是恰有一个。此外，还

须考察：这里对本征值问题的定义，与量子力学中，特别是波动理论中，通常

用来确定厄米算符本征值的方法，究竟有何关系。

8. 关于本征值问题的初步考察

我们对本征值问题作出定义后，首先出现如下问题：条件 S1—S3，在形式

上与上一节开头的问题完全不同，已经看不出它们还有什么关系。诚然，在Rn

中，我们从原来的条件导出了 S1—S3；但在R∞中，情形有了本质变化：两种

表述不再等价，尽管如前所说，它们在Rn中是等价的。因此，整个问题又须

重新考察：新表述在多大程度上包含旧表述？也就是说，新的 E(λ)何时、又

如何确定先前的 λ1, λ2, . . .和 φ1, φ2, . . .？

2.42 参见 Math. Ann.第 102卷（1929）。
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设单位分解 E(λ)属于厄米算符 A。方程

Aφ = λ0φ

何时可解？Aφ = λ0φ等价于对一切 g有 (Aφ, g)− λ0(φ, g) = 0，即T2.19

0 =

∫ ∞

−∞
λ d(E(λ)f, g)− λ0(φ, g)

=

∫ ∞

−∞
λ d(E(λ)f, g)− λ0

∫ ∞

−∞
d(E(λ)f, g)

=

∫ ∞

−∞
(λ− λ0) d(E(λ)f, g).

先取 g = E(λ0)f，便有

0 =

∫ ∞

−∞
(λ− λ0) d(E(λ)f, E(λ0)f)

=

∫ ∞

−∞
(λ− λ0) d(E(λ0)E(λ)f, f)

=

∫ ∞

−∞
(λ− λ0) d(E(Min(λ, λ0))f, f)

=

∫ ∞

−∞
(λ− λ0) d(‖E(Min(λ, λ0))f‖2).

可把
∫∞
−∞分成

∫ λ0
−∞+

∫∞
λ0
。第一个积分中，Min(λ, λ0)可换成 λ；第二个积分中

则可换成 λ0。因此，后一个积分中 d之后的表达式为常数，所以积分为零。第

一个积分则留下T2.20 ∫ ∞

λ0

(λ− λ0) d(‖E(λ)f‖2) = 0.

再取 g = f，得到

0 =

∫ ∞

−∞
(λ− λ0) d(E(λ)f, f)

T2.19 原书在这段推导中把未知量由 φ改记为 f，但第一行被减项仍用 φ。这里保留原书的记

号。
T2.20 原书在下一积分中印出的上下限为 λ0,∞，而前面的拆分要求−∞, λ0。这里保留原书积

分限。
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=

∫ ∞

−∞
(λ− λ0) d(‖E(λ)f‖2).

从此式减去第一个等式，并把被积函数的符号反过来，就得∫ λ0

−∞
(λ0 − λ) d(‖E(λ)f‖2) = 0.

现在更仔细地考察下面两个积分：∫ λ0

−∞
(λ0 − λ) d(‖E(λ)f‖2),∫ ∞

λ0

(λ− λ0) d(‖E(λ)f‖2).

两者的被积函数都非负，d之后又都是 λ的单调不减函数。因此，对每个 ε > 0

有 ∫ λ0

−∞
(λ0 − λ) d(‖E(λ)f‖2)

≥
∫ λ0−ε

−∞
(λ0 − λ) d(‖E(λ)f‖2)

≥
∫ λ0−ε

−∞
ε d(‖E(λ)f‖2)

= ε · ‖E(λ0 − ε)f‖2,

以及 ∫ ∞

λ0

(λ− λ0) d(‖E(λ)f‖2)

≥
∫ ∞

λ0+ε

(λ− λ0) d(‖E(λ)f‖2)

≥
∫ ∞

λ0+ε

ε d(‖E(λ)f‖2)

= ε(‖f‖2 − ‖E(λ0 + ε)f‖2)

= ε‖f − E(λ0 + ε)f‖2.
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所以右端均不大于零，但它们又恒不小于零，故必为零。于是

E(λ0 − ε)f = 0, E(λ0 + ε)f = f.

由于 E(λ)右连续，可在第二式中令 ε→ 0，得到 E(λ0)f = f。当 λ ≥ λ0时，再

在第二式中取 ε = λ − λ0 ≥ 0，即得 E(λ)f = f；当 λ < λ0 时，在第一式中取

ε = λ0 − λ > 0，便得 E(λ)f = 0。所以

E(λ)f =

f, λ ≥ λ0,

0, λ < λ0.

这个必要条件也是充分的，因为由它有

(Af, g) =

∫ ∞

−∞
λ d(E(λ)f, g) = λ0(f, g),

只须回顾原注 2.37中 Stieltjes积分的定义即可明白。因此，对一切 g有 (Af−λ0f,
g) = 0，即 Af = λ0f。

这个条件应如何解释？首先，它要求 E(λ) 在 λ = λ0 处不连续。根据 II.4
的定理 17，当 λ → λ0, λ < λ0 以及 λ → λ0, λ > λ0 时，E(λ) 都必趋于某个

投影算符；分别记为 E(1)(λ0), E
(2)(λ0)。2.43由 S1，E(2)(λ0) = E(λ0)；但在不连

续时，E(1)(λ0) 6= E(λ0)。又由 S2，当 λ < λ0 时，E(λ) ≤ E(λ0)，所以恒有

E(1)(λ0) ≤ E(λ0)。因此，E(λ0)−E(1)(λ0)为投影算符；不连续的特征，就是它

不等于零。

对所有 λ < λ0都有E(λ)f = 0，能推出E(1)(λ0)f = 0；反过来，由于E(λ) ≤
E(1)(λ0)，也能推出前一条件。对所有 λ ≥ λ0都有E(λ)f = f，则可由E(λ0)f = f

推出：因为 E(λ0) ≤ E(λ)，E(λ)E(λ0) = E(λ0)，所以 E(λ)f = E(λ)E(λ0)f =

E(λ0)f = f。因此，Af = λ0f 的特征条件是 E(1)(λ0)f = 0、E(λ0)f = f；或根

据 II.4的定理 14，是 (E(λ0)−E(1)(λ0))f = f。若令 E(λ0)−E(1)(λ0) = PMλ0
，这

个条件就是说 f 属于Mλ0。

2.43 我们是对 λ序列证明这一点的。但无论考察从左侧 λ < λ0还是从右侧 λ > λ0趋于 λ0的

情形，同一侧的所有 λ序列都必须有相同的极限。因为同一侧的任意两个这样的序列，

都可以交错合成一个序列；既然这个序列也有极限，两个原序列就必须有同一极限。因

此，当 λ从这一侧连续趋于 λ0 时，也收敛到这些序列的共同极限。
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因此已经证明：Af = λf 只有在 E(λ)的间断点处才有非零解 f；而这些解

构成刚才定义的闭线性流形Mλ0。

所以，II.6所求的、由解组成的完全规范正交系（各解可属于不同的 λ）存

在，当且仅当全部Mλ0（−∞ < λ0 < ∞）合起来所张成的闭线性流形为 R∞。

这种情况下如何构造所需的系，已在 II.6讨论。还可以重新看出各个Mλ0 彼此

正交：由 λ0 < µ0有

PMλ0
PMµ0

= (E(λ0)− E(1)(λ0))(E(µ0)− E(1)(µ0)) = 0,

因为

E(λ0)− E(1)(λ0) ≤ E(λ0) ≤ E(1)(µ0),

E(µ0)− E(1)(µ0) ≤ 1− E(1)(µ0).

暂不求这种情形发生的精确条件，至少能确定如下事实：若存在一个以µ1,

µ2为端点的区间，使E(λ)在其中连续增长，即 µ1 < µ2，E(λ)在 µ1 ≤ λ ≤ µ2上

连续，且 E(µ1) 6= E(µ2)，那么上述完全正交系一定不存在。因为当 λ ≤ µ1时，

E(λ)−E(1)(λ) ≤ E(λ) ≤ E(µ1)；当µ1 < λ ≤ µ2时，由连续性有E(λ)−E(1)(λ) = 0；

当 µ2 < λ时，E(λ)− E(1)(λ) ≤ 1− E(1)(λ) ≤ 1− E(µ2)。所以 E(λ)− E(1)(λ)总

与 E(µ2)−E(µ1)正交。设 E(µ2)−E(µ1) = PN，则所有Mλ都与N正交。若能

从它们中选出完全规范正交系，N就只能含有 0，即 E(µ2)− E(µ1) = 0，与假

定矛盾。

把 E(λ)的间断点称为 A的点谱；它们就是使 Af = λf, f 6= 0可解的那些

λ。从每个非零的Mλ中选一个 ‖f‖ = 1的 f，由各个Mλ的正交性，便得到规

范正交系。依 II.2的定理 3，它是有限的，或能排成一个序列；所以点谱中的
λ也至多可数。

所有在其任意邻域内E(λ)都不恒定的点，构成A的谱。我们已经看到，若

有某些区间含有 A的谱点，却不含点谱的点，即 E(λ)在这些区间连续而不恒

定，那么本征值问题按 II.6开头的意义一定不可解。对于这种不可解性的精确
条件，不再进一步研究；即使每个含有谱点的区间都含有点谱的点，也可能不
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可解。此时，把点谱与其余部分分离就要费力得多，与本书主题也不够密切。读

者可以在 Hilbert所引论文中找到这些研究。
不过，我们要说明：若能从Aφ = λφ的解中选出完全规范正交系φ1, φ2, . . .，

相应的本征值为 λ1, λ2, . . .，即处于我们所谓的纯点谱情形，应如何构造 E(λ)。

有2.44

E(λ) =
∑
λρ≤λ

P[φρ].

这个和可以没有加项，此时 E(λ) = 0；也可以只有有限个加项，其含义显然；

还可以有无限个加项，这时按 II.4末尾的讨论，它收敛。
事实上，S2显然成立。因为当 λ′ ≤ λ′′时，

E(λ′′)− E(λ′) =
∑

λ′<λρ≤λ′′
P[φρ]

是投影算符，所以由定理 14得 E(λ′) ≤ E(λ′′)。

S1证明如下：对每个 f 有2.45

∑
ρ

‖P[φρ]f‖2 =
∑
ρ

|(f, φρ)|2 = ‖f‖2

（定理 7），即
∑

ρ ‖P[φρ]f‖2 收敛。因此，对每个 ε > 0都能指定有限多个 ρ，使

仅对这些 ρ求的和就已大于 ‖f‖2− ε；于是，凡是不含这些 ρ的和
∑′

ρ，都小于

ε。这时还有 ∥∥∥∥∥
′∑
p

P[φρ]f

∥∥∥∥∥
2

=
′∑
p

‖P[φρ]f‖2 < ε.

由此特别得到 ∥∥∥∥∥∥
∑
λρ≤λ

P[φρ]f

∥∥∥∥∥∥
2

< ε,

2.44 这正是 II.7中 E(λ; ξ, η)定义的准确转述。
2.45 定理 10证明中给出的构造表明，当 ‖φ‖ = 1时，P[φ]f = (f, φ) · φ；因此 ‖P[φ]f‖ = |(f,

φ)| = |(φ, f)|。
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∑
λρ>λ

P[φρ]f

∥∥∥∥∥∥
2

< ε,

∥∥∥∥∥∥
∑

λ0<λρ≤λ

P[φρ]f

∥∥∥∥∥∥
2

< ε,

只要分别把 λ 取得足够小、足够大，或足够接近 λ0 且满足 λ ≥ λ。因此确实

有2.46

E(λ)f =
∑
λρ≤λ

P[φρ]f −→ 0

当 λ→ −∞,

f − E(λ)f =
∑
λρ>λ

P[φρ]f −→ 0

当 λ→ +∞,

E(λ)f − E(λ0)f =
∑

λ0<λρ≤λ

P[φρ]f −→ 0

当 λ→ λ0, λ ≥ λ0.

所以 S1成立。

为验证 S3，令 f = x1φ1 + x2φ2 + · · ·，则 Af = λ1x1φ1 + λ2x2φ2 + · · ·。要
使 Af 有意义，

∑∞
ρ=1 λ

2
ρ|xρ|2就须有限。而2.47

∫ ∞

−∞
λ2 d‖E(λ)f‖2

2.46 由定理 7，
f =

∑
ϱ

(f, φϱ) · φϱ =
∑
ϱ

P[φϱ]f.

这也可从 II.4末尾的讨论得出。
2.47 根据原注 2.37，

∫ +∞

−∞
λ2 d

∑
λϱ≤λ

|xϱ|2
 = lim

k∑
τ=1

Λ2
τ

∑
Λτ−1<λϱ≤Λτ

|xϱ|2.
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=

∫ ∞

−∞
λ2 d

∑
λρ≤λ

|xρ|2


=
∞∑
ρ=1

λ2ρ|xρ|2,

又有2.47 ∫ ∞

−∞
λ2 d(E(λ)f, g)

=

∫ ∞

−∞
λ d

∑
λρ≤λ

xρvρ


=

∞∑
ρ=1

λρxρyρ = (Af, g).

所以 S3也成立。T2.21

再考察两个纯连续谱的例子，即根本不存在点谱的情形。设 R∞由使∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
|f(q1 · · · ql)|2 dq1 · · · dql

有限的一切函数 f(q1 · · · ql)构成；A取为算符 qj · · ·，它显然是厄米的。
可见，Af = λf 意味着 (qj−λ)f(q1, . . . , ql) = 0；即 f(q1 · · · ql)处处为零，至多

可能在 (l−1)维平面 qj = 0上例外。T2.22 然而，这个平面的 Lebesgue测度，即体

如果处处有 Λ2
τ − Λ2

τ−1 < ε，也就是分点网格 Λ0, . . . ,Λk 足够细，那么把这个和换成

k∑
τ=1

∑
Λτ−1<λϱ≤Λτ

λ2ϱ|xϱ|2 =
∑

Λ0<λϱ≤Λk

λ2ϱ|xϱ|2

时，改变量小于 ε
∑∞
ϱ=1 |xϱ|2 = ε‖f‖2；而只要 Λ0足够小、Λk 足够大，后一式又任意接

近
∑∞
τ=1 λ

2
ϱ|xϱ|2。［T2.23 译者注：原书这个和使用求和指标 τ，却在被加项中保留 ϱ；这

里照录这一不一致。］所以，后一个和就是所求极限，即积分值。下一个积分公式也完

全同样证明。
T2.21原书在第二个积分恒等式左边印作 λ2，右边却要求 λ；又对同一组系数先写 vρ，后写

yρ。上文还把本应为 λ ≥ λ0 的条件印作 λ ≥ λ。均按原书保留。
T2.22 原书把可能例外的平面印作 qj = 0；由前面的方程应得 qj = λ，下一段也是如此表述。

这里保留原书的零。
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积，等于零；依 II.3中关于条件 B的说明，这个平面无关紧要，所以 f ≡ 0。2.48

因此，Af = λf 从来没有非零解。不过，我们也能不严格地看出，应到哪

里寻找解。(qj − λ)f(q1, . . . , ql) = 0是说，f 只有在 qj = λ时才允许不为零。因

此，对若干 λ值，例如 λ = λ′, λ′′, . . . , λ(s)，把相应解作线性组合，得到的 f 只

能在

qj = λ′, λ′′, . . . , λ(s)

时不为零。由一切 λ ≤ λ0 的解作线性组合，因而可看成得到只在 λ ≤ λ0 时不

为零的 f。T2.24 而在纯点谱的情形，我们曾有

E(λ0) =
∑
λρ≤λ0

P[φρ] = PNλ0
,

Nλ0 = [φρ(λρ≤λ0)];

2.48 在这里，我们采用的数学上正确的方法，与 Dirac的符号方法分道扬镳，例如参见原注
0.1所列他的著作。后一种方法会进一步把满足 (q−λ)f(q) = 0的 f 看成解；这里为简便

起见，取 l = j = 1、qj = q。可是，对这样的普通函数，每个内积 (f, g) =
∫
f(q)g(q) dq都

等于 0；而这里又要求 f 6= 0。因此，便把 f(q)在 q = λ这一点——它唯一不为 0的地方

——设想为无限大，而且大到足以使 (f, g) 6= 0。由于 q 6= λ时 f(q) = 0，
∫
f(q)g(q) dq就

只能依赖 g(λ)；又因积分具有可加性，这个值显然必须正比于 g(λ)。于是它等于 cg(λ)，

且应有 c 6= 0。用 f(q)/c代替 f(q)，便可令 c = 1。这样，我们就有了一个虚构的函数

f(q)，满足
∫
f(q)g(q) dq = g(λ)。

当然，只须考察 λ = 0的情形，把 f(q)记作 δ(q)。［T2.25 译者注：这里以及原注 2.61、
2.62中的近似函数，原书交替使用 q与 x；此处保留原记号。］它由下列性质定义：

∆. qδ(q) ≡ 0,

∫
δ(q)f(q) dq = f(0).

对任意 λ，δ(q − λ)就是解。虽然具有性质∆的函数 δ并不存在，但有些函数序列会趋

向这种行为，当然，极限函数并不存在。例如

fε(q) =


1

2ε
, |x| < ε,

0, |x| ≥ ε,
ε→ +0,

或者 fε(q) =
√
a/π e−ax

2

，a→ +∞。另见 I.3，尤其是原注 1.28。
T2.24 原文此处写作 λ ≤ λ0；按本段讨论的函数支撑，应为 qj ≤ λ0。正文保留原文。
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即Nλ由一切满足 λρ ≤ λ0的 φρ的线性组合组成，也就是由一切满足 λ ≤ λ0的

方程 Af = λf 的解的线性组合组成。因此可以预期——当然，这只是不严格

的启发性推论——这里也有 E(λ0) = PNλ0
；其中 Nλ0 由那些只在 qj ≤ λ0 时不

为零的 f 组成。于是 R∞ −Nλ0 显然由在 qj ≤ λ0时恒为零的 f 组成，所以

E(λ0)f(q1 · · · ql) =

f(q1 · · · ql), qj ≤ λ0,

0, qj > λ0.

我们就这样以完全不严格的方法，找到了一个投影算符族E(λ)，可以预期它对

这里的 A满足 S1—S3。事实上，S1、S2 显然成立；而且，在 S1 的 λ → λ0 情

形，连 λ ≥ λ0的限制也不需要，也就是说 E(λ)对于 λ处处连续。为证明 S3也

成立，只须验证下列等式：∫ ∞

−∞
λ2 d‖E(λ)f‖2

=

∫ ∞

−∞
λ2 d


∫ ∞

−∞
· · ·
∫ λ

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
|f(q1 · · · qj · · · ql)|2

dq1 · · · dqj · · · dql


=

∫ ∞

−∞
λ2


∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
|f(q1 · · · qj−1λqj+1 · · · ql)|2

dq1 · · · dqj−1 dqj+1 · · · dql

 dλ

=

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
q2j |f(q1 · · · qj−1qjqj+1 · · · ql)|2

dq1 · · · dqj−1 dqj dqj+1 · · · dql
= ‖Af‖2,

以及 ∫ ∞

−∞
λ d(E(λ)f, g)

=

∫ ∞

−∞
λ d


∫ ∞

−∞
· · ·
∫ λ

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
f(q1 · · · qj · · · ql)

× g(q1 · · · qj · · · ql) dq1 · · · dqj · · · dql


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=

∫ ∞

−∞
λ


∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
f(q1 · · · qj−1λqj+1 · · · ql)

× g(q1 · · · qj−1λqj+1 · · · ql)

× dq1 · · · dqj−1 dqj+1 · · · dql

 dλ

=

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
qjf(q1 · · · qj−1qjqj+1 · · · ql)

× g(q1 · · · qj−1qjqj+1 · · · ql)

× dq1 · · · dqj−1 dqj dqj+1 · · · dql
= (Af, g).

这里又可看出，点谱，或说本征值问题的旧定义，必然不能满足要求，因

为 E(λ)处处连续增长。

这个例子还提示，在一般情形下，怎样求连续谱中的E(λ)。先不作严格的

数学论证，求出Af = λf 的解；由于 λ属于连续谱，这些 f 根本不属于R∞。再

把所有 λ ≤ λ0的解作线性组合。其中一些组合重新属于R∞，并可能构成闭线

性流形Nλ0。于是令 E(λ0) = PNλ0
。如果前面的做法恰当，事后就能对 A和这

些 E(λ)验证 S1—S3，从而事后把先前的启发性推论补成严格论证。2.49

第二个例子，是波动力学中另一个重要算符 h
2πi

∂
∂qj
。为免无关紧要的复杂

情形，取 l = j = 1；其他情形同理。因此须考察算符

A′f(q) =
h

2πi

∂

∂q
f(q).

当 q 的变化范围为 −∞ < q < +∞时，它是厄米算符，这已在 II.5看到。但在
有限区间 a ≤ q ≤ b上，情况却不同：

(A′f, g)− (f, A′g)

=

∫ b

a

h

2πi
f ′(q)g(q) dq

−
∫ b

a

f(q)
h

2πi
g′(q) dq

2.49 这个思想在这里只能看作启发式的出发点；关于它的严格展开，可见Hellinger〔J. f. Math.
第 136卷〔1909〕〕及Weyl〔Math. Ann.第 68卷〔1910〕〕的论文。
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=
h

2πi

∫ b

a

{f ′(q)g(q) + f(q)g(q)
′
} dq

=
h

2πi
[f(q)g(q)]ba

=
h

2πi
[f(b)g(b)− f(a)g(a)].

要使这个式子为零，就须缩小 h
2πi

∂
∂q 的定义域，使任意取出的 f, g 都满足

f(a)g(a) = f(b)g(b)，即 f(a) : f(b) = g(b) : g(a)。固定 g 而改变 f，便知

f(a) : f(b)在整个定义域内必须为同一个数 θ（θ 也可能为 0或∞）；把 f, g 代

入又得 θ = 1/θ，即 |θ| = 1。因此，要使 h
2πi

∂
∂q 厄米，还必须加上一条形如

f(a) : f(b) = θ

的“边界条件”，其中 θ为任意固定的、绝对值等于 1的数。

先取区间 −∞ < q < +∞。
Aφ = λφ，即 h

2πiφ
′(q) = λφ(q)的解，是函数

φ(q) = ce
2πi
h λq.

但这些函数不能直接拿来用于我们的目的，因为
∫∞
−∞ |φ(q)|

2 dq =
∫∞
−∞ |c|

2 dq =

+∞，除非 c = 0，即 φ ≡ 0。请注意：第一个例子得到的解是 δ(q − λ)，一个虚
构的、并不存在的函数（见原注 2.48）；现在得到的却是 e

2πi
h λq，一个完全正常

的函数，只是由于绝对值平方的积分无限，不属于R∞。从我们的立场看，两

种情形是一回事：凡不属于 R∞的对象，对我们来说就不存在。2.50

与第一个例子一样，现在对 λ ≤ λ0的解作线性组合，即构造函数

f(q) =

∫ λ0

−∞
c(λ)e

2πi
h λq dλ.

希望其中有些函数属于R∞，并希望这些函数构成闭线性流形N′
λ0
；最后还希

望投影算符 E ′(λ0) = PN′
λ0
构成属于 A′的单位分解。第一个猜想可以由下例说

明：令

c(λ) =

1, λ ≥ λ1,

0, λ < λ1,
λ1 < λ0.

2.50 当然，只有物理应用上的成功，才能为这一立场——或者说，为在量子力学中采用这一

立场——提供根据。
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得到

f(q) =

∫ λ0

λ1

e
2πi
h λq dλ

=
e

2πi
h λ0q − e 2πi

h λ1q

2πi
h q

.

这个 f(q)在每个有限点都正则，当 q → ±∞时按 1/q衰减，所以
∫∞
−∞ |f(q)|

2 dq有

限。其他猜想也成立，这可由 Fourier积分理论推出。这个理论的内容如下：2.51

设 f(x)是任意使
∫∞
−∞ |f(x)|

2 dx有限的函数，则可构造函数

Lf(x) = F (y) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
eixyf(x) dx

它的
∫∞
−∞ |F (y)|

2 dy仍有限，而且恰等于
∫∞
−∞ |f(x)|

2 dx。此外，LLf(x) = f(−x)。
这就是所谓 Laplace变换，它在微分方程理论的其他地方也起着很大作用。

把 x, y分别换成
√

2π/h q,
√

2π/h p，便得到具有相同性质的变换

Mf(q) = F (p) =
1√
h

∫ ∞

−∞
e

2πi
h pqf(q) dq,

所以它把 R∞ 映满自身：对 R∞ 中的每个 g(p)，Mf(q) = g(p) 都有解 f(q) =

Mg(−p)。它保持 ‖f‖不变，又是线性的；因此，依 II.5，这个M 是酉的。又有

M2f(q) = f(−q)，所以 M−1f(q) = M∗f(q) = Mf(−q)；并且 M 与 M2，即与

f(q) 7→ f(−q)对易。
所以，对 N′

λ0
的预期定义就是：当 F (p) = M−1f(q)对一切 p > λ0 都等于

零时，f(q)属于 N′
λ0
。这里

F (p) =
√
h c(p),

其中 c(λ)即前面的函数。我们知道，这些 F (p)构成闭线性流形Nλ0，所以它经

M 得到的像N′
λ0
也如此。由 E(λ0)得到 E ′(λ0)的方式，与由Nλ0 得到N′

λ0
一样，

都是对整个R∞施行变换M。因此 E ′(λ0) =ME(λ0)M
−1。于是，E ′(λ)与 E(λ)

一样，具有性质 S1、S2。还须证明 S3，即单位分解 E(λ)属于 A′。T2.26

2.51 Plancherel：Circ. Math. di Pal.第 30卷（1910）；Titchmarsh：London Math. Soc. Proc.第 22
卷（1924）。

T2.26 原书在本句的 E上漏了撇号，上文方程 Aφ = λφ的 A也没有撇号；周围讨论的对象是

E′ 和 A′。这里保留原印记号。
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这里只限于证明：若 f(q)可微，且不存在特别的收敛困难，并有∫ ∞

−∞
| h
2πi

f ′(q)|2 dq 有限，

则
∫∞
−∞ λ2 d‖E ′(λ)f‖2 有限，且 (A′f, g) =

∫∞
−∞ λ d(E ′(λ)f, g)。2.52 事实上，设

M−1f(q) = F (p)，则

A′f(q) =
h

2πi
f ′(q) =

h

2πi

∂

∂q
(MF (p))

=
h

2πi

∂

∂q

(
1√
h

∫
F (p)e

2πi
h pq dp

)
=

√
h

2πi

∫
F (p)

∂

∂q

(
e

2πi
h pq
)
dp

=
1√
h

∫
F (p) · p · e

2πi
h pq dp

=M(pF (p)).

所以，对于所说的 f，有 A′ =MAM−1；这里 A是算符 q · · ·，或者说 p · · ·，因
为现在采用的变量是 p。上述断言对 A,E(λ)成立；用M 变换 R∞之后，它们

仍成立，所以对 A′ =MAM−1和 E ′(λ) =ME(λ)M−1也成立。

对于有限区间 a ≤ q ≤ b（a < b且两者有限）上的 h
2πi

∂
∂q，情形有本质区别。

我们知道，要保持厄米性，还须加上边界条件

f(a) : f(b) = θ, |θ| = 1,

h
2πi

∂
∂qf(q) = λf(q)仍由

f(q) = ce
2πi
h λq

求解；但现在
∫ b
a |f(q)|

2 dq =
∫ b
a |c|

2 dq = (b− a)|c|2 有限，因此 f(q)总属于 R∞。

不过还须满足边界条件：

f(a) : f(b) = e
2πi
h λ(a−b) = θ.

2.52 即 E′(λ)所对应的，并不是 A′ = h
2πi

∂
∂q 本身，而是某个算符，其定义域包含 A′ 的定义

域，并在后者上与 A′ 一致。参见 II.9的讨论。
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令 θ = e−iα，0 ≤ α < 2π，则为

2πi

h
λ(a− b) = −iα− 2kπi (k = 0,±1,±2, . . .),

λ =
h

b− a

( α
2π

+ k
)
.

所以这里存在点谱。归一化的解由 (b−a)|c|2 = 1确定，例如可取 c = 1/
√
b− a：

φk(q) =
1√
b− a

e
2πi
h λq

=
1√
b− a

e
2πi
b−a (

α
2π+k)q,

k = 0,±1,±2, . . . .

这确是规范正交系，而且也是完全的。T2.27 因为，若 f(q) 与所有 φk(q) 正交，

e
αi
b−aqf(q)就与所有 e

2πi
b−akq正交，从而 e

αi
2πxf( b−a2π x)与所有 eikx正交，即与 1, cos x,

sin x, cos 2x, sin 2x, . . .正交。它定义在区间

a ≤ b− a
2π

x ≤ b

上；区间长度为 2π，所以根据熟知的定理，它必为零。2.53因此 f(q) ≡ 0。

所以，这里是纯点谱情形，我们在本节开头已经一般地解决了它。请注

意，“边界条件”，即 θ或 α，如何影响本征值和本征函数。

最后，还可以考察半无限区间，例如 0 ≤ q < +∞。
同样，首先必须检验厄米性。有

(A′f, g)− (f, A′g)

=
h

2πi

∫ +∞

0

(
f ′(q)g(q) + f(q)g′(q)

)
dq

=
h

2πi
[f(q)g(q)]+∞

0 .

T2.27 在下面的完全性论证中，原书给乘在 f 前面的两个指数因子都用了正号。消去 φk的相

位时应使用负号；这里保留原印符号。
2.53它的全部 Fourier系数都为零，所以函数本身也为零。例如，参见 Courant–Hilbert，原注

1.26所引之处。
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当 q → +∞时，f(q)g(q) → 0，证明与 II.5中区间 −∞,+∞的情形相同。因此

须有 f(0)g(0) = 0。令 f = g就知，边界条件必须是 f(0) = 0。

这时出现了严重困难。A′φ = λφ 的解，与区间 −∞ < q < +∞ 的情形相

同，即 ce
2πi
h λq；它们不属于 R∞，还违反边界条件。后一现象已经提示，这种

求解方法可能有问题。更奇怪的是，按前面勾画的方法，由于这些形式解，即

不属于 R∞ 的解相同，就应得到与 −∞ < q < +∞的情形相同的 E(λ)。可是，

算符已经不同，怎么会仍得到相同的结果呢？而且，所得结果也不符合我们的

要求。因为，在由使
∫ +∞
0 |f(q)|2 dq有限的 f(q)（0 ≤ q < +∞）构成的希尔伯特

空间 FΩ′ 中，若仍以

Mf(q) = F (p) =
1√
h

∫ ∞

0

e
2πi
h pqf(q) dq,

M−1F (p) = f(q) =
1√
h

∫ ∞

−∞
e−

2πi
h pqF (p) dp

(=MF (−p))

定义M,M−1，M 就把这个由使
∫∞
0 |f(q)|

2 dq有限的全部 f(q)（0 ≤ q <∞）构
成的希尔伯特空间 FΩ′，映射到另一个希尔伯特空间：由使

∫∞
−∞ |F (p)|

2 dp有限

的全部 F (p)（−∞ < p <∞）构成的 FΩ′′。

自然，仍有 ‖Mf(q)‖ = ‖f(q)‖，因为把 f(q)在 −∞ < q < 0的部分延拓为

零，就能使用前面提到的定理。但是 ‖M−1F (p)‖ = ‖F (p)‖却绝非普遍成立。依
那些定理，若也在 q < 0时用 f(q) = 1√

h

∫∞
−∞ e−

2πi
h pqF (p) dp定义 f(q)，则

‖F‖2 =
∫ ∞

−∞
|F (p)|2 dp

=

∫ ∞

−∞
|f(q)|2 dq,

‖M−1F‖2 = ‖f‖2 =
∫ ∞

0

|f(q)|2 dq.

所以，除非刚才这样定义出来的 f(q)碰巧对一切 q < 0都为零，否则便有

‖M−1F‖ < ‖F‖。因此，E ′(λ) =ME(λ)M−1根本不是单位分解；2.54 这种方法失

败了。

2.54 这里虽然恒有M−1Mf(q) = f(q)——只须对 q < 0定义 f(q) = 0，再应用前面的定理即
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我们很快就会看到（原注 2.69），这并非偶然，而是问题本身的性质所决
定的，因为根本没有属于这个算符的单位分解。

结束这些初步考察之前，再给出若干形式运算法则，适用于那些已借助单

位分解写成符号形式

A =

∫ ∞

−∞
λ dE(λ)

的算符。首先，设 F 是与所有 E(λ)对易的投影算符。对一切 λ′ < λ′′有

‖E(λ′′)Ff − E(λ′)Ff‖2

= ‖(E(λ′′)− E(λ′))Ff‖2

= ‖F (E(λ′′)− E(λ′))f‖2

≤ ‖(E(λ′′)− E(λ′))f‖2.

由于 E(λ′′), E(λ′), E(λ′′) − E(λ′)，以及 E(λ′′)F,E(λ′)F,E(λ′′)F − E(λ′)F =

(E(λ′′)− E(λ′))F 都是投影算符，因此得到

‖E(λ′′)Ff‖2 − ‖E(λ′)Ff‖2

≤ ‖E(λ′′)f‖2 − ‖E(λ′)f‖2.

于是
∫∞
−∞ λ2 d‖E(λ)f‖2 ≥

∫∞
−∞ λ2 d‖E(λ)Ff‖2；由 S3知，只要 Af 有意义，AFf

也有意义。又有2.55

AF =

∫ ∞

−∞
λ d(E(λ)F )

可——却并不总有MM−1F (p) = F (p)。因为一般有 ‖M−1F‖ < ‖F‖，从而 ‖MM−1F‖ <
‖F‖。因此，M−1M = 1，但MM−1 6= 1；也就是说，M−1并不是M 的真正逆算符。也

不存在另一个逆算符，因为若有，由M−1M = 1可知，它必须等于我们这个M−1。所

以，当然可以构造 E′(λ) =ME(λ)M−1；甚至还能推出 E′(λ)2 = E′(λ)，因为这一步只

涉及M−1M。但是，当 λ→ +∞时，E′(λ)→MM−1 6= 1。
2.55 严格说，这里不能只靠形式符号演算，而须借助严格的等式 (Af, g) =

∫
λ d(E(λ)f, g)。这

样计算如下：

(AFf, g) =

∫
λ d(E(λ)Ff, g) =

∫
λ d(FE(λ)f, g)

=

∫
λ d(E(λ)f, Fg) = (Af, Fg) = (FAf, g).

由此得到 AF = FA。
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=

∫ ∞

−∞
λ d(FE(λ)) = FA.

即 A,F 也对易。特别地，由 S2，可以把任意一个 E(λ)取作 F。这时

AE(λ) =

∫ ∞

−∞
λ′ d(E(λ′)E(λ))

=

∫ ∞

−∞
λ′ d(E(Min(λ, λ′)))

=

∫ λ

−∞
+

∫ ∞

λ

=

∫ λ

−∞
λ′ dE(λ′) +

∫ ∞

λ

λ′ dE(λ).

最后一个积分中 d之后为常数，所以积分为零，因而

AE(λ) = E(λ)A =

∫ λ

−∞
λ′ dE(λ′).

进而有2.56

A2 =

∫ ∞

−∞
λ d(E(λ)A)

=

∫ ∞

−∞
λ d

(∫ λ

−∞
λ′ dE(λ′)

)

=

∫ ∞

−∞
λ2 dE(λ).

一般有

An =

∫ ∞

−∞
λn dE(λ),

2.56 这是由对 Stieltjes积分普遍有效的等式得出的：∫
f(λ) d

(∫ λ

g(λ′) dh(λ′)

)
=

∫
f(λ)g(λ) dh(λ).

根据 d与
∫ λ之间互为逆运算的关系，这个等式立即可见。作者曾给出一个严格证明，见

Annals of Mathematics第 32卷（1931）。
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因为，从 n− 1到 n的归纳步骤为2.56

An = An−1A =

∫ ∞

−∞
λn−1 d(E(λ)A)

=

∫ ∞

−∞
λn−1 d

(∫ λ

−∞
λ′ dE(λ′)

)

=

∫ ∞

−∞
λn−1 · λ dE(λ)

=

∫ ∞

−∞
λn dE(λ).

所以，对于任意多项式 p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n，有

p(A) =

∫ ∞

−∞
p(λ) dE(λ).

这里当然把 p(A)理解为 a01+ a1A+ · · ·+ anA
n；恒等式

∫∞
−∞ dE(λ) = 1由 S1得

出。

再指出，若 r(λ), s(λ)为任意函数，并用符号关系2.57

B =

∫ ∞

−∞
r(λ) dE(λ),

C =

∫ ∞

−∞
s(λ) dE(λ)

定义两个算符 B,C，则有

BC =

∫ ∞

−∞
r(λ)s(λ) dE(λ).

证明与特殊情形 B = C = A完全相同：

BE(λ) =

∫ ∞

−∞
r(λ′) d(E(λ′)E(λ))

2.57 即

(Bf, g) =

∫ ∞

−∞
r(λ) d(E(λ)f, g),

(Cf, g) =

∫ ∞

−∞
s(λ) d(E(λ)f, g).
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=

∫ ∞

−∞
r(λ′) d(E(Min(λ, λ′)))

=

∫ λ

−∞
+

∫ ∞

λ

=

∫ λ

−∞
r(λ′) dE(λ′) +

∫ ∞

λ

r(λ′) dE(λ)

=

∫ λ

−∞
r(λ′) dE(λ′),

CB =

∫ ∞

−∞
s(λ) d(BE(λ))

=

∫ ∞

−∞
s(λ) d

(∫ λ

−∞
r(λ′) dE(λ′)

)

=

∫ ∞

−∞
s(λ) · r(λ) dE(λ)

=

∫ ∞

−∞
s(λ)r(λ) dE(λ).

下列关系的验证则很容易：

B∗ =

∫ ∞

−∞
r(λ) dE(λ),

aB =

∫ ∞

−∞
ar(λ) dE(λ),

B ± C =

∫ ∞

−∞
(r(λ)± s(λ)) dE(λ).

因此，在形式上也没有理由不能对这样的函数 r(λ)写 B = r(A)。2.58

特别值得注意的是不连续函数

eλ(λ
′) =

1, λ′ ≤ λ,

0, λ′ > λ.

2.58 作者在Annals ofMath.第 32卷（1931）中严格建立了这个算符函数概念。更早以前，F. Riesz
曾通过多项式的极限过程，定义一般的算符函数。
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对这些函数，由 S1有T2.28

eλ(A) =

∫ ∞

−∞
eλ(λ

′) dE(λ)

=

∫ λ

−∞
dE(λ′) = E(λ).

本节开头讨论过算符 A = qj · · ·；它的 E(λ)是在 qj ≤ λ或 qj > λ时，分别乘以

1或 0，也就是乘以 eλ(q)。因此，eλ(qj · · · ) = eλ(qj) · · ·；这个例子可以帮助理
解这些概念。

9. 本征值问题唯一性与可解性的补充讨论

上一节仅结合特殊例子，从定性上概述了哪些单位分解 E(λ)属于给定的

厄米算符 A，还缺少系统研究。若在数学上完整展开，就超出本书范围；我们

只能证明其中一些内容，对其余内容加以介绍。况且，要理解量子力学，并不

一定需要详细了解这些问题。2.59

定理 18表明，线性运算的连续性可由

‖Af‖ ≤ C · ‖f‖ (St)

表达，其中 C 任意但固定。根据定理 18，条件 St还有若干等价形式：

|(Af, g)| ≤ C · ‖f‖‖g‖, (St1)

|(Af, f)| ≤ C · ‖f‖2. (St2)

后一形式只适用于厄米的 A。

与连续性等价的条件 St1，就是Hilbert的有界性概念。Hilbert对有界，即连
续的厄米算符，表述并解决了本征值问题（参见原注 2.34）。不过，在讨论这
一点之前，必须再引入一个概念。

T2.28 下式第一个积分的被积函数以 λ′ 为变量，但原书把微分写作 dE(λ)。这里保留原印记

号。
2.59 下文主要依据的理论，除 Hilbert的有界算符理论外，还有作者在原注 2.42所引论文中
建立的无界厄米算符理论。M. Stone独立地得到了类似结果，见 Proc. Nat. Ac.，1929及
1930。
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厄米算符 A，若具有下述性质，就称为闭算符：对任意点列 f1, f2, . . .，若

各个 Afn 均有意义，且 fn → f, Afn → f∗，则 Af 也有意义，并等于 f∗。须注

意，连续性也可以用一种十分接近的方式定义：若所有Afn及Af 都有意义，且

fn → f，就有 Afn → Af。两个定义的差别在于，闭性把 Afn存在极限 f∗作为

前提，只在这一前提下断言 f∗ = Af；而连续性还断言 f∗的存在。

举几个例子。仍设R∞由使
∫∞
−∞ |f(q)|

2 dq有限的全部 f(q)（−∞ < q <∞）
构成。设 A为算符 q · · ·，对使

∫∞
−∞ |f(q)|

2 dq和
∫∞
−∞ q2|f(q)|2 dq有限的一切 f(q)

定义；A′为算符 h
2πi

∂
∂q，对处处可微且使

∫∞
−∞ |f(q)|

2 dq、
∫∞
−∞ |

h
2πif

′(q)|2 dq有限的
一切函数定义。我们知道，它们都厄米。A是闭的：设 fn → f, Afn → f∗，即∫ ∞

−∞
|fn(q)− f(q)|2 dq → 0,∫ ∞

−∞
|qfn(q)− f∗(q)|2 dq → 0.

根据 II.3中证明 D时的论证，f1, f2, . . .有一个子序列 fn1, fn2, . . .，除 q的一个零

测集外处处收敛于极限：fnν(q)→ g(q)。所以∫ ∞

−∞
|g(q)− f(q)|2 dq = 0,∫ ∞

−∞
|qg(q)− f∗(q)|2 dq = 0.

因此，除一个零测集外，有 g(q) = f(q)及 qg(q) = f∗(q)，从而 qf(q) = f∗(q)；也

就是说，f∗(q)与 qf(q)没有本质区别。而按假定，f∗(q)属于R∞，qf(q)也就属

于它。所以 Af(q)有意义，且等于 qf(q) = f∗(q)。

相反，A′不闭。令 fn(q) = e−
√
q2+1/n, f(q) = e−|q|。显然，所有 Afn都有意

义，但 Af 没有意义，因为 f 在 q = 0处不可微。尽管如此，不难算出：若令

f∗(q) = − sgn(q)e−|q|，其中 q < 0, q = 0, q > 0时 sgn(q)分别为 −1, 0,+1，则仍

有 fn → f, Afn → f∗。T2.29

现在要证明：与连续性不同，厄米算符总能不费多少力气就获得闭性，方

法是扩张。所谓扩张，就是在R∞中原来已有定义的一切点上，保持算符不变；

再在原来尚无定义的某些点上，补充定义。

T2.29 此例中，原书在本应指微分算符A′的地方写作A，且 f∗的式子漏去其因子 h/(2πi)。记

号和公式均按原书保留。



109

设A为任意厄米算符。如下定义算符 Ã：若存在序列 f1, f2, . . .，使各个Afn

均有意义，fn以 f 为极限，Afn也有极限 f∗，就定义 Ãf = f∗。这个定义只有

在不产生歧义时才允许，即由 fn → f, gn → f, Afn → f∗, Agn → g∗ 必须能推出

f∗ = g∗。事实上，只要 Ag有意义，就有

(f∗, g) = lim(Afn, g) = lim(fn, Ag) = (f, Ag),

(g∗, g) = lim(Agn, g) = lim(gn, Ag) = (f, Ag).

所以 (f∗, g) = (g∗, g)。这些 g 处处稠密，故 f∗ = g∗，从而 Ã的定义成立。

这个 Ã是 A的扩张：只要 Af 有意义，Ãf 也有意义，且等于 Af；只须令所有

fn = f, f ∗ = Af 即可。通过取极限，由 A的线性和厄米性，就能推出 Ã也具有

这两种性质。最后，Ã是闭的。设所有 Ãfn 有意义，且 fn → f, Ãfn → f∗。于

是有序列 fn,1, fn,2, . . .，使 Afn,m 有意义，fn,m → fn, Afn,m → f∗n，且 Ãfn = f∗n。

对每个 n都存在 Nn，使m ≥ Nn时

‖fn,m − fn‖ ≤
1

n
, ‖Afn,m − f∗n‖ ≤

1

n
.

于是 fn,Nn − fn → 0, Afn,Nn − Ãfn → 0，从而 fn,Nn − f → 0, Afn,Nn − f∗ → 0。根

据定义，就有 Ãf = f∗。

须注意，不连续的算符决不可能靠扩张变成连续的。

若算符 B扩张算符 A，即只要 Af 有意义，Bf 就也有意义且等于 Af，我

们就记作 B � A或 A ≺ B。上面已经证明 A ≺ Ã，而 Ã厄米且闭。不难看出，

对每个满足 A ≺ B 的闭算符 B，也必有 Ã ≺ B。因此，Ã是 A的最小闭扩张，

且 ˜̃
A = Ã。

A与 Ã的关系如此密切，自然使人想到，在一切讨论中都用 Ã代替 A。因

为，只有 Ã才把 A的定义域扩充到了合理的范围；换言之，与 Ã相比，A的定

义域受到了不必要的限制。我们就作这样的替换；此后可以假定一切厄米算符

都是闭的。

再考察连续的厄米算符 A。对它来说，算符闭等价于定义域闭。而表征连

续性的条件 ‖Af‖ ≤ C · ‖f‖显然也对 Ã成立，所以 Ã也连续。它的定义域于是

是闭的，又必须处处稠密，故等于R∞。因此 Ã处处有定义，每个闭的连续算
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符都如此。反过来也成立：若闭算符处处有定义，它就连续。这是 Toeplitz定
理，2.60 这里不能讨论其证明。

Hilbert的结论如下：每个连续厄米算符都有且仅有一个属于它的单位分解
（参见原注 2.34所引文献）。由于连续算符总有意义，

∫
λ2 d‖E(λ)f‖2 必须总是

有限的。它又等于 ‖Af‖2，所以根据 St不超过 C2 · ‖f‖2，于是有

0 ≥ ‖Af‖2 − C2 · ‖f‖2

=

∫ ∞

−∞
λ2 d‖E(λ)f‖2

− C2

∫ ∞

−∞
d‖E(λ)f‖2

=

∫ ∞

−∞
(λ2 − C2) d‖E(λ)f‖2.

现在取 f = E(−C − ε)g，则 E(λ)f = E(Min(λ,−C − ε))g，在 λ ≥ −C − ε时
为常值，所以只须考察

∫ −C−ε
−∞ 。在这个范围内，E(λ)f = E(λ)g，且 λ2 − C2 ≥

(C + ε)2 − C2 > 2Cε，故

0 ≥ 2Cε

∫ −C−ε

−∞
d‖E(λ)g‖2

= 2Cε‖E(−C − ε)g‖2,

‖E(−C − ε)g‖2 ≤ 0,

E(−C − ε)g = 0.

同样，取 f = g − E(C + ε)g，即可证明 g − E(C + ε)g = 0。

因此，对每个 ε > 0 都有 E(−C − ε) = 0, E(C + ε) = 1；即 λ < −C 时
E(λ) = 0，λ > C 时 E(λ) = 1。由 S2，后一关系在 λ = C 时也成立。因此 E(λ)

仅在 −C ≤ λ ≤ C 内变化。反过来，由此也能推出 A连续：

‖Af‖2 =
∫ ∞

−∞
λ2 d‖E(λ)f‖2

2.60 Math. Ann.第 69卷（1911）。
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=

∫ C

−C
λ2 d‖E(λ)f‖2

≤ C2 ·
∫ C

−C
d‖Ef‖2

= C2

∫ ∞

−∞
d‖E(λ)f‖2

= C2 · ‖f‖2,

‖Af‖ ≤ C · ‖f‖.

可见，只在有限 λ 区间内变化的单位分解，恰好给出了全部连续的 A。那么，

其余不连续的厄米算符又如何呢？还有那些在任意大的 λ 处仍会变化的单位

分解可供使用；它们是否恰好给出了这些厄米算符？

首先，必须正确理解这些算符不能处处有定义这一事实。

可以设想，厄米算符在希尔伯特空间的某些点上没有定义，尽管在那些点

定义它是合理的。例如，算符 A′ = h
2πi

∂
∂q 对 f(q) = e−|q|没有定义；我们本来也

可以把 h
2πi

∂
∂q 限制在−∞ < q < +∞（q为实数）上的解析函数上，2.61等等。要求

定义域处处稠密，固然可防止过于任意的限制；我们也还能只考察闭算符。但

这仍不够有效。

例如，取区间 0 ≤ q ≤ 1 上的算符 A′ = h
2πi

∂
∂q。设 f(q) 处处可微，且∫ 1

0 |f(q)|
2 dq,

∫ 1

0 |f
′(q)|2 dq有限。为使 A′ 厄米，还须加上边界条件 f(0) : f(1) =

e−iα，0 ≤ α < 2π。把这些 f(q)构成的定义域记作 Aα，相应的 A′ 记作 A′
α。再

考察边界条件 f(1) = f(0) = 0，把相应的 f(q)构成的定义域记作 A0，算符记

2.61在 −∞ < q < +∞上解析、并且
∫∞
−∞ |f(q)|

2dq、
∫∞
−∞ |f

′(q)|2dq等等有限的函数 f(q)，也

在 R∞ 中处处稠密。根据 II.3的 D.，函数

fa,b(q) =

1, a < q < b,

0, 其余情形

的线性组合处处稠密；因此，只须用上述函数任意准确地逼近这些 fa,b(q)。例如，函数

f
(ε)
a,b (q) =

1

2
− 1

2
Tg hyp

(x− a)(x− b)
ε

=
1

e2(x−a)(x−b)/ε + 1

就具有所需的性质，而且当 ε→ +0时收敛到 fa,b(q)。
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作 A′0。一切 A′
α都扩张 A′0；因此 A′0厄米，且定义域处处稠密。2.62 于是它们的

闭包 Ã′
α也都扩张 Ã′0。所有 Ã′

α彼此不同，也都不同于 Ã′0。因为，显然为酉的

运算 f(q) 7→ eiβqf(q)，把 A′变为 A′ + hβ
2π 1，把 Aα变为 Aα+β，把 A0变为 A0；所

以它把 A′
α变为 A′

α−β +
hβ
2π 1，把 A′0变为 A′0 + hβ

2π 1；进而把 Ã′
α变为 Ã′

α−β +
hβ
2π 1，

把 Ã′0变为 Ã′0 + hβ
2π 1。因此，若 Ã′

α = Ã′0，就有 Ã′
α−β = Ã′0，从而所有 Ã′

γ 都相

等。所以只须证明 α 6= γ 时 Ã′
α 6= Ã′

γ 即可。只要 A′
α, A

′
γ 没有共同的厄米扩张，

这便成立；也就是说，只要 A′ 在 Aα,Aγ 的并集上不厄米即可。由于 eiαq 属于

Aα，eiγq 属于 Aγ，而

(A′eiαq, eiγq)− (eiαq, A′eiγq)

= iα

∫ 1

0

ei(α−γ)q dq − iγ
∫ 1

0

ei(α−γ)q dq

=

∫ 1

0

ei(α−γ)qi(α− γ) dq

= ei(α−γ) − 1 6= 0,

所以确实如此。T2.30 因此，闭厄米算符 Ã′0 的定义域过窄：它有闭厄米真扩张，

即 Ã′
α；所谓“真”，就是说与它本身不同。而且，这种扩张有无限多种选择，

因为每个 Ã′
α都可采用，并给出不同的本征值问题解答：谱总是纯点谱，但依

赖于 α，即由 h( α2π + k)，k = 0,±1,±2, . . .组成的集合。反之，对 Ã′0本身，则

根本不能期待本征值问题有合理解答。事实上，本节稍后将证明：具有单位分

解的厄米算符，即本征值问题可解的厄米算符，没有真扩张。没有真扩张的算

符，亦即在一切能不破坏厄米性而合理定义它的点上都已有定义的算符，称为

极大算符。由此已经看到：单位分解只能属于极大算符。

另一方面，可以证明，每个厄米算符都能扩张成极大厄米算符；若算符闭

而不极大，总能以无限多种不同方式扩张。因此，扩张过程唯一确定的阶段，只

2.62 仍然只须用 A0 中的函数逼近 fa,b(q)，其中 0 ≤ a < b ≤ 1。例如，可以采用

f
(ε)
a,b (q) =

1

2
− 1

2
Tg hyp

(
1

ε

(x− a− ε)(x− b+ ε)

x(1− x)

)
,

并令 ε→ +0。
T2.30 原书在这段计算的右端省去了 A′ 定义中的系数 h/(2πi)。这里保留原印计算。
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是从 A到闭包 Ã（参见原注 2.59末尾）。所以，我们至多能希望得到这样一种
最好的结果：每个极大厄米算符都有且仅有一个属于它的单位分解。每个闭的

连续厄米算符都处处有定义，所以是极大的。

现在必须检验这一期待是否正确。其中包含两个问题：单位分解的存在性

与唯一性。结论将是：对于给定的极大厄米算符，或者没有属于它的单位分解，

或者恰有一个；而前一种情形确实会发生。所以，本征值问题的解若存在就是

唯一的，但有时不可解；后者在某种稍后要说明的意义下是例外。下面概述导

出这些结论的方法。

若 f(λ)为有理函数，A为能够经酉变换化为对角形的有限维矩阵，则A的

本征向量仍是 f(A) 的本征向量，而相应的本征值由 λ1, . . . , λn 变为 f(λ1), . . . ,

f(λn)。2.63因此，若 f(λ)把实轴映到单位圆周，本征值全为实数的矩阵就变为

本征值绝对值全为 1的矩阵，也就是厄米矩阵变为酉矩阵。2.64 例如 f(λ) = λ+i
λ−i

就有这个性质；相应的变换称为 Cayley变换：

U =
A− i1
A+ i1

, A = −iU + 1

U − 1
.

我们也要对厄米算符 A尝试这个变换。T2.31其含义是：Uf 有定义，当且仅当 f

可写成 (A+ i1)φ = Aφ+ iφ，此时令 Uf = (A− i1)φ = Aφ− iφ。希望这个定义
对每个 f 都给出唯一的 Uf，且 U 为酉算符。有限维情形的证明在这里不能采

用，因为它预先假定能化成对角形，即有纯点谱。不过，若这一断言成立，就

能按如下方法解决本征值问题。

2.63 可以设想用多项式逼近函数 f(λ)，所以只须考察多项式，也就是组成多项式的各个幂：

f(λ) = λs，s = 0, 1, 2, . . .。这里作酉变换没有影响，因此可以假定 A为对角矩阵；对角

元就是本征值，记作 λ1, . . . , λn。于是，只须证明As也为对角矩阵，对角元为 λs1, . . . , λ
s
n，

而这显然成立。
2.64 这些性质是厄米性或酉性的特征，只须再对对角矩阵验证即可。对于对角元为 λ1, . . . ,

λn的对角矩阵 A，其共轭转置是对角元为 λ̄1, . . . , λ̄n的对角矩阵 A∗。因此，A = A∗ 意

味着 λ1 = λ̄1, . . . , λn = λ̄n，即 λ1, . . . , λn 为实数；而 AA∗ = A∗A = 1意味着 λ1λ̄1 = 1,

. . . , λnλ̄n = 1，即 |λ1| = · · · = |λn| = 1。
T2.31上面给出的标量函数，是所显示的 U 公式中所用函数的倒数。后面的论证始终采用 U

公式的约定；两种原书形式均予保留。
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对于酉算符 U，本征值问题有唯一解：存在且只存在一族投影算符 E(σ)

（0 ≤ σ ≤ 1），满足以下条件。

S1. E(0) = 0, E(1) = 1；当 σ → σ0且 σ ≥ σ0时，E(σ)f → E(σ0)f。

S2. 由 σ′ ≤ σ′′得 E(σ′) ≤ E(σ′′)。

S3. (Uf, g) =
∫ 1

0 e
2πi·σ d(E(σ)f, g)。

这里 Uf 总有意义，积分也总绝对收敛。2.65 这可在 Hilbert理论范围内、用其方
法证明，因为酉算符 U 总是连续的（参见原注 2.34、2.65）。它与厄米算符的表
述 S1—S3的类似之处一望即知，二者只在两点上不同：遍历实轴的实被积函

数 λ换成了沿单位圆周变化的复数 e2πi·σ；对定义域的条件已无必要，因为酉

算符处处有定义。在有限维空间Rn中，厄米矩阵与酉矩阵的关系，也已经与

实轴和单位圆周的关系十分相似（参见原注 2.64）。
由 S1，当 σ → 0, σ ≥ 0 时有 E(σ)f → 0；但当 σ → 1, σ ≤ 1 时，未必有

E(σ)f → f，即 E(σ)可能在 1处不连续。不过，依 II.4的定理 17，存在左极限
投影 E ′（参见原注 2.43）。若 E ′ 6= 1，便存在非零的 f 使 E ′f = 0。由于 σ < 1时

E(σ) ≤ E ′，这等价于对一切 σ < 1都有 E(σ)f = 0；像 II.8开头那样可得：对
一切 g都有 (Uf, g) = (f, g)，因而 Uf = f。反过来，若 Uf = f，则∫ 1

0

e2πiσ d(E(σ)f, f) = (Uf, f) = (f, f),

因而

R

∫ 1

0

e2πiσ d(E(σ)f, f) = (f, f),

2.65 这些事实的证明，见作者在原注 2.42所引之处的论文，以及 A. Wintner：Math. Z.第 30
卷（1929）。当 f(σ)有界时，所有积分

∫ 1

0
f(σ) d(E(σ)f, g)均绝对收敛，可以这样看出。

只须考虑 Re(E(σ)f, g)，因为用 if, g代替 f, g，它就变成 Im(E(σ)f, g)。由于

Re(E(σ)f, g) =

(
E(σ)

f + g

2
,
f + g

2

)
−
(
E(σ)

f − g
2

,
f − g
2

)
,

只须研究 (E(σ)f, f)。而
∫ 1

0
f(σ) d(E(σ)f, f)的被积函数有界，d后面的 σ函数又单调，因

此结论显然成立。
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0

(1− cos 2πσ) d(E(σ)f, f) = 0,

即 ∫ 1

0

(1− cos 2πσ) d‖E(σ)f‖2 = 0.

于是，仍与 II.8开头一样，得到对所有 0 < σ < 1都有 E(σ)f = 0，而 σ = 0时

本来就成立。因此，在 1处不连续，等价于 Uf = f 有非零解。但对于 Cayley
变换，φ = Af + if, Uφ = Af − if，所以 Uφ = φ能推出 f = 0, φ = 0。因此，这

时从左侧令 σ → 1，也有 E(σ)f → f。

映射

λ = −ie
2πiσ + 1

e2πiσ − 1
= − cot πσ,

σ = −1

π
arccotλ

把区间 0 < σ < 1与整个实轴−∞ < λ < +∞一一、单调地对应起来。因此，若
令

F (λ) = E

(
−1

π
arccotλ

)
,

E = F (− cot πσ),

(C)

便从 E(σ)得到满足 S1、S2的单位分解 F (λ)。我们要证明：F (λ)对 A满足 S3，

当且仅当 E(σ)对 U 满足 S3。这样，可能不连续的厄米算符 A的本征值问题，

其存在性与唯一性就都归结到相应酉算符 U 的问题，后者已按前述最好的意

义得到解决。

设 A 厄米，U 为其 Cayley 变换。先讨论 U 为酉算符的情形；于是，满足

S1—S3 的 E(σ) 存在。依 C 构造 F (λ)，则 S1、S2 已成立。若 Af 有意义，令

φ = Af + if，则 Uφ = Af − if，所以 f = (φ− Uφ)/(2i), Af = (φ+ Uφ)/2。下
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面部分采用符号运算：2.66

f =
1

2i
(φ− Uφ)

=
1

2i

(
φ−

∫ 1

0

e2πiσ dE(σ)φ

)
=

∫ 1

0

1− e2πiσ

2i
dE(σ)φ,

E(σ)f =

∫ 1

0

1− e2πiσ′

2i
d(E(σ)E(σ′)φ)

=

∫ 1

0

1− e2πiσ′

2i
d(E(Min(σ, σ′))φ)

=

∫ σ

0

1− e2πiσ′

2i
dE(σ′)φ.

从而

‖E(σ)f‖2 = (E(σ)f, f)

=

∫ σ

0

1− e2πiσ′

2i
d(E(σ′)φ, f)

=

∫ σ

0

1− e2πiσ′

2i
d(E(σ′)f, φ)

=

∫ σ

0

1− e2πiσ′

2i
d

(∫ σ′

0

1− e−2πiσ′′

−2i
d(E(σ′′)φ, φ)

)

=

∫ σ

0

1− e2πiσ′

2i
· 1− e

−2πiσ′

−2i
· d(E(σ′)φ, φ)

=

∫ σ

0

(1− e2πiσ′
)(1− e−2πiσ′

)

4
d‖E(σ′)φ‖2

=

∫ σ

0

sin2 πσ′ d‖E(σ′)φ‖2.

2.66 也就是说，把 Stieltjes积分应用于R∞中的元素，而非数。所有这些关系都应作如下理

解：在R∞中固定一个 g，把其中出现的每个R∞元素都与 g取内积；这样得到的等式，

对一切 g 都成立。与 II.7中的算符 Stieltjes积分相比，这是一种半符号化的做法：当时
不是选R∞中的一个 g，而是选两个 f, g，并且不是形成 (. . . , g)，而是形成 (. . . f, g)；后

一个式子中的省略号代表算符。
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因此，S3中的积分为∫ +∞

−∞
λ2 d‖F (λ)f‖2

=

∫ 1

0

cot2 πσ d‖E(σ)f‖2

=

∫ 1

0

cot2 πσ d

(∫ σ

0

sin2 πσ′ d‖E(σ′)φ‖2
)

=

∫ 1

0

cot2 πσ · sin2 πσ d‖E(σ)φ‖2

=

∫ 1

0

cos2 πσ d‖E(σ)φ‖2.

它的绝对值不超过
∫ 1

0 d‖E(σ)φ‖
2 = ‖φ‖2，所以是有限的。此外，

Af =
1

2
(φ+ Uφ)

=
1

2

(
φ+

∫ 1

0

e2πiσ dE(σ)φ

)
=

∫ 1

0

1 + e2πiσ

2
dE(σ)φ

=

∫ 1

0

−ie
2πiσ + 1

e2πiσ − 1
· 1− e

2πiσ

2i
dE(σ)φ

=

∫ 1

0

− cot πσ d

(∫ σ

0

1− e2πiσ′

2i
dE(σ′)φ

)

=

∫ 1

0

− cot πσ dE(σ)f

=

∫ +∞

−∞
λ dF (λ)f.

即 S3中的最后一个关系也成立。因此，A无论如何都是按 S3属于 F (λ)的那个
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算符的扩张；但后者是极大的，这一点还要证明，所以A必须与它相等。2.67T2.32

现在讨论逆向：设依 S1—S3，F (λ)属于 A。仍依 C定义 E(σ)，于是 S1、S2

成立。任取 φ，令

f =

∫ +∞

−∞

1

λ+ i
dF (λ)φ

=

∫ 1

0

1

− cot πσ + i
dE(σ)φ

=

∫ 1

0

1− e2πiσ

2i
dE(σ)φ.

被积函数有界，所以积分收敛。与前面一样，

F (λ)f = E(σ)f

=

∫ 1

0

1− e2πiσ′

2i
dE(σ)E(σ′)φ

=

∫ 1

0

1− e2πiσ′

2i
dE(Min(σ, σ′))φ

=

∫ σ

0

1− e2πiσ′

2i
dE(σ′)φ.

所以

Af =

∫ +∞

−∞
λ dF (λ)f

=

∫ 1

0

− cot(πσ) dE(σ)f

2.67 这里隐含着一个前提：对于每个给定的单位分解 F (λ)，确实存在这样的算符。也就是

说，当
∫∞
−∞ λ2 d‖F (λ)f‖2 有限时，可以找到 f∗，使对一切 g都有

(f∗, g) =

∫ ∞

−∞
λ d(F (λ)f, g),

并且这些 f 处处稠密。如此定义的算符为厄米算符，这一点由 S3 得出：在作为依据的

等式中交换 f, g，再取复共轭即可。上述两项预设，作者均在原注 2.42所引之处证明了。
T2.32 紧前的推导证明：对 A定义域中的 f，Af 等于 F (λ)的谱积分。因此直接得到的是 A为

该谱积分算符的限制。原文将扩张方向写反，这里保留原说法。
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=

∫ 1

0

−ie
2πiσ + 1

e2πiσ − 1
d

(∫ σ

0

1− e2πiσ′

2i
dE(σ′)φ

)

=

∫ 1

0

−ie
2πiσ + 1

e2πiσ − 1
· 1− e

2πiσ

2i
dE(σ)φ

=

∫ 1

0

1 + e2πiσ

2
dE(σ)φ,

从而

Af + if =

∫ 1

0

dE(σ)φ = φ,

Af − if =

∫ 1

0

e2πiσ dE(σ)φ.

因此，Uφ有意义，且等于
∫ 1

0 e
2πiσ dE(σ)φ。φ是任意的，所以 U 处处有意义。再

与任意 ψ作内积，然后取复共轭，便知 U∗ψ等于
∫ 1

0 e
−2πiσ dE(σ)ψ。由 II.8末尾

的计算可得 UU∗ = U∗U = 1：U 是酉的，且属于 E(σ)。

因此，A的本征值问题可解，当且仅当其 Cayley变换 U 是酉的；而此时唯

一性也有保证。最后只须判定：是否总能构造 U，它又何时为酉的？为解决这

两个问题，重新从闭厄米算符 A出发。

U的定义如下：Uφ有意义，当且仅当φ = Af+if，此时等于Af−if。首先须
证明，这个定义确实可行，即给定的 φ不会对应于多个 f。也就是说，Af+ if =

Ag + ig 必须能推出 f = g；由 A的线性性，只须由 Af + if = 0能推出 f = 0。

有

‖Af ± if‖2 = (Af ± if, Af ± if)

= (Af,Af)± (Af, if)± (if, Af) + (if, if)

= ‖Af‖2 ∓ i(Af, f)± i(Af, f) + ‖f‖2

= ‖Af‖2 + ‖f‖2.

所以 Af + if = 0能推出 ‖f‖2 ≤ ‖Af + if‖2 = 0，即 f = 0；定义由此成立。其

次，‖Af + if‖ = ‖Af − if‖，即 ‖Uφ‖ = ‖φ‖。所以 U 在有定义的地方连续。再

把 U 的定义域，即所有 Af + if 的集合，记作 E；把它的值域，即所有 Uφ，也
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就是所有 Af − if 的集合，记作 F。由 A,U 的线性性，E,F是线性流形；它们

还是闭的。因为，若 φ为 E或 F的聚点，就有其中的序列 φ1, φ2, . . .使 φn → φ。

于是 φn = Afn ± ifn。由于 φn收敛，它们满足 Cauchy收敛条件（参见 II.1
的 D）。由

‖fm − fn‖ ≤ ‖A(fm − fn)± i(fm − fn)‖ = ‖φm − φn‖,

可知 fn也满足此条件；再由

‖Afm − Afn‖ = ‖A(fm − fn)‖

≤ ‖A(fm − fn)± i(fm − fn)‖ = ‖φm − φn‖,

可知 Afm也满足。因此，依 II.1的 D，f1, f2, . . .和 Af1, Af2, . . .都收敛：fn → f,

Afn → f∗。A是闭的，故 Af 有意义，且等于 f∗。于是

φn = Afn ± ifn → f∗ ± if = Af ± if,

φn → φ,

所以 φ = Af ± if，即 φ也属于相应的 E或 F。

因此，U 定义在闭线性流形 E上，并把它映满闭线性流形 F。它是线性的，

且由于 ‖Uf −Ug‖ = ‖U(f − g)‖ = ‖f − g‖，它保持一切距离不变，我们称之为
保长映射。于是 f 6= g 必有 Uf 6= Ug，所以映射是一一的。还有 (f, g) = (Uf,

Ug)；证明与 II.5中酉算符情形完全相同。因此 U 也保持一切内积不变。不过，

显然只有当 E = F = R∞时，U 才是酉的，反之亦然。

现设 A,B 为两个闭厄米算符，U, V 为它们的 Cayley 变换，相应的上述集
合分别为 E,F及 G,H。立即可见，若 B是 A的真扩张，V 也是 U 的真扩张：E

是 G的真子集，F是 H的真子集。因此 E 6= R∞,F 6= R∞，于是 U 不酉，A的

本征值问题不可解。这样就证明了前面多次引用的定理：A的本征值问题若可

解，A就没有真扩张，即 A为极大的。

回到单个闭厄米算符 A及其 E,F, U。若 Af 有意义，则对 φ = Af + if，Uφ

有意义且等于 Af − if。所以 f = 1
2i(φ−Uφ), Af = 1

2(φ+Uφ)；或令 ψ = φ/(2i)，

就有 f = ψ − Uψ,Af = i(ψ + Uψ)。反过来，若 f = ψ − Uψ，Af 必定有意义：
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因为 Uψ有意义，所以 ψ = Af ′ + if ′，其中 Af ′有意义，而 Uψ = Af ′ − if ′，故
f = ψ−Uψ = 2if ′。因此，A的定义域是一切 ψ−Uψ的集合，且当 f = ψ−Uψ
时，Af = i(ψ+Uψ)。所以，U 及其 E,F也唯一确定 A。同时可见，一切 ψ−Uψ
必须处处稠密，因为它们构成 A的定义域。

反过来，从两个闭线性流形 E,F，以及把 E映满 F的线性保长映射 U 出发，

是否存在一个厄米算符 A，以这个 U 为其 Cayley变换？
无论如何，ψ−Uψ必须处处稠密，所以先作此假定。根据刚才的讨论，预

期的 A便已唯一确定。剩下的问题是：这个定义是否可行？A是否确实厄米？

U 是否确实为它的 Cayley变换？要解决第一点，只须证明在 f = φ−Uφ中，f
唯一确定 φ（若这样的 φ存在）。也就是说，φ−Uφ = ψ−Uψ应能推出 φ = ψ，

或者只须 φ− Uφ = 0能推出 φ = 0。事实上，设 φ− Uφ = 0；则对 g = ψ − Uψ
有

(φ, g) = (φ, ψ)− (φ,Uψ)

= (Uφ,Uψ)− (φ,Uψ) = (Uφ− φ,Uψ) = 0;

由于这些 g处处稠密，便得 φ = 0。

第二点须证明 (Af, g) = (f, Ag)，即交换 f, g 时，(Af, g) 变成它的复共轭。

设 f = φ− Uφ, g = ψ − Uψ，则 Af = i(φ+ Uφ)，而

(Af, g) = (i(φ+ Uφ), ψ − Uψ)

= i(φ, ψ) + i(Uφ, ψ)

− i(φ,Uψ)− i(Uφ,Uψ)

= i
[
(Uφ, ψ)− (Uψ, φ)

]
= i(Uφ, ψ) + i(Uψ, φ).

显然，交换 f, g，即交换 φ, ψ时，这个式子具有所要求的性质。第三点如下看

出：设 A的 Cayley变换为 V，其定义域是所有

Af + if = i(φ+ Uφ) + i(φ− Uφ) = 2iφ

组成的集合，也就是 U 的定义域；在此定义域上有

V (2iφ) = V (Af + if) = Af − if
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= i(φ+ Uφ)− i(φ− Uφ) = 2iUφ.

即 V φ = Uφ，所以 V = U。

因此，给每个闭厄米算符 A指定其 Cayley变换 U，便使这些 A，与那些使

φ − Uφ处处稠密的线性保长映射 U，一一对应。2.68 现在也容易找出 A的一切

厄米扩张B，因为 U 的一切保长扩张 V 都不难找出。φ−V φ自然处处稠密，因
为它们已包含处处稠密的子集 φ − Uφ。所以，A极大当且仅当 U 极大。若 U

不极大，则 E 6= R∞,F 6= R∞；反过来，这两式也能推出 U 不极大。因为此时

R∞ − E 6= 0,R∞ − F 6= 0，故能从 R∞ − E选出非零 φ0，从 R∞ − F选出非零

ψ0；再分别除以 ‖φ0‖, ‖ψ0‖，甚至可使 ‖φ0‖ = ‖ψ0‖ = 1。在 [E, φ0]上定义算符

V 如下：若 f = φ + aφ0，其中 φ属于 E、a为数，就令 V f = Uφ + aψ0。显然

V 线性；又因 φ与 φ0正交，Uφ与 ψ0正交，有

‖f‖2 = ‖φ‖2 + |a|2,

‖V f‖2 = ‖Uφ‖2 + |a|2,

所以 ‖V f‖ = ‖f‖，即 V 保长。最后，V 是 U 的真扩张。因此，A极大的特征条

件是：E = R∞或 F = R∞。

反之，若 A不极大，则两个闭线性流形R∞−E,R∞−F都非零。设张成它

们的规范正交系分别为 φ1, . . . , φp与 ψ1, . . . , ψq（见 II.2的定理 9）。这里 p, q = 1,

2, . . . ,∞；p =∞或 q =∞时，相应的 φ或 ψ序列不终止。令 r = Min(p, q)，在

[E, φ1, . . . , φr]上如下定义 V：当 f = φ+
∑r

ν=1 aνφν，其中 φ属于 E、a1, . . . , ar

为数时，令 V f = Uφ+
∑r

ν=1 aνψν。仍不难看出，V 线性、保长，并且是 U 的

真扩张。它的定义域为 [E, φ1, . . . , φr]，当 r = p时等于 [E,R∞−E] = R∞；值域

2.68 要使A的本征值问题总能求解，就必须由此得到 U 的酉性，也就是 E = F = Rn或R∞。

对于R∞，正如我们从非极大的 A的存在所推得的，这并不成立。但在Rn中，它必须

成立，而且可以直接看出。因为 Rn 的每个线性流形都是闭的，所以由全部 φ− Uφ组
成的流形也闭；而它处处稠密，故等于 Rn。E是所有 φ组成的集合，其维数不会小于

它的线性像，即所有 φ−Uφ组成的集合的维数；因此，E具有最大维数 n。F是 E的线

性一一对应像，也必须具有同一维数。n有限，因而 E = F = Rn。
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为 [F, ψ1, . . . , ψr]，当 r = q时等于 [F,R∞−F] = R∞。因此，两者中至少有一个

必等于R∞。设 V 为厄米算符 B的 Cayley变换，依上述结论，B扩张 A而且极

大。须注意，φ, ψ的选择有无限多种，例如可把 ψ1 换成任意 θψ1，|θ| = 1；所

以 V,B 也有无限多种选择。

至此，本征值问题已讨论完毕，结论如下：只要可解，解就只有一个；非

极大算符的本征值问题则一定不可解。非极大算符总能以无限多种不同方式

扩张成极大算符。这里始终说的是闭厄米算符。不过，极大性的条件与本征值

问题可解的条件并不完全相同：前者是 E = R∞或 F = R∞，后者却是 E = R∞

且 F = R∞。

对于满足前一个条件却不满足后一个条件的算符，这里不作进一步研究。

它们的本征值问题不可解，而且又因极大性而不能作真扩张，因而也无法用

扩张来改变这一状况。它们的特征是 E = R∞,F 6= R∞，或 E 6= R∞,F = R∞。

这样的算符确实存在，且全都可由两个简单的标准形得到；所以，与本征值

问题可解的极大算符相比，可以把它们看作例外。详情见原注 2.59 所引作者
本人的论文。无论如何，暂且必须把这些算符排除在量子力学的讨论之外。因

为，如下文将看到的，属于厄米算符的单位分解，在量子力学各个概念的构

造中都起着如此重要的作用，以至于我们不能放弃它的存在，也就不能放弃

本征值问题的可解性。2.69 因此，通常只允许本征值问题可解的厄米算符。由

于这个性质加强了极大性，这类算符称为超极大算符；2.70 恰好是它们与单位

分解一一对应。

最后，提到两类一定超极大的闭厄米算符。第一类是连续算符：它们处处

有定义，所以极大；又因根据 Hilbert理论，其本征值问题可解（参见原注 2.34

2.69 不过，如作者在原注 2.42所引之处证明的，下面这个算符虽然极大，却并非超极大。设
R∞为所有在 0 ≤ q <∞上定义、满足

∫∞
0
|f(q)|2 dq有限的函数所成的空间。令R = i ddq，

例如先对所有连续可微、满足
∫∞
−∞ |f

′(q)|2 dq 有限且 f(0) = 0 的 f 定义它，再将它闭

化。［T2.33 译者注：原书在 f ′的积分中印出的下限为 −∞，但前面把函数的定义域规定
为 [0,∞)。这里保留原印下限。］它等于 −2π

h A
′，这里 A′是 II.8中取区间 0,∞时的算符，

因此它是厄米的。这个 R只是极大而非超极大，实际算出 E,F便可验证。

这件事值得注意，因为 A′ = − h
2πR通常在物理上被解释为动量算符；这里对应的是

由墙 q = 0界定的半空间。
2.70 这个概念出自 Erhard Schmidt，参见原注 2.42所引之处。
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所引文献），因而甚至超极大。第二类是在 R∞ 的某个实现中为实的算符，前

提是它们极大。因为 E,F的定义只差 i的符号，当其他一切都为实时，这个差

别就无关紧要。因此，E = R∞能推出 F = R∞，反之亦然；即极大性推出超极

大性。不假定极大性，至少也能说R∞−E与R∞−F的维数相同。于是，用前

面研究扩张时的记号，有 p = q，所以 r = p = q，且

[E, φ1, . . . , φr] = [E,R∞ − E] = R∞,

[F, ψ1, . . . , ψr] = [F,R∞ − F] = R∞.

即当时所得的扩张超极大。因此，实算符总有超极大扩张。原注 2.59所引论文
表明，一切定号算符也有同样性质。

10. 对易算符

依 II.4 给出的定义，两个算符 R,S 对易，是说 RS = SR；当它们不都处

处有定义时，还须两边的定义域相同。先限于厄米算符，并且为了避开定义域

的困难，先限于处处有定义、因而连续的算符。同时考察属于R,S的单位分解

E(λ), F (λ)。

R,S 对易，是说对一切 f, g有 (RSf, g) = (SRf, g)，即 (Sf,Rg) = (Rf, Sg)。

此外，由 R,S对易，还能推出 Rn, S（n = 0, 1, 2, . . .）对易，进而对每个多项式

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n，p(R), S 也对易。按符号记法有

R =

∫ C

−C
λ dE(λ),

s(R) =

∫ C

−C
s(λ) dE(λ).

这里 C 是 II.9为连续算符 R（该节记作 A）引入的常数；s(x)为任意函数

（见 II.8，特别是原注 2.58）。当 s(x)为多项式时，(s(R)f, Sg) = (Sf, s(R)g)，所

以 ∫ C

−C
s(λ) d(E(λ)f, Sg)

=

∫ C

−C
s(λ) d(Sf,E(λ)g).

(*)
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每个连续函数 s(x) 都能在 −C ≤ x ≤ C 上一致地用多项式任意精确逼近，因

此（*）对连续的 s(x)也成立。现取

s(x) =

λ0 − x, x ≤ λ0,

0, x ≥ λ0.

由（*）得 ∫ λ0

−C
(λ0 − λ) d(E(λ)f, Sg)

=

∫ λ0

−C
(λ0 − λ) d(Sf,E(λ)g).

把 λ0换成 λ0 + ε（ε > 0），相减后除以 ε，得到T2.34∫ λ0

−C
d(E(λ)f, Sg)

+

∫ λ0+ε

λ0

λ− λ0
ε

d(E(λ)f, Sg)

=

∫ λ0

−C
d(Sf,E(λ)g)

+

∫ λ0+ε

λ0

λ− λ0
ε

d(Sf,E(λ)g).

令 ε→ 0，并注意 S1，便得∫ λ0

−C
d(E(λ)f, Sg) =

∫ λ0

−C
d(Sf,E(λ)g),

(E(λ0)f, Sg) = (Sf,E(λ0)g).

所以，所有 −C ≤ λ0 ≤ C 的 E(λ0) 都与 S 对易。其余当然更是如此，因为

λ0 < −C 或 λ0 > C 时，E(λ0)分别为 0或 1。因此，若 R与 S 对易，一切 E(λ)

也都与 S 对易。反过来，若所有 E(λ)与 S 对易，（*）便对任意函数 s(x)成立，

T2.34 下式两个短区间积分的因子，原书均印作 (λ−λ0)/ε；按前面的两式相减，应为 (λ0+ε−
λ)/ε。这里保留原印因子。
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从而一切 s(R)也与 S对易。由此可得两点：第一，R与 S对易，当且仅当一切

E(λ)与 S 对易；第二，这时 R的一切函数，即各个 s(R)，也都与 S 对易。

而 E(λ)与 S对易，当且仅当它与所有 F (µ)对易：只须把刚才的定理应用

于 S,E(λ)，以它们代替 R,S即可。因此，R,S对易的另一个特征条件，就是所

有 E(λ)与所有 F (µ)对易。此外，由上述结论，R,S 对易能推出 r(R), S 对易；

再以 S, r(R)代替 R,S，又能推出 r(R), s(S)对易。

若不要求厄米算符 R,S 连续，情形就更复杂，因为 RS, SR的定义域可能

很难掌握。例如，R · 0总有意义：0f = 0，R · 0f = R(0f) = R0 = 0。而 0 ·R只
有在R有意义时才有意义（参见 II.5的讨论）。因此，若R并非处处有意义，由

于定义域不同，便有 R · 0 6= 0 ·R；严格说来，R和 0不对易。这对后面的用途

很不方便：0应当与一切厄米算符对易，而不应仅与连续厄米算符对易。2.71所

以，对于不连续的R,S，要另行定义对易性；此处仍限于超极大的R,S，因为按

照 II.9，只有它们是我们关心的对象。定义如下：若属于R,S的单位分解E(λ),

F (µ)中，所有 E(λ)都与所有 F (µ)按原来的意义对易，就称 R,S 按新的意义

对易。我们知道，R,S连续时，新定义与旧定义相同；但 R,S中有一个或两个

不连续时，就未必相同。例如 R, 0按旧定义不对易，按新定义却对易，因为对

于 0，每个 F (µ)都是 0或 1，2.72 因而与一切 E(λ)对易。

上面已证明：若R,S为两个对易的连续厄米算符，R的每个函数 r(R)都与

S的每个函数 s(S)对易。取R = S时前提总成立，所以同一个算符的两个函数

r(R), s(R)总对易。也可由 II.8末尾的乘法公式看出这一点：r(R)s(R) = t(R)，

其中 r(x)s(x) ≡ t(x)。此外，若 r(x), s(x)为实函数，r(R), s(R)就厄米；因为依

II.8，当 r(x)为实时有 (r(R))∗ = r(R) = r(R)。

反过来也成立：若A,B为两个对易厄米算符，就存在厄米算符R，使两者

2.71因为根据 II.5，R · 1、1 · R有意义，当且仅当 R有意义；当 a 6= 0时，R · a1、a1 · R也
一样。所以，这两个乘积相等，即 R与 a1对易。因此，R与 a1的对易性只有一种例外：

a = 0而 R不处处有意义。这个例外颇不理想，也提示我们应当修改对易性的定义。
2.72 a · 1对应单位分解

F (µ) =

1, µ ≥ a,

0, µ < a,

很容易验证。
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都是它的函数，即A = r(R), B = s(R)。甚至还有更强的结论：给定任意一组有

限或无限多个对易厄米算符A,B,C, . . .，总存在一个厄米算符R，使所有A,B,

C, . . .都是它的函数。这里无法证明这个定理，只能请读者参阅有关文献。2.73 就

本书的用途而言，只需考虑有限多个具有纯点谱的 A,B,C, . . .；下面就对这种

情形加以证明，至于一般情形，只作几句初步说明。

设A,B,C, . . .为有限多个具有纯点谱的厄米算符。对任意数 λ，把Af = λf

的全部解张成的闭线性流形记作 Lλ，其投影算符记作 Eλ。

λ为 A的点本征值，当且仅当存在非零解 f，即 Lλ 6= (0)，或 Eλ 6= 0。相

应地，对 B 构造Mλ, Fλ，对 C 构造 Nλ, Gλ，依此类推。由 Af = λf 得 ABf =

BAf = B(λf) = λBf，所以 f 属于Mλ时，Bf 也属于它。T2.35由于 Eλf 总属于

Mλ，BEλf 也属于它，所以 EλBEλf = BEλf。此式恒成立，故 EλBEλ = BEλ；

施行 ∗又得EλBEλ = EλB，所以EλB = BEλ。正如由A,B对易推出了B,Eλ对

易，也能由 B,Eλ对易推出 Eλ, Fµ对易。由于 A,B在 A,B,C, . . .中没有任何特

殊地位，可知所有 Eλ, Fµ, Gν , . . .彼此对易。因此，K(λµν · · · ) = EλFµGν · · · 也
是投影算符，设相应的闭线性流形为 K(λµν · · · )。依 II.4的定理 14，K(λµν · · · )
是 Lλ,Mµ,Nν , . . .的交集，即方程组

Af = λf, Bf = µf, Cf = νf, . . .

全部公共解的集合。设 λ, µ, ν, . . .与 λ′, µ′, ν ′, . . .为两组不同的数，即 λ 6= λ′，或

µ 6= µ′，或 ν 6= ν ′，等等。设 f 属于 K(λµν · · · )，f ′ 属于 K(λ′µ′ν ′ · · · )，则 f, f ′

正交：当 λ 6= λ′ 时，由 Af = λf,Af ′ = λ′f ′ 可知；当 µ 6= µ′ 时，由 Bf = µf,

Bf ′ = µ′f ′可知；其余同理。所以，整个 K(λµν · · · )与整个 K(λ′µ′ν ′ · · · )正交。
A具有纯点谱，所以各 Lλ所张成的闭线性流形是整个R∞。非零的 f 不可

能与所有 Lλ正交，即至少在某个 Lλ上的投影不为零，也就是 Eλf 6= 0。同样，

2.73 对于属于一个特殊类别——所谓“全连续”类，参见原注 2.34所引之处——的两个厄
米算符 A,B，Toeplitz证明了一个定理，例如参见原注 1.29所引之处。由这一定理可以
推出正文中的上述定理。（Toeplitz的定理说，存在一个由 A,B 的共同本征函数组成的

完全规范正交系。）关于任意 A,B及 A,B,C, . . .的一般定理，作者已在原注 2.58所引之
处证明。

T2.35 原书在这几句中写作Mλ，但刚才定义的 A的本征空间为 Lλ。这里保留原印记号。
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必有某个 µ使 Fµf 6= 0，某个 ν 使 Gνf 6= 0，等等。因此，对每个非零 f，先找

λ使 Eλf 6= 0，再找 µ使 Fµ(Eλf) 6= 0，再找 ν 使 Gν(Fµ(Eλf)) 6= 0，依此类推。

最后得到 · · ·GνFµEλf 6= 0，即 EλFµGν · · · f 6= 0，即 K(λµν · · · )f 6= 0；所以 f

并不与 K(λµν · · · )正交。换言之，一个与所有 K(λµν · · · )正交的 f，必为零。因

此，这些 K(λµν · · · )合起来所张成的闭线性流形是整个 R∞。

现设 φ
(1)
(λµν··· ), φ

(2)
(λµν··· ), . . . 为张成闭线性流形 K(λµν · · · ) 的规范正交系。这

个序列是否在有限项后终止，取决于 K(λµν · · · ) 是有限维还是无限维；若

K(λµν · · · ) = 0，序列就没有项。每个 φ
(n)
(λµν··· )都属于某个 K(λµν · · · )，因此同时

是一切 A,B,C, . . .的本征函数。任意两个不同的 φ
(n)
(λµν··· ) 都正交：若它们的 λ,

µ, ν, . . .相同，由构造即知；若这些数不同，则因为它们属于不同的 K(λµν · · · )。
所有 φ

(n)
(λµν··· )与所有 K(λµν · · · )张成同一个闭线性流形，即R∞。因此，它们构

成完全规范正交系。

这样就构造了一个完全规范正交系，全部由A,B,C, . . .的共同本征函数组

成。以下把它改记为 ψ1, ψ2, . . .，相应的本征值方程写为

Aψm = λmψm, Bψm = µmψm, Cψm = νmψm, . . . .

现任取互不相同的数 κ1,κ2,κ3, . . .，构造以 κ1,κ2, . . .为纯点谱、以 ψ1, ψ2, . . .为

相应本征函数的厄米算符 R。即2.74

R

( ∞∑
m=1

xmψm

)
=

∞∑
m=1

xmκmψm.

2.74 这些 κ1,κ2, . . . 必须选得有界，例如 κm = 1/m，使 R 连续。事实上，由 R 连续，即

‖Rf‖ ≤ C · ‖f‖，立即得到 ‖Rψm‖ = ‖κmψm‖ = |κm| ≤ C · ‖ψm‖ = C，从而 |κm| ≤ C。

反之，若 |κm| ≤ C，m = 1, 2, . . .，则

‖Rf‖2 =

∥∥∥∥∥R
( ∞∑
m=1

xmψm

)∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
∞∑
m=1

xmκmψm

∥∥∥∥∥
2

=
∞∑
m=1

|xm|2|κm|2,

‖f‖2 =

∥∥∥∥∥
∞∑
m=1

xmψm

∥∥∥∥∥
2

=

∞∑
m=1

|xm|2.

所以 ‖Rf‖2 ≤ C2 · ‖f‖2，‖Rf‖ ≤ C · ‖f‖，即 R连续。
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设 F (κ)定义在 −∞ < κ < +∞上，满足 F (κm) = λm，m = 1, 2, . . .，其余 κ处
的值任意。类似地，令 G(κm) = µm, H(κm) = νm，等等。要证明

A = F (R), B = G(R), C = H(R), . . . .

为此须证明：若 R 具有纯点谱 κ1,κ2, . . . 和本征函数 ψ1, ψ2, . . .，则 F (R) 具有

纯点谱 F (κ1), F (κ2), . . .，而本征函数仍为 ψ1, ψ2, . . .。这些函数本来已构成完全

规范正交系，所以只须证明 F (R)ψm = F (κm) · ψm。
像 II.8一样，设属于R的单位分解为E(λ) =

∑
κm≤λ P[ψm]。按符号记法，有

R =

∫
λ dE(λ),

而依定义有

F (R) =

∫
F (λ) dE(λ).

此外，

E(λ)ψm =

ψm, κm ≤ λ,

0, κm > λ.

所以

(F (R)ψm, g) =

∫
F (λ) d(E(λ)ψm, g)

= F (κm) · (ψm, g)

对每个 g成立，因此确有 F (R)ψm = F (κm) · ψm。
这样，纯点谱的情形就按前述计划解决了。对于连续谱，只能请读者参阅

原注 2.73所引文献；这里只指出一个特别有代表性的例子。
设 R∞由使

∫∫
|f(q1q2)|2 dq1 dq2有限的一切 f(q1q2)构成，q1, q2的变化区域

为正方形 0 ≤ q1, q2 ≤ 1。构造算符 A = q1 · · · , B = q2 · · ·；它们厄米，在此 q1, q2

范围内连续（在 −∞ < q1, q2 < +∞时则不连续），而且对易。因此，两者必定
都是某个 R的函数。

这个 R于是与 A,B对易，由此可推出——这里不详述——R必形如 s(q1,

q2) · · ·，其中 s(q1, q2)为有界函数。因此 Rn（n = 0, 1, 2, . . .）等于 (s(q1, q2))
n · · ·；
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当 F (κ)为多项式时，F (R)等于 F (s1(q1, q2)) · · ·。T2.36 这个公式可以推广到所有
F (κ)，不过这里也无法详述。因此，由 F (R) = A,G(R) = B 得 2.75

F (s(q1, q2)) = q1, G(s(q1, q2)) = q2.

所以，互为逆的映射 s(q1, q2) = κ与 F (κ) = q1, G(κ) = q2，应当把正方形 0 ≤ q1,

q2 ≤ 1与数轴上的 κ点集一一对应起来；这与几何直观相矛盾。
然而，前面引用的证明告诉我们，这必定可能；事实上，所谓 Peano曲线

确实给出了所需的映射。2.76 仔细考察原注 2.73所引证明，也确实可见，在当前
例子中，它导向 Peano曲线或与之相近的构造。

11. 迹

这里定义算符的若干重要不变量。

对于 Rn 中的矩阵 {aµν}，迹
∑n

µ=1 aµµ 就是这样一个不变量。它具有酉不

变性，即把 {aµν}变换到另一个直角坐标系，迹仍不变。2.77 若把矩阵 {aµν}换成

T2.36 原书此处写作 s1，但前面只定义了 s。这里保留原印下标。
2.75 允许在 (q1, q2)空间中某个 Lebesgue测度为 0的集合上有例外！
2.76 例如，参见原注 2.9所引之处。
2.77 {aµν}代表变换，即算符 ηµ =

∑n
ν=1 aµνξν，µ = 1, . . . , n。如果像 II.7的讨论那样，作变

换

ξµ =
n∑
ν=1

κνµxν , ηµ =
n∑
ν=1

κνµyν , µ = 1, . . . , n,

便得到 yµ =
∑n
ν=1 aµνxν，µ = 1, . . . , n，其中

aµν =

n∑
ϱ,σ=1

aϱσκµϱκνσ, µ, ν = 1, . . . , n,

{aµν}就是变换后的矩阵。显然，

n∑
µ=1

aµµ =

n∑
µ,ϱ,σ=1

aϱσκµϱκµσ

=

n∑
ϱ,σ=1

aϱσ

(
n∑
µ=1

κµϱκµσ

)
=

n∑
ϱ=1

aϱϱ,

即迹不变。
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相应的算符

A{x1, . . . , xn} = {y1, . . . , yn},

yµ =
n∑
ν=1

aµνxν ,

则 aµν 可用 A如下表达：向量 φ1 = {1, 0, . . . , 0}, φ2 = {0, 1, . . . , 0}, . . . , φn = {0,
0, . . . , 1}构成完全规范正交系，显然 aµν = (Aφν , φµ)（见 II.5，特别是原注 2.24）。
因此迹就是

∑n
µ=1(Aφµ, φµ)，它的酉不变性意味着，对任意完全规范正交系，所

得值相同。

在R∞中，可以立即照此定义一个类似的概念。设 A为线性算符，任取完

全规范正交系 φ1, φ2, . . .，使所有Aφµ都有意义。只要A的定义域处处稠密，这

当然做得到：依 II.2的定理 8，把该定义域中的一个稠密序列 f1, f2, . . .正交化

就够了。令 Tr(A) =
∑∞

µ=1(Aφµ, φµ)。
T2.37 须证明，它确实只依赖于A，不依赖于

φµ。

为此，先引入两个完全规范正交系 φ1, φ2, . . .及 ψ1, ψ2, . . .，并令

Tr(A;φ, ψ)

=
∞∑

µ,ν=1

(Aφµ, ψν)(ψν , φµ).

依 II.2的定理 7之 γ，它等于
∑∞

µ=1(Aφµ, φµ)，所以只是表面上依赖 ψν。又有

∞∑
µ,ν=1

(Aφµ, ψν)(ψν , φµ)

=
∞∑

µ,ν=1

(φµ, A
∗ψν)(ψν , φµ)

=
∞∑

µ,ν=1

(A∗ψν , φµ)(φµ, ψν).

即 Tr(A;φ, ψ) = Tr(A∗;ψ, φ)。根据刚才所述，右边对 φµ的依赖只是表面的，所

以左边也如此。因此，它对 φµ及 ψν 的依赖都只是表面的，实际上仅由A决定。

T2.37 本译本将迹统一记作 Tr；原书使用德文记号 Spur。
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于是可以把 Tr(A;φ, ψ)记作 Tr(A)。它又等于
∑∞

µ=1(Aφµ, φµ)，因此所要求的不

变性得证。由最后一个等式还有 Tr(A) = Tr(A∗)。

关系

Tr(aA) = aTr(A),

Tr(A± B) = Tr(A)± Tr(B)

是显然的。此外，即使 A,B 不对易，也有

Tr(AB) = Tr(BA).

证明如下：

Tr(AB) =
∞∑
µ=1

(ABφµ, φµ)

=
∞∑
µ=1

(Bφµ, A
∗φµ)

=
∞∑

µ,ν=1

(Bφµ, ψν)(ψν , A
∗φµ)

=
∞∑

µ,ν=1

(Bφµ, ψν)(Aψν , φµ).

其中 φ1, φ2, . . .和 ψ1, ψ2, . . .可以是任意两个完全规范正交系。这个式子对于A,

B 的对称性——同时交换 φ, ψ——显而易见。因此，对厄米算符 A,B 有

Tr(AB) = Tr((AB)∗) = Tr(B∗A∗)

= Tr(BA) = Tr(AB).

所以 Tr(AB)为实数；Tr(A)当然更是如此。

若M是闭线性流形，E是它的投影算符，则 Tr(E)可如下求出：设 ψ1, . . . ,

ψk为张成M的规范正交系，χ1, . . . , χl为张成R∞−M的规范正交系。当然，k,

l中至少一个是无限的，也可以两者都无限。

于是 ψ1, . . . , ψk, χ1, . . . , χl合起来张成R∞，即依 II.2的定理 7之 α，构成完

全规范正交系。因此

Tr(E)
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=
k∑

µ=1

(Eψµ, ψµ) +
l∑

µ=1

(Eχµ, χµ)

=
k∑

µ=1

(ψµ, ψµ) +
l∑

µ=1

(0, χµ)

=
k∑

µ=1

1 = k.

即 Tr(E)是M的维数。

若 A定号，所有 (Aφµ, φµ) ≥ 0，所以 Tr(A) ≥ 0。若 Tr(A) = 0，所有 (Aφµ,

φµ)都必须为零，从而依 II.5的定理 19，Aφµ = 0。若 ‖φ‖ = 1，则能找到一个

以 φ1 = φ开头的完全规范正交系 φ1, φ2, . . .：取一个处处稠密的序列 f1, f2, . . .，

再按 II.2的定理 7证明中的方法，把 φ, f1, f2, . . .“正交化”，即可得到以 φ开头

的完全规范正交系。T2.38 所以 Aφ = 0。对于任意 f，若 f = 0，Af = 0显然成

立；若 f 6= 0，就在上述结论中取 φ = f/‖f‖。于是 A = 0。换言之，若 A定号

且非零，就有 Tr(A) > 0。

上面关于迹的讨论虽简短明了，在数学上却并非无可非议。因为我们讨论

级数

∞∑
µ,ν=1

(Aφµ, ψν)(ψν , φµ),

∞∑
µ=1

(Aφµ, φµ)

时完全不顾其收敛性，又重排求和次序，把它们互相变形；也就是说，严格说来

不该做的事，我们全都做了。当然，理论物理的其他地方也不乏这样的疏忽；这

里的疏忽，在量子力学的应用中也不会造成不良后果。但无论如何，必须承认

这是一种疏忽。正因如此，更须强调：量子力学的基本统计断言，只对A,B均定

号的算符AB使用迹；而迹的这个概念也完全可以建立在严格的基础上。因此，

本节余下部分将汇集有关迹的那些可以用完全严格的数学论证证明的事实。

T2.38 原书这里引定理 7；正交化方法实际上在定理 8中证明。正文保留原书的引用。
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先考察 A∗A的迹，其中 A任意。依 II.4，A∗A厄米，且因 (A∗Af, f) = (Af,

Af) ≥ 0而定号。有

Tr(A∗A)

=
∞∑
µ=1

(A∗Aφµ, φµ)

=
∞∑
µ=1

(Aφµ, Aφµ)

=
∞∑
µ=1

‖Aφµ‖2.

这一数项级数的每一项都非负，所以或者收敛，或者发散至+∞，无论如何都
有意义。现在要不借助前面的讨论，证明它的和与 φ1, φ2, . . .的选择无关。

下面只会出现各项均不小于零的级数，因而一切都有意义，求和次序也可

以任意改排。

设 φ1, φ2, . . .和 ψ1, ψ2, . . .为两个完全规范正交系，定义

Σ(A;φµ, ψν) =
∞∑

µ,ν=1

|(Aφµ, ψν)|2.

根据 II.2的定理 7之 γ，它等于
∑∞

µ=1 ‖Aφµ‖2，即 Σ(A;φµ, ψν)对 ψν 的依赖只是

表面的。此外，只要 Aφµ, A
∗ψν 都有意义，就有

Σ(A;φµ, ψν) =
∞∑

µ,ν=1

|(Aφµ, ψν)|2

=
∞∑

µ,ν=1

|(φµ, A∗ψν)|2

=
∞∑

µ,ν=1

|(A∗ψν , φµ)|2

= Σ(A∗;ψν , φµ).

因此，它对 φµ的依赖也只是表面的，因为按刚才的结论，等式右端与作为第

二组正交系的 φµ无关。所以 Σ(A;φµ, ψν)只依赖于 A，记作 Σ(A)。根据上述证
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明，有

Σ(A) =
∞∑
µ=1

‖Aφµ‖2

=
∞∑

µ,ν=1

|(Aφµ, ψν)|2

以及 Σ(A) = Σ(A∗)。这样，就把 Tr(A∗A)正确地重新定义为 Σ(A)。

对于 Σ(A)的若干性质，我们也将另行证明；这些性质也可由前面已经导

出的 Tr(A)的一般性质推出。

由定义，一般有 Σ(A) ≥ 0；若 Σ(A) = 0，则所有 Aφµ都必须为零，像前面

一样可得 A = 0。因此，A 6= 0时 Σ(A) > 0。

显然，Σ(aA) = |a|2Σ(A)。若 A∗B = 0，则

‖(A+B)φµ‖2 − ‖Aφµ‖2 − ‖Bφµ‖2

= (Aφµ, Bφµ) + (Bφµ, Aφµ)

= 2Re(Aφµ, Bφµ)

= 2Re(φµ, A
∗Bφµ) = 0,

所以，对 µ = 1, 2, . . .求和得

Σ(A+B) = Σ(A) + Σ(B).

交换 A,B 并不改变这个关系，所以 B∗A = 0时它也成立。还可以把 A,B 换成

A∗, B∗；因此 AB∗ = 0或 BA∗ = 0同样是充分条件。于是，当 A或 B 厄米时，

可写成 AB = 0或 BA = 0。

若E为闭线性流形M的投影算符，则对求Tr(E)时考察过的ψ1, . . . , ψk, χ1,

. . . , χl 有

Σ(E) =
k∑

µ=1

‖Eψµ‖2 +
l∑

µ=1

‖Eχµ‖2

=
k∑

µ=1

‖ψµ‖2 +
l∑

µ=1

‖0‖2
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=
k∑

µ=1

1 = k.

所以 Σ(E)也是M的维数；由于E∗E = EE = E，这一结果本来就在意料之中。

对于两个定号的厄米算符 A,B，现在可把 Tr(AB)归结到 Σ。因为存在两

个同样性质的算符 A′, B′，满足 A′2 = A,B′2 = B，2.78 称为
√
A,
√
B。纯形式地

有

Tr(AB) = Tr(
√
A
√
A
√
B ·
√
B)

= Tr(
√
B ·
√
A
√
A
√
B)

= Tr
(
(
√
A
√
B)∗(
√
A
√
B)
)

= Σ(
√
A
√
B).

这个 Σ(
√
A
√
B)，只依据它本身的定义，而不借助它与迹的关系，就已具有我

2.78 准确的表述如下：若A为超极大且定号的算符，则存在且只存在一个同样是超极大、定

号的算符 A′，满足 A′2 = A。下面证明它的存在性。

设 A =
∫∞
−∞ λ dE(λ)为 A的本征值表示。由于 A定号，E(λ)在 λ < 0时为常数，从而

根据 S1，等于 0。否则，可以选取适当的 λ1 < λ2 < 0，使 E(λ2) − E(λ1) 6= 0，于是可

取 f 6= 0满足 (E(λ2) − E(λ1))f = f。那么，按我们前面的推论，λ ≥ λ2 时 E(λ)f = f，

λ ≤ λ1 时 E(λ)f = 0。所以

(Af, f) =

∫ ∞

−∞
λ d(E(λ)f, f) =

∫ λ2

λ1

λ d(E(λ)f, f)

≤
∫ λ2

λ1

λ2 d(E(λ)f, f)

= λ2((E(λ2)− E(λ1))f, f) = λ2(f, f) < 0.

因此，

A =

∫ ∞

−∞
λ dE(λ) =

∫ ∞

0

λ dE(λ) =

∫ ∞

0

µ2 dE(µ2),

而 A′ =
∫∞
1
µdE(µ2) 就满足要求。［T2.39 译者注：原书这个 A′ 公式的积分下限印作 1；

前面的计算要求下限为 0。这里保留原印下限。］

注意，我们由定号性推出了 λ < 0时 E(λ) = 0；而由后者反过来推出定号性。因此，

这一性质，也就是整个谱均非负，正是定号性的特征。
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们希望 Tr(AB)具有的全部性质，即

Σ(
√
A
√
B) = Σ(

√
B
√
A),

Σ(
√
A
√
B + C) = Σ(

√
A
√
B) + Σ(

√
A
√
C),

Σ(
√
A+B

√
C) = Σ(

√
A
√
C) + Σ(

√
B
√
C).

第一式由 Σ(XY )关于 X,Y 的对称性得出：

Σ(XY ) =
∞∑

µ,ν=1

|(XY φµ, ψν)|2

=
∞∑

µ,ν=1

|(Y φµ, Xψν)|2;

利用第一式，第二式可由第三式得出。因此只须证明第三式，即 Σ(
√
A
√
B)对

A具有可加性。把它写成

Σ(
√
A
√
B)

=
∞∑
µ=1

‖
√
A
√
Bφµ‖2

=
∞∑
µ=1

(
√
A
√
Bφµ,

√
A
√
Bφµ)

=
∞∑
µ=1

(
√
A ·
√
A
√
Bφµ,

√
Bφµ)

=
∞∑
µ=1

(A
√
Bφµ,

√
Bφµ)

便可看出。至此，我们已在上述所需的范围内，为迹的概念建立了严格的基础。

最后一个公式还给出如下结论：若 A,B 定号，则

Tr(AB) = 0 可推出 AB = 0.

因为前一条件是说 Σ(
√
A
√
B) = 0，所以

√
A
√
B = 0（参见第 134页的说明，或

下面关于 Σ的进一步讨论），从而

AB =
√
A ·
√
A
√
B ·
√
B = 0.
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对于定号厄米算符A，即使沿用最初的形式，以迹进行计算也是正确的。设

φ1, φ2, . . .为完全规范正交系，则
∑∞

µ=1(Aφµ, φµ)——原本用来定义迹的那个和

——各项均非负，所以或者收敛，或者发散到+∞。于是有两种可能：或者，无
论怎样选择 φ1, φ2, . . .，此和总是无限的；那么迹确实已不依赖于选择而定义，

且等于 +∞。或者，至少有一种选择，例如 φ̄1, φ̄2, . . .，使此和有限。此时，由

于 ( ∞∑
µ=1

(Aφ̄µ, φ̄µ)

)2

=
∞∑

µ,ν=1

(Aφ̄µ, φ̄µ)(Aφ̄ν , φ̄ν)

≥
∞∑

µ,ν=1

|(Aφ̄µ, φ̄ν)|2

= Σ(A),

Σ(A)也有限，设等于 C2。若 ψ1, ψ2, . . .是任意完全规范正交系，则

Σ(A) =
∞∑
µ=1

‖Aψµ‖2 = C2,

‖Aψ1‖2 ≤ C2,

‖Aψ1‖ ≤ C.

每个 ‖ψ‖ = 1的 ψ 都可选作这种系的 ψ1，所以 ‖ψ‖ = 1能推出 ‖Aψ‖ ≤ C。因

此普遍有 ‖Af‖ ≤ C · ‖f‖：当 f = 0时显然如此；当 f 6= 0时，令 ψ = 1
∥f∥ · f 即

可。所以 A满足 II.9的条件 St，是连续算符。不过，还能得出远强于此的结论。
因为 Σ(A) 有限，A 属于所谓全连续算符这一类。Hilbert 已证明，这类算

符的本征值问题按最初的形式就可解，即存在完全规范正交系 ψ1, ψ2, . . .，满足
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Aψµ = λµψµ，并且 µ→∞时 λµ → 0。2.79 由定号性，λµ = (Aψµ, ψµ) ≥ 0；此外，

∞∑
µ=1

λ2µ =
∞∑
µ=1

‖Aψµ‖2 = Σ(A) = C2.

若 φ1, φ2, . . .为任意完全规范正交系，则

∞∑
µ=1

(Aφµ, φµ)

=
∞∑
µ=1

( ∞∑
ν=1

(Aφµ, ψν)(ψν , φµ)

)

=
∞∑
µ=1

( ∞∑
ν=1

(φµ, Aψν)(ψν , φµ)

)

=
∞∑
µ=1

( ∞∑
ν=1

λν(φµ, ψν)(ψν , φµ)

)

=
∞∑
µ=1

( ∞∑
ν=1

λµ|(φµ, ψν)|2
)
.

2.79 参见原注 2.28所引之处。一个直接证明如下。取 λ0 < λ1 < · · · < λn，全部不小于 ε，或

全部不大于−ε，并使E(λ0) 6= E(λ1) 6= E(λ2) 6= · · · 6= E(λn)。那么E(λν)−E(λν−1) 6= 0，

所以可选 φν 6= 0，使 (E(λν)−E(λν−1))φν = φν。由此，λ ≥ λν 时E(λ)φν = φν，λ ≤ λν−1

时E(λ)φν = 0，并且还可令 ‖φν‖ = 1。由上可得 µ 6= ν时 (φµ, φν) = 0。因此，φ1, . . . , φn

构成规范正交系，可以把它扩充为完全系 φ1, . . . , φn, φn+1, . . .。对于 ν = 1, . . . , n，有

‖Aφν‖2 =

∫ ∞

−∞
λ2 d‖E(λ)φν‖2 =

∫ λν

λν−1

λ2 d‖E(λ)φν‖2

≥
∫ λν

λν−1

ε2 d‖E(λ)φν‖2

= ε2
(
‖E(λν)φν‖2 − ‖E(λν−1)φν‖2

)
= ε2‖φν‖2 = ε2.

所以
∑∞
µ=1 ‖Aφµ‖2 一方面不小于

∑n
µ=1 ‖Aφµ‖2 ≥ nε2，另一方面等于 Σ(A) = C2，即

n ≤ C2/ε2。也就是说，在 |λ| ≥ ε时，E(λ)至多取 2C2/ε2个不同的值；因此，它只有有

限次跳跃，各次跳跃之间为常值区间。也就是说，|λ| ≥ ε的部分只有点谱。对所有 ε > 0

都如此，所以整个谱是纯点谱。
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由于一切均非负，可以改排求和次序：T2.40

∞∑
µ=1

(Aφµ, φµ)

=
∞∑

µ,ν=1

λν |(φµ, ψν)|2

=
∞∑
ν=1

λν

( ∞∑
µ=1

|(φµ, ψν)|2
)

=
∞∑
ν=1

λν‖ψν‖2

=
∞∑
ν=1

λν .

因此，此时
∑∞

µ=1(Aφµ, φµ)也与 φ1, φ2, . . .无关，且等于本征值之和。它对

于 φ̄1, φ̄2, . . .这组系是有限的，所以对任何选择都有限。因此Tr(A)仍唯一确定，

不过这次是有限值。

所以，在两种情形下，以迹进行计算都有依据。

再给出几个关于 Tr(A) 和 Σ(A) 的估计。对于一切 Σ(A) 有限的 A，已有

‖Af‖ ≤
√
Σ(A) · ‖f‖；对于一切 Tr(A)有限的定号厄米算符 A，有

‖Af‖ ≤ Tr(A) · ‖f‖.

再设 A定号，Tr(A) = 1，且对某个适当的 ‖φ‖ = 1的 φ，有 ‖Aφ‖2 ≥ 1 − ε或
(Aφ,φ) ≥ 1− ε。由于 (Aφ,φ) ≤ ‖Aφ‖ · ‖φ‖ = ‖Aφ‖，第二种条件可推出第一种，
只是须用 (1− ε)2 ≥ 1− 2ε代替 1− ε，即以 2ε代替 ε。因此只考察第一种就够

了。

设 ψ 与 φ 正交，且 ‖ψ‖ = 1。这时能找到完全规范正交系 χ1, χ2, . . .，使

χ1 = φ, χ2 = ψ，所以
∞∑
µ=1

‖Aχµ‖2 = Σ(A) ≤ (Tr(A))2 = 1,

T2.40 原书在上式最后一个内层求和中印作 λµ，但上一行及下面改排后的式子要求 λν。这里

保留原书下标。
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∞∑
µ=1

‖Aχµ‖2 ≥ ‖Aφ‖2 + ‖Aψ‖2

≥ 1− 2ε+ ‖Aψ‖2,

‖Aψ‖2 ≤ 2ε, ‖Aψ‖ ≤
√
2ε.

对于任意与 φ正交的 f，由此得 ‖Af‖ ≤
√
2ε · ‖f‖：f = 0时显然成立，否则令

ψ = 1
∥f∥ · f 即可。再注意 (Af, g) = (f, Ag)，便可说，只要 f, g中有一个与 φ正

交，就有 |(Af, g)| ≤
√
2ε · ‖f‖ · ‖g‖。

现在任取 f, g，有

f = αφ+ f ′, g = βφ+ g′,

其中 f ′, g′与 φ正交，α = (f, φ), β = (g, φ)。所以

(Af, g) = αβ̄(Aφ,φ)

+ α(Aφ, g′)

+ β̄(Af ′, φ) + (Af ′, g′),

令 (Aφ,φ) = c，得到

|(Af, g)− cαβ̄|

≤ |α| · |(Aφ, g′)|

+ |β| · |(Af ′, φ)|+ |(Af ′, g′)|,

再用上述估计得

|(Af, g)− cαβ̄|

≤
√
2ε ·

(
|α| · ‖g′‖+ |β| · ‖f ′‖+ ‖f ′‖ · ‖g′‖

)
≤
√
2ε · (|α|+ ‖f ′‖)(|β|+ ‖g′‖)

≤ 2
√
2ε ·

√
|α|2 + ‖f ′‖2

√
|β|2 + ‖g′‖2

= 2
√
2ε · ‖f‖ · ‖g‖.



142

另一方面，

(Af, g)− cαβ̄ = (Af, g)− c(f, φ)(φ, g)

= ((A− cP[φ])f, g).

所以普遍有 |((A− cP[φ])f, g)| ≤ 2
√
2ε · ‖f‖ · ‖g‖；由 II.9已经知道，因而也有

‖(A− cP[φ])f‖ ≤ 2
√
2ε · ‖f‖.

令 f = φ，便是（其中 c = (Aφ,φ)为非负实数）：

‖Aφ− cφ‖ ≤ 2
√
2ε,

c = ‖cφ‖ ≤ ‖Aφ− cφ‖+ ‖Aφ‖

≤ 2
√
2ε+ 1,

c = ‖cφ‖ ≥ −‖Aφ− cφ‖+ ‖Aφ‖

≥ −2
√
2ε+ (1− ε),

1− (ε+ 2
√
2ε) ≤ c ≤ 1 + 2

√
2ε.

因此

‖(A− P[φ])f‖

≤ ‖(A− cP[φ])f‖+ ‖(c− 1)P[φ]f‖

≤ 2
√
2ε · ‖f‖

+ (ε+ 2
√
2ε)‖P[φ]f‖

≤ (ε+ 4
√
2ε) · ‖f‖.

所以当 ε→ 0时，A一致收敛于 P[φ]。

最后，考察 R∞ 的实现 FZ , FΩ 中的 Tr(A),Σ(A)（见 I.4及 II.3），因为物理
应用将会在这些实现中进行。

在 FZ 中，即在由使
∑∞

µ=1 |xµ|2有限的一切序列 {x1, x2, . . .}构成的空间中，
A可由矩阵 {aµν}描述：

A{x1, x2, . . .} = {y1, y2, . . .},
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yµ =
∞∑
ν=1

aµνxν .

序列 {1, 0, 0, . . .}, {0, 1, 0, . . .}, . . .构成完全规范正交系 φ1, φ2, . . .，并有

Aφµ = {a1µ, a2µ, . . .} =
∞∑
ϱ=1

aϱµφϱ,

所以 (Aφµ, φµ) = aµµ，‖Aφµ‖2 =
∑∞

ϱ=1 |aϱµ|2。立即得到

Tr(A) =
∞∑
µ=1

aµµ,

Σ(A) =
∞∑

µ,ν=1

|aµν |2.

在 FΩ，即定义于 Ω且使
∫
Ω |f(P )|

2 dv有限的一切 f(P )构成的集合中，只考察

积分算符

Af(P ) =

∫
Ω

a(P, P ′)f(P ′) dv′,

其中 a(P, P ′)是两个变量均定义在 Ω中的函数，称为 A的“积分核”（见 I.4）。
设 φ1(P ), φ2(P ), . . .为任意完全规范正交系，则

Tr(A) =
∞∑
µ=1

(Aφµ(P ), φµ(P ))

=
∞∑
µ=1

∫
Ω

[∫
Ω

a(P, P ′)φµ(P
′) dv′

]
× φµ(P ) dv,

又因为一般有（把 II.2的定理 7之 β 应用于 g(P )）
∞∑
µ=1

(∫
Ω

g(P ′)φµ(P ′) dv′
)
φµ(P )

= g(P ),

∞∑
µ=1

(∫
Ω

g(P ′)φµ(P
′) dv′

)
φµ(P )
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= g(P ),

所以

Tr(A) =

∫
Ω

a(P, P ) dv.

此外，

Σ(A)

=
∞∑
µ=1

∫
Ω

∣∣∣∣∫
Ω

a(P, P ′)φµ(P
′) dv′

∣∣∣∣2 dv,
于是，由（II.2的定理 7之 γ）

∞∑
µ=1

∣∣∣∣∫
Ω

g(P ′)φµ(P
′) dv′

∣∣∣∣2
=

∞∑
µ=1

∣∣∣∣∫
Ω

g(P ′)φµ(P ′) dv′
∣∣∣∣2

=

∫
Ω

|g(P ′)|2 dv′

=

∫
Ω

|g(P ′)|2 dv′,

进一步得到

Σ(A) =

∫
Ω

∫
Ω

|a(P, P ′)|2 dv dv′.

可见，Tr(A),Σ(A)实现了 I.4中借助数学上颇可疑的技巧所追求的目标：从
FZ 过渡到 FΩ时，

∑∞
µ=1 · · · 由

∫
Ω · · · dv代替。

至此，我们关于厄米算符的数学讨论告一段落。对数学有兴趣的读者，可

以从有关文献中找到进一步的内容。2.80

2.80 除论述过程中所引的原始论文外，这里首先应参考Hellinger和 Toeplitz的百科全书文章，
见原注 1.29。
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III. 量子力学的统计学

1. 量子力学的统计断言

现在回到量子力学理论的分析。前面为了展开第 II 章的数学讨论，我们
暂时中断了这项分析。当时只讨论了量子力学怎样确定一个特定物理量——

能量——的一切可能值：这些值就是能量算符 H 的本征值，也就是它的谱中

的数。至于其他物理量的取值，以及几个物理量的值之间有何种因果联系或

统计联系，当时还没有涉及。现在就来考察理论对这些问题所作的断言。我

们将以波动力学的描述方式为依据；两种理论的等价性已经得到保证。

采用这种描述方式，显然，关于一个系统状态的任何断言，都必须从它的

波函数φ(q1, . . . , qk)中推得。（设系统有 k个自由度，q1, . . . , qk为其位形空间的坐

标。）这里不只考虑系统的定态，即量子轨道；在这种状态下，φ是 H的本征函

数，满足 Hφ = λφ，参见 I.3。我们允许同一系统处于任意状态，也就是允许任
意波函数 φ；它随时间的变化服从 Schrödinger的含时微分方程 Hφ = − h

2πi
∂
∂tφ，

参见 I.2。那么，对于一个处于状态 φ的系统，我们能作出哪些断言呢？

首先要注意，φ已经按 I.3中的条件归一化：∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
|φ(q1 · · · qk)|2 dq1 · · · dqk = 1.

用我们现在的术语说，考虑所有满足∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
|f(q1 · · · qk)|2 dq1 · · · dqk

为有限值的函数 f(q1 · · · qk)所成的希尔伯特空间R∞（这是一个 FΩ），φ在其中

的范数为 ‖φ‖ = 1。也就是说，φ应落在希尔伯特空间的单位球面上3.1。我们

3.1类比几何学，在R∞中，以 φ0为中心、r为半径的球，定义为满足 ‖f −φ0‖ ≤ r的所有
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已经知道，给 φ乘上一个常数因子，即与 q1, . . . , qk无关的因子，并不改变其物

理意义。（这就是用 aφ代替 φ，其中 a为复数。由于有归一化条件 ‖φ‖ = 1，必

须满足 |a| = 1。）还要指出，除了系统位形空间的坐标 q1, . . . , qk，φ也依赖于

时间 t。不过，希尔伯特空间是只针对 q1, . . . , qk构造的，因为归一化条件也只

涉及这些变量。因此，在构造这个空间时不计入对 t的依赖关系，而应把 t看

作一个参数。由此，φ作为R∞中的点，依赖于 t，却不依赖于 q1, . . . , qk：作为

R∞中的一个点，它表示的是这个函数随 q1, . . . , qk变化的完整情形。为此，当

我们把 φ看作 R∞中的点时，有时会将参数 t写出来，记作 φt。

现在考察状态 φ = φ(q1 · · · qk)。关于这个状态的统计断言是：系统在位形
空间的点 q1, . . . , qk 处的概率密度为 |φ(q1 · · · qk)|2。也就是说，系统位于位形空
间某一区域 V 内的概率为 ∫

· · ·
∫

︸ ︷︷ ︸
V

|φ(q1 · · · qk)|2 dv.

（这些是最早、也最简单的例子，人们由此认识到量子力学的统计性质3.2。顺

便说，这一断言与 Schrödinger关于电荷分布的假设之间的关系也是清楚的，参
见 I.2。）此外，若系统的能量对应算符 H，其本征值为 λ1, λ2, . . .，本征函数为

φ1, φ2, . . .，那么，系统处于状态 φ时，能量取值 λn的概率为∣∣∣∣∫ · · · ∫ φ(q1 · · · qk)φn(q1 · · · qk) dq1 · · · dqk
∣∣∣∣2

（参见原注 3.2中提到的论文）。下面把这些断言改写为统一的形式。
设 V 为 k维长方体

q′1 < q1 ≤ q′′1 , . . . , q′k < qk ≤ q′′k ,

点 f 的集合；其内部为 ‖f − φ0‖ < r 的点集，球面为 ‖f − φ0‖ = r 的点集。对单位球，

有 φ0 = 0、r = 1。
3.2 最早对系统处于状态 φ时的行为作出统计断言的是M. Born；Dirac和 Jordan作了更深入
的论述。参看原注 1.4及原注 0.2所引文献。
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将区间 {q′1, q′′1}, . . . , {q′k, q′′k} 分别记为 I1, . . . , Ik。q1, . . . , qk 分别对应算符 q1 · · · ,
. . . , qk · · ·；T3.1相应的单位分解定义如下（参见 II.8）：将 qj（j = 1, . . . , k）对应

的单位分解记作 Ej(λ)，则

Ej(λ)f(q1 · · · qk) =

f(q1 · · · qk), qj ≤ λ,

0, qj > λ.

我们还统一采用以下记号：若 F (λ)为一个单位分解，I 为区间 {λ′, λ′′}，便记
F (I) = F (λ′′) − F (λ′)。因为 λ′ ≤ λ′′，有 F (λ′) ≤ F (λ′′)，所以它是一个投影算

符。系统位于上述 V 内，也就是 q1在 I1内、……、qk 在 Ik 内的概率为∫ q′′1

q′1

· · ·
∫ q′′k

q′k

|φ(q1 · · · qk)|2 dq1 · · · dqk

=

∫
· · ·
∫
|E1(I1) · · ·Ek(Ik)φ(q1 · · · qk)|2 dq1 · · · dqk,

因为当 q1在 I1内、……、qk在 Ik内时，E1(I1) · · ·Ek(Ik)φ(q1 · · · qk)等于 φ(q1 · · · qk)，
其余情形等于 0。因此，这个概率也就是

‖E1(I1) · · ·Ek(Ik)φ‖2.

第二种情形，考察能量位于区间 I = {λ′, λ′′}内的概率。H对应的单位分解E(λ)

按如下方式定义（参见 II.8）：E(λ) =
∑

λn≤λ P[φn]，于是

E(I) = E(λ′′)− E(λ′) =
∑

λ′<λn≤λ′′
P[φn].

由于能量的取值只可能是 λ1, λ2, . . .，所求概率就是所有满足 λ′ < λn ≤ λ′′的 λn

各自概率的总和，即∑
λ′<λn≤λ′′

∣∣∣∣∫ · · · ∫ φ(q1 · · · qk)φn(q1 · · · qk) dq1 · · · dqk
∣∣∣∣2

=
∑

λ′<λn≤λ′′
|(φ, φn)|2 =

∑
λ′<λn≤λ′′

(P[φn]φ, φ)

T3.1原文漏印了两项之间表示中间各算符的省略号，此处补入。各 qj 后的点表示待作用函

数的位置，即 f 7→ qjf。
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=

({ ∑
λ′<λn≤λ′′

P[φn]

}
φ, φ

)
= (E(I)φ, φ) = ‖E(I)φ‖2.

可见，这两种情形所得的结果可以统一表述如下：

（W.）系统处于状态 φ时，分别对应算符 R1, . . . , Rl的物理量3.3，其值分

别落在区间 I1, . . . , Il 内的概率为

‖E1(I1) · · ·El(Il)φ‖2,

其中 E1(λ), . . . , El(λ)分别为 R1, . . . , Rl 对应的单位分解。

第一种情形对应于 l = k、R1 = q1 · · · , . . . , Rk = qk · · ·；第二种情形对应于
l = 1、R1 = H。现在，我们把这个断言W.假定为普遍有效的。它确实包含了
迄今为止量子力学作出的一切统计断言。

不过，必须对它的适用范围加一项限制。问题本身完全不涉及R1, . . . , Rl的

先后次序，因此结果也必须与次序无关。也就是说，E1(I1), . . . , El(Il)，或者说

所有 E1(λ1), . . . , El(λl)，必须彼此对易。根据 II.10，这意味着 R1, . . . , Rl彼此对

易。q1 · · · , . . . , qk · · · 满足这一条件；当 l = 1、R1 = H时，则无需再考虑这一条

件。

因此，我们对彼此对易的R1, . . . , Rl普遍提出公设W.。此时E1(I1), . . . , El(Il)

也彼此对易，所以 E1(I1) · · ·El(Il)为投影算符（II.4的定理 14），所述概率因而
等于

W = ‖E1(I1) · · ·El(Il)φ‖2 = (E1(I1) · · ·El(Il)φ, φ)

（II.4的定理 12）。
继续讨论以前，必须核实W.具有任何合理的统计理论都应具备的几项性

质。

1．各断言的先后次序无关紧要。

3.3 每个物理量都对应一个厄米算符，这种对应关系将在 IV.1中详述。目前，根据 I.2，我
们只知道：坐标对应于算符 q1, . . . , qk，动量对应于算符 h

2πi
∂
∂q1

, . . . , h
2πi

∂
∂qk
，能量对应于

“能量算符”H。
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2．可以加入没有实质内容的断言，而不改变 W。这指的是区间 Ij 等于

{−∞,+∞}的断言，因为它只给乘积添上一个因子

Ej(I) = E(+∞)− E(−∞) = 1− 0 = 1.

3．概率的加法定理成立。也就是说，把某个区间 Ij 分成 I ′j, I
′′
j 两个区间，

原来的概率就等于两个新概率之和。事实上，设 Ij, I
′
j, I

′′
j 分别为 {λ′, λ′′}、{λ′,

λ}、{λ, λ′′}，则

E(λ′′)− E(λ′) = (E(λ)− E(λ′)) + (E(λ′′)− E(λ)),

即 E(Ij) = E(I ′j) +E(I ′′j )。将它代入上面W 的第二种表达式，便得到概率的可

加性，因为该式对 E1(I1) · · ·Ej(Ij) · · ·El(Il)是线性的。
4．对于不可能的断言，即某个 Ij为空的情形，W = 0，因为相应的Ej(Ij) =

0。对于必然成立的断言，即所有 Ij 均为 {−∞,+∞}的情形，W = 1，因为所

有 Ej(Ij) = 1，从而W = ‖φ‖2 = 1。一般而言，总有 0 ≤ W ≤ 1，这是由 II.4的
定理 13得出的。

最后还要指出，W.包含以下断言：一个物理量 Rj 只能取其本征值，也就

是其谱中的数。因为当区间 Ij = {λ′, λ′′} 在谱之外时，Ej(λ) 在此区间上为常

数，故

Ej(Ij) = Ej(λ
′′)− Ej(λ′) = 0,

从而W = 0。

现在令 l = 1，并将 R1写成 R。R对应的物理量记作R（参见原注 3.3）。设
F (λ)为任意函数，来计算 F (R)的期望值。

为此，将区间 {−∞,+∞}分成一列子区间 {λn, λn+1}，n = 0,±1,±2, . . .。R
落在 {λn, λn+1}内的概率为

({E(λn+1)− E(λn)}φ, φ) = (E(λn+1)φ, φ)− (E(λn)φ, φ),

因此 F (R)的期望值为

+∞∑
n=−∞

F (λ′n){(E(λn+1)φ, φ)− (E(λn)φ, φ)},
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其中 λ′n为 {λn, λn+1}内某个合适的中间值。当分点 . . . , λ−2, λ−1, λ0, λ1, λ2, . . .越

来越密时，这些和收敛到 Stieltjes积分∫ ∞

−∞
F (λ) d(E(λ)φ, φ).

所以，所求的期望值就等于这个积分。根据 II.8中算符函数的一般定义，这个
积分又等于 (F (R)φ, φ)。于是有：

（E1.）设 R为任意物理量，R为其算符（参见原注 3.3），F (λ)为任意函

数。则在状态 φ中，f(R)的期望值为T3.2

Erw(F (R);φ) = (F (R)φ, φ).

特别地，令 F (λ) = λ，便有：

（E2.）设 R, R的意义同上。则在状态 φ中，R的期望值为

Erw(R;φ) = (Rφ,φ).

下面来研究W.、E1、E2之间的关系。

我们从W.推出了 E1，又从 E1推出了 E2。

将 f(R)的算符记作 S，比较 E1、E2，可知

(Sφ, φ) = (F (R)φ, φ)

对一切状态 φ成立，也就是对一切满足 ‖φ‖ = 1的 φ成立。因此，一般地有

(Sf, f) = (F (R)f, f)

当 f = 0时显然成立；其余情形取 φ = f/‖f‖即可。由此还可得

(Sf, g) = (F (R)f, g).

只须先分别以 (f + g)/2和 (f − g)/2代替 f，再将两式相减，就得到实部相等；

以 if, g代替 f, g，便得到虚部相等。因此，必须有 S = F (R)。将这一重要结果

单列如下：

T3.2 原文在这里及下一段论证开头写作小写 f，但此前定义及公式中均用 F。这里保留原印

大小写。
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（F.）若物理量 R对应算符 R，则物理量 F (R)必须对应算符 F (R)。

不过，在假定 F.成立时，显然也能从 E1推出 E2。T3.3

因此，在假定 F.成立时，E1与E2等价。现在要证明，W.也与它们等价。由
于前面已从W.推出了它们，只须证明能够从 E1或 E2推出W.。

设 R1, . . . , Rl 为彼此对易的算符，分别对应物理量 R1, . . . ,Rn。T3.4 根据

II.10，它们都是某个厄米算符 R的函数：

R1 = F1(R), . . . , Rl = Fl(R).

我们假定，R也对应一个物理量R。（这里所作的假定是：每个物理量 R都对

应一个〔超极大的〕厄米算符 R，反过来也一样。参见原注 3.3及 IV.2。）那么，
根据 F.，

R1 = F1(R), . . . , Rl = Fl(R).

设 I1, . . . , Il 为W.中出现的区间，并令

Gj(λ) =

1, λ在 Ij,

0, 其他情形,
(j = 1, . . . , l).

再置

H(λ) = G1(F1(λ)) · · ·Gl(Fl(λ))

并构造物理量

S = H(R).

若Rj 落在 Ij 内，也就是 Fj(R)落在 Ij 内，则 Gj(Fj(R)) = 1；其余情形等于 0。

所以，只有当所有Rj 都落在各自的 Ij 内（j = 1, . . . , l）时，S = H(R)才等于

1，否则等于 0。因此，S的期望值就等于 R1落在 I1内、……、Rl 落在 Il 内的

概率W。于是

W = Erw(S, φ) = (H(R)φ, φ)

T3.3 原文此处再次写成由E1推出E2；下文所说的等价性，需要的是由E2与F.推出E1这一逆向

推论。此处保留原印的方向。
T3.4 原文的物理量列表以 n为末项下标，而对应的算符列表以 l为末项下标。这里保留原印

写法。
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= (G1(F1(R)) · · ·Gl(Fl(R))φ, φ) = (G1(R1) · · ·Gl(Rl)φ, φ).

将 Rj 对应的单位分解仍记作 Ej(λ)，并设 Ij 为区间 {λ′j, λ′′j}，则由 II.8末尾的
讨论及其中的记号可得

Gj(λ) = eλ′′j (λ)− eλ′j(λ),

Gj(Rj) = eλ′′j (Rj)− eλ′j(Rj) = Ej(λ
′′
j )− Ej(λ′j) = Ej(Ij),

故

W = (E1(I1) · · ·El(Il)φ, φ).

这正是W.。
E2和 F.形式简单，特别适合作为整个理论的基础。我们已经看到，最一般

的概率断言W.可以由它们推出。W.有两点值得注意：
1．W.是统计性的，而非因果性的。它不说明 R1, . . . ,Rl 在状态 φ中具有

什么确定的值，只说明它们以多大的概率取各个可能值。

2．W.所提出的问题并不能对任意物理量 R1, . . . ,Rl 求解，而只能对那些

算符 R1, . . . , Rl 彼此对易的物理量求解。

接下来的任务，就是讨论这两件事实的意义。

2. 统计解释

经典力学是一门因果性的学科。这就是说，只要准确知道系统的状态，就

能用确定的数值唯一地给出每个物理量——能量、力矩等等——的值。对于一

个有 k个自由度的系统，确定状态需要 2k个数值：位形空间的 k个坐标 q1, . . . ,

qk及它们的 k个时间导数 ∂q1
∂t , . . . ,

∂qk
∂t ；也可以用 k个动量 p1, . . . , pk代替这些导

数。尽管如此，经典力学也有统计处理方法，不过这可以说是额外添上的：如

果并不知道全部 2k 个确定状态的量 (q1, . . . , qk, p1, . . . , pk)，而只知道其中一部

分，甚至连这一部分也不完全准确，那么以某种方式对其余未知量求平均，至

少还能对所有物理量作出统计断言。系统先前或以后的状态也是如此：如果知

道 t = t0时的 q1, . . . , qk, p1, . . . , pk，就能利用经典力学的运动方程，因果地算出
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它们在任意其他时刻 t的值；如果只知道其中一部分，就必须对其余量求平均，

对于其他时刻便只能作出统计断言3.4 。

量子力学中的统计断言却有另一种性质。在这里，系统若有 k个自由度，其

状态便由波函数 φ(q1 · · · qk)描述，也就是由某种适当实现方式下的R∞中的一

个点 φ描述；‖φ‖ = 1，而绝对值为 1的数因子无关紧要。虽然我们认为给定 φ

便完全知道了状态，但它对物理量的取值仍然只能给出统计断言。

不过，这种统计性只限于对物理量取值的预言；先前和以后的状态φt却都

能由 φt0 = φ因果地计算出来。含时 Schrödinger微分方程（参见 I.2）使这一点
成为可能，因为

φt0 = φ,
h

2πi

∂

∂t
φt = −Hφt

确定了 φt的整个变化过程。这个微分方程甚至可以显式求解：

φt = e−
2πi
h (t−t0)Hφ

其中 e−
2πi
h (t−t0)H是酉算符3.5。（此式假定 H与时间无关；但即使 H依赖于时间，

φt仍能唯一确定，因为这里的微分方程是一阶方程。只不过这时不再有如此简

单的求解公式。）

3.4 气体动理论可以很好地说明这些关系。

一摩尔氧气（16克）含有 6 · 1023个 O2分子。［T3.5 译者注：这里的 16克及 O2分子数

均按原文保留。］每个 O2 分子由两个氧原子构成。若忽略原子的内部结构，就须把每

个原子看成具有三个自由度的质点。因此，这是一个具有 2 · 3 · 6 · 1023 = 36 · 1023 = k

个自由度的力学系统。只要给定确定系统状态所需的 2k个量，本可按照因果规律确定

它的行为。但气体理论只使用两个量，即压力和温度；它们是上述 2k个量的某些复杂

函数。因此，气体理论只能作出统计的，也就是概率的断言。在许多情形中，这些断言

几乎成为因果性的，即相应概率接近 0或 1；但这丝毫不改变事情在原则上的性质。
3.5 设 Ft(λ)是依赖于 t的函数， ∂

∂tFt(λ) = Gt(λ)，而 H是厄米算符，则有 ∂
∂tFt(H) = Gt(H)；

因为求导是由减法、除法以及取极限构成的。对 Ft(λ) = e−
2πi
h (t−t0)·λ，就得到

∂

∂t
e−

2πi
h (t−t0)·H = −2πi

h
H · e− 2πi

h (t−t0)·H.

把它作用于 φ，便得到所需的微分方程。

由于 |Ft(λ)| = 1，故 Ft(λ) · Ft(λ) = 1，因而 Ft(H) · {Ft(H)}∗ = 1。也就是说，我们的

Ft(H) = e−
2πi
h (t−t0)·H 是酉的。又因 t = t0 时它显然等于 1，所以 φt0 = φ也成立。
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如果仿照经典力学，要把 φ与物理量取值之间的联系解释为因果性的，显

然可以采取如下看法：实际上，φ并没有准确确定状态；要完全知道状态，还

需要另外一些数值。也就是说，除了 φ以外，系统还有其他确定状态的量，即

其他坐标。假如知道了全部坐标，就能准确而确定地给出一切物理量的值；仅

凭 φ，则和经典力学中只知道 q1, . . . , qk, p1, . . . , pk的一部分一样，只能作出统计

断言。这一看法当然只是假说，是一种解释尝试。它的价值取决于能否真的找

出那些补充 φ的坐标，并借此建立一个与经验相符的因果理论；而在只给出 φ、

对其余坐标求平均时，这个理论又必须能给出量子力学的统计断言。

这些假定存在的附加坐标，除了迄今的研究所揭示的 φ 以外，必定还起

着相当隐蔽的作用，因此通常称为“隐坐标”或“隐参数”。在经典物理学中，

借助隐参数的解释已经把不少表面上的统计行为归结为力学的因果基础；气

体分子运动论就是一个典型例子，参见原注 3.4。
这种隐参数解释能否用于量子力学，是一个屡经讨论的问题。认为这个问

题总有一天会得到肯定回答的人，即使在今天也有杰出的代表。如果这种观点

成立，理论目前的形式就只能是暂时的，因为用 φ来描述状态将是根本不完全

的。

后面我们将证明（IV.2），除非对现有理论作实质性的改变，否则确实无法
引入隐参数。这里先指出，φ与经典力学中 q1, . . . , qk, p1, . . . , pk的一个子集之间，

有一点根本的区别：φ对时间的依赖关系是因果性的，而非统计性的。如上所

见，φt0 唯一地确定了所有 φt。

要客观检验能否引入隐参数，还须更深入地分析量子力学的断言；这项检

验将在前面提到的地方进行。在此以前，我们暂不采用这种解释方式，而采取

相反的立场：承认支配基本过程的自然规律，也就是量子力学的定律，本来就

是统计性的。（宏观世界所呈现的因果性，至多可能只是一种表象，来自“大

数定律”的平均效应；这种效应在许多基本过程同时起作用时便会显现。参见

原注 3.4末尾的说明及原注 4.21。）据此，我们把W.，或者 E2，看作对基本过

程所能作出的最充分的断言。

这种量子力学的理解方式，承认它的统计断言就是自然规律的真正形式，
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并放弃因果性原则，称为统计解释。这一解释由M. Born提出3.6 。它是目前唯

一能够贯彻到底的量子力学解释——这里的量子力学指我们关于基本过程的

经验的总和。下面我们将采用这种解释，随后再详细讨论这里的情形。

3. 同时可测性与一般的可测性

III.1末尾所说的第二个值得注意之处，与这样一件事有关：W.不仅给出一
个物理量R取某些数值的概率，也说明几个物理量R1, . . . ,Rl之间的概率联系。

因为W.给出的是它们同时取某些给定值——更确切地说，分别落在某些区间
I1, . . . , Il 内——的概率。（这一切都针对某个给定状态 φ。）可是，物理量 R1,

. . . ,Rl受到一个特别的限制：其算符R1, . . . , Rl必须彼此对易。当R1, . . . , Rl不

对易时，W.完全不能说明R1, . . . ,Rl之间的相互概率依赖关系；它只能用来分

别确定各个物理量的概率分布，而不顾及其他物理量。

最自然的想法，是认为这是W.的一项缺陷，必定还存在某个更一般的公
式，能够包括这些情形。因为即使量子力学只能从统计上描述自然，我们至

少仍有理由要求它既能描述单个物理量的统计规律，也能把握几个物理量之

间的关联。

这种看法初看似乎合情合理，但我们很快就会发现，W.不可能作这样的推
广。除了由理论的数学工具的结构造成的形式原因之外，还有重大的物理原因，

要求作出这种限制。认识到这一限制的必要性，并对它作出物理解释，甚至能

使我们深入理解基本过程的本性。

要弄清楚这一点，必须进一步考察：测量一个物理量R这一过程，对于量

子力学的描述方式究竟意味着什么；W.所作的〔概率〕断言，正是关于这样的
物理量。

先来看Compton和 Simons在量子力学建立以前进行的一个重要实验 3.7。实

验让光在电子上散射，随后截获散射光和散射电子，并测量它们的能量与动量，

从而对散射过程作定量检验。也就是说，这里发生的是光量子与电子之间的碰

3.6 Z. Physik，第 37卷（1926）。此后的全部发展，参看原注 0.2，都以这种看法为基础。
3.7 Physic. Rev.，第 26卷（1925）。另参看W. Bothe在 Handbuch der Physik第 23卷（Quanten）
中的综述，柏林，1926年，第 3章，尤其第 73节。
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撞，观察者可以根据碰撞后的轨迹，检验弹性碰撞定律是否成立。（这里不考

虑其他形式的碰撞，因为当时认为，无论电子还是光量子，都不能以动能以外

的形式吸收能量。根据一切已有经验，电子和光量子的结构似乎都是完全固定

的！碰撞的计算当然必须采用相对论形式3.7。）这种计算检验确实可行：碰撞

前的轨迹已知，碰撞后的轨迹由实验观测，因此碰撞问题的条件是超定的。要

用力学确定碰撞过程，只需四条轨迹中的两条，加上碰撞的“中心线”，即动

量传递的方向；因而至多只需三条轨迹，第四条便可用作检验。实验完全证实

了力学的碰撞定律。

承认碰撞定律有效，并认为碰撞前的轨迹已知，就可以把这一结果改述如

下：碰撞后光量子的轨迹和碰撞后电子的轨迹，任何一条都足以算出碰撞的位

置及中心线。Compton–Simons实验表明，这两种观测给出了同一个结果。
更一般地说：同一个物理量，即碰撞位置或中心线方向的任意一个坐标，

被用两种不同的方式测量——分别截获光量子和电子——而所得结果总是相

同的。

这两次测量并不完全同时发生。光量子和电子不会同时到达；适当安排测

量装置，就能先截获想先截获的那一个，当然，两者只相差 10−9至 10−10秒。将

先进行的测量记作M1，后进行的记作M2，所测物理量记作R。关键在于：由

于整个测量安排的性质，在测量之前，我们只能从统计上预言R的值，也就是

M1,M2 的结果（尤其参见原注 3.7）；然而，M1,M2 之间的统计关联却是完全

确定的，即因果性的：M1确定的R值与M2确定的值必定相等。在M1,M2测

量以前，两次测量的结果都在很大程度上尚未确定；可是一旦M1完成，即使

M2尚未进行，M2的结果也已经由因果关系唯一确定了。

从原则上说，可以设想因果性或非因果性有三个层次。第一种可能是，R

的值完全是统计性的：一次测量的结果只能从统计上预言；即使紧接着第一

次测量再作第二次测量，第二次的结果仍可能有一定的散布程度，不受第一

次测得的值的约束，例如，散布程度可能与第一次一样大3.8。第二种可能是，

3.8 Bohr、Kramers 和 Slater 提出的关于基本现象的统计理论，就是以这一基本思想为基础
的。参看Z. Physik第 24卷（1924），以及原注 3.7。Compton–Simon实验可以看成对这一
观点的反证。
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R 在第一次测量时所得的值有一定的散布程度，但紧随其后的每次测量都必

须给出与第一次相同的结果。第三种可能是，R 从一开始就由因果关系确定

了。

Compton–Simons实验表明，对于一种统计理论，只有第二种情形才有可能
成立。因此，设系统最初所处的状态不能让我们确切预言R的值，那么，测量

R的一次过程M——上例中的M1——就会把这个状态变为另一个状态：在新

状态中，R的值已经唯一确定。而且，M 使系统进入哪一个新状态，不仅取决

于M 的装置，也取决于M 的测量结果；这个结果在原有状态中是不能由因果

关系预言的。因为 R在新状态中的值，必须等于这次M 的测量结果。

设R为一个物理量，其算符 R具有纯点谱 λ1, λ2, . . .，相应的本征函数 φ1,

φ2, . . .构成完全规范正交系。并设每个本征值都是单重的，即重数为 1，参见

II.6；也就是说，当 µ 6= ν 时，λµ 6= λν。假定测量R所得的值为 λ∗。测量以后，

系统处于什么状态？

根据上面的讨论，这个状态φ必须满足：重新测量R，一定得到结果 λ∗。（这

次测量当然必须紧接着进行，因为经过 τ 秒，φ便变成了 e−
2πi
h τ ·Hφ。参见 III.2，

H为能量算符。）

对于什么状态 φ，测量R必定得到 λ∗？下面来回答这个问题，而且不再对

算符 R加上任何限制。

设 E(λ)为 R对应的单位分解，I 为区间 {λ′, λ′′}。上述假定也可以这样表
述：如果 I 不包含 λ∗，R落在 I 内的概率为 0；如果 λ∗属于 I，即 λ′ < λ∗ ≤ λ′′，

该概率为 1。

根据W.，这意味着 ‖E(I)φ‖2 = 1。由于 ‖φ‖ = 1，便有 ‖E(I)φ‖ = ‖φ‖。E(I)
为投影算符，1− E(I)也是，故由 II.4的定理 13可得

‖φ− E(I)φ‖2 = ‖φ‖2 − ‖E(I)φ‖2 = 0,

φ− E(I)φ = 0,

E(λ′′)φ− E(λ′)φ = E(I)φ = φ.

令 λ′ → −∞，得到 E(λ′′)φ = φ；令 λ′′ → +∞，得到 E(λ′)φ = 0。参见 II.7的
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S1。因此

E(λ)φ =

φ, λ ≥ λ∗,

0, λ < λ∗.

根据 II.8，这正是 Rφ = λ∗φ的特征。

也可以从 E1，即 E2，用另一条途径证明 Rφ = λ∗φ。R确定取值 λ∗，就意

味着 (R − λ∗)2 的期望值为 0。于是，令 F (λ) = (λ − λ∗)2，其算符 F (R) 就是

(R− λ∗ · 1)2，必须满足

((R− λ∗ · 1)2φ, φ) = ((R− λ∗ · 1)φ, (R− λ∗ · 1)φ)

= ‖(R− λ∗ · 1)φ‖2 = ‖Rφ− λ∗φ‖2 = 0,

即 Rφ = λ∗φ。

回到刚才讨论的特殊情形，我们看到，必须有 Rφ = λ∗φ；按照 II.6 的讨
论，这意味着 λ∗等于某个 λµ，因为 ‖φ‖ = 1，所以 φ 6= 0，并且 φ = aφµ。又因

‖φ‖ = ‖φµ‖ = 1，必须有 |a| = 1，所以略去 a并不改变状态。因此，对于某个

µ = 1, 2, . . .，有 λ∗ = λµ、φ = φµ。（关于 λ∗的断言，也可以直接从W.推出；但
关于 φ的断言却不能如此得出！）

可见，在上述关于 R 的假定下，测量 R会把每个状态 ψ 变为状态 φ1, φ2,

. . .中的某一个，它们分别与测量结果 λ1, λ2, . . .相联系。因此，这些状态转变

的概率就等于测出 λ1, λ2, . . .的概率，可以由W.计算。
事实上，根据 W.，R 的值落在 I 内的概率为 ‖E(I)ψ‖2。注意到 II.8 中的

E(I) =
∑

λn 在 I P[φn]，便有

W = ‖E(I)ψ‖2 = (E(I)ψ, ψ) =
∑
λn 在 I

(P[φn]ψ, ψ)

=
∑
λn 在 I

|(ψ, φn)|2.

因此，可以猜想 λn的概率为 |(ψ, φn)|2。如果能选取区间 I，使其中唯一的 λm

就是 λn，这便直接由上式得出。其余情形，即其他 λm在 λn处聚集时，可以作
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如下推论。取 F (λ)在 λ = λn处等于 1，其余地方等于 0，则所求概率Wn就是

F (R)的期望值，由 E2或 E1可知，它等于 (F (R)ψ, ψ)。根据定义（II.8），

(F (R)ψ, ψ) =

∫ ∞

−∞
F (λ) d(‖E(λ)ψ‖2).

回想 Stieltjes积分的定义就容易看出：如果 E(λ)ψ在 λ = λn处关于 λ连续，此

积分为 0；一般而言，它等于单调不减函数 ‖E(λ)ψ‖2在 λ = λn处的跳跃值。该

跳跃值等于 ‖PMψ‖2，其中M是由 Rψ = λnψ的全部解张成的闭线性流形，参

见 II.8。当前的情形下，M = [φn]，故

Wn = ‖P[φn]ψ‖2 = |(ψ, φn)|2.

这样，在上述关于算符 R的假定下，测量物理量 R时发生什么，已经有了回

答。不过，至于这一过程“怎样”发生，目前仍不清楚：ψ不连续地、跳跃式地

变为 φ1, φ2, . . .中的某个状态，这种变化显然不同于含时 Schrödinger微分方程
所描述的变化。各个 φn 本身与 ψ 无关，只有各次跃变的概率Wn = |(ψ, φn)|2，
n = 1, 2, . . .，才取决于 ψ；微分方程所描述的却总是 ψ的连续变化，终态唯一确

定，并依赖于 ψ。参见 III.2。我们将在后面尝试弥合这一鸿沟，参见第VI章3.9。

仍假定R具有纯点谱，但不再假定所有本征值都是单重的。这时仍能构造

φ1, φ2, . . .及 λ1, λ2, . . .，只是 λn中允许有相等的值。测量R之后，系统必处于

某个满足 Rφ = λ∗φ的状态 φ，其中 λ∗ 就是测量结果。因此，λ∗ 等于某个 λn；

但关于 φ，我们只能说：设等于 λ∗ 的那些 λn 为 λn1, λn2, . . .，其个数有限或无

限，则

φ =
∑
ν

aνφnν .

如果 nν 有无限多个，就必须有
∑

ν |aν |2有限。两个这样的 φ，只有在它们相差

一个数因子时，也就是比值 a1 : a2 : · · · 完全相同时，才表示同一个状态。所
以，只要 nν 不止一个，即本征值 λ∗是多重的，即使知道了测量结果，也不能

唯一确定测量后的状态 φ。

3.9 Jordan认识到，这些跃变同旧 Bohr量子理论中“量子跃迁”的观念有联系，见 Z. Physik，
第 40卷（1924）。
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λ∗的概率可以根据W.，或 E1、E2，完全仿照上面的方式算出：

W (λ∗) =
∑
λn=λ∗

|(ψ, φn)|2 =
∑
ν

|(ψ, φnν)|2.

如果 R没有纯点谱，情况如下。Rf = λf 的全部解 f 张成一个闭线性流形Mλ。

所有Mλ又共同张成一个闭线性流形M；不具有纯点谱的特征正是M 6= R∞，

即N = R∞−M 6= (0)。这里及下文所用的结论，参见 II.8。至多只有可数多个
λ满足Mλ 6= (0)，它们构成 R的点谱。如果在状态 ψ 中测量 R，结果为 λ∗ 的

概率为

W (λ∗) = ‖PMλ∗ψ‖
2 = (PMλ∗ψ, ψ).

适宜的证明方法，仍是上面利用 E2或 E1以及函数

F (λ) =

1, λ = λ∗,

0, λ 6= λ∗

的推论。R的值为 R的点谱 P中任一 λ∗的概率，相应地为

W =
∑

λ∗ 在 P

(PMλ∗ψ, ψ) = (PMψ, ψ) = ‖PMψ‖
2.

借助函数T3.6

F (λ) =

1, λ∗在 P,

0, 其他情形

也能直接看出这一点。

可是，假如我们准确地测量 R，测量以后就必须处于满足 Rφ = λ∗φ的某

个状态 φ，因而测量结果 λ∗必须属于P。所以，准确测量能够成功的概率，至

多为 ‖PMψ‖2。这个数并不总等于 1；当 ψ属于N时，它甚至等于 0。因此，准

确测量并非总是可能的。

我们已经看到，一个物理量 R能够始终——即在每个状态 ψ中——被准

确测量，当且仅当它具有纯点谱。若不具有纯点谱，就只能作精度有限的测量：

T3.6 原文在下列 F (λ)的定义条件中写的是 λ∗，通常这里应指自变量 λ。此处保留原印条件。
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把数轴 −∞ < λ < +∞划分为区间 . . . , I (−2), I(−1), I(0), I(1), I(2), . . .，分点为 . . . ,

λ(−2), λ(−1), λ(0), λ(1), λ(2), . . .，使 I(n) = {λ(n), λ(n+1)}，最大区间长度，即划分的
网格宽度 ε = Max(λ(n+1)−λ(n))，就是测量精度；然后判断R落在哪一个区间。

这个过程还可以进一步计算。取如下函数 F (λ)，其中 λ′n为 I(n)内的某个中间

值，对每个 n = 0,±1,±2, . . .都可任意选定，但在后面的讨论中固定不变：

F (λ) = λ′n 若 λ在 I(n).

那么，R的近似测量就等同于 F (R)的准确测量。现在有

F (R) =

∫ ∞

−∞
F (λ) dE(λ) =

+∞∑
n=−∞

∫ λ(n+1)

λ(n)

F (λ) dE(λ)

=
+∞∑

n=−∞
λ′n

∫ λ(n+1)

λ(n)

dE(λ) =
+∞∑

n=−∞
λ′nE(I

(n)).

显然，E(I(n))对应的闭线性流形中，所有 f 都满足 F (R)f = λ′nf；所以，对于

F (R)，Mλ′n 包含这个流形。因此 PMλ′n
≥ E(I(n))，从而

PM ≥
+∞∑

n=−∞
PMλ′n

≥
+∞∑

n=−∞
E(I(n))

=
+∞∑

n=−∞
(E(λ(n+1))− E(λ(n))) = 1− 0 = 1.

于是
+∞∑

n=−∞
PMλ′n

= PM = 1, PMλ′n
= E(In),

也就是说，F (R)具有纯点谱，其点谱由 λ′n构成。T3.7

所以，F (R)确实可以准确测量；其值等于 λ′n，也就是R落在 I(n)内的概

率为

‖PMλ′n
ψ‖2 = ‖E(I(n))ψ‖2,

与W.对 R所作的断言相符。

T3.7 原文在前式中写作 In，而这段论证其余各处用 I(n)。此处保留原印记法。
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这个结果也可以从物理上解释，并显示出理论与通常物理直观之间的良

好一致性。

按照不附加任何量子条件的经典力学观点，每个状态下的每个物理量 R

固然都有一个完全确定的值；但同时也承认，任何可以设想的测量仪器，都

只能在某个始终不为零的误差范围内测出这个值。这是因为人的观察能力并

不完善，例如读出指针或确定照相底片上感光痕迹的位置，都只能达到有限

的精度。不断改进测量装置，固然可以把这个误差界限降到任意接近 0，但它

永远不会恰好等于 0。对于那些按惯常直观图景——尤其在量子力学发现以

前的图景——并未“量子化”的物理量 R，人们也会预期量子理论中有同样

的情形。例如，电子的直角坐标可以取 −∞ 与 +∞ 之间的每个值，其算符具

有连续谱。相反，对那些按照直观图景已经“量子化”的物理量，情况却不同：

它们只能取离散值，所以只要观察精确到足以消除疑问，确定究竟取了哪个

“量子化”值，就能绝对准确地给出这个值。例如，知道一个氢原子的能量低

于次低能级所需的能量，就绝对准确地知道了它的能量：它处于最低能级。

然而，正如“矩阵理论”的情况已经表明的（参见 I.2及 II.6），这种“量
子化”与“未量子化”的区分，正好对应于物理量 R的算符 R 是否具有纯点

谱。我们恰恰只对前一种物理量发现了绝对准确观测的可能；后一种物理量则

只能以任意高、却从来不能绝对准确的精度加以观测3.10 。

顺便指出，引言及 I.3中提到的引入“广义”本征函数、即不属于希尔伯特
空间的本征函数的做法，反倒不如我们的方法忠实于实际。参见 II.8，尤其是
原注 2.48、2.50。因为这种做法会造成假象，仿佛存在某些状态，使具有连续
谱的物理量也能准确地取某些值；而这恰恰从不发生。我们认为，这类理想化

不但在数学上站不住脚，出于这一物理原因也必须拒绝，尽管已有多人提出过

3.10 上述一切都有一个前提：被观察系统和测量仪器的结构，也就是一切起作用的力场等

等，都是确切已知的；需要确定的只是系统的状态，即各坐标的瞬时值。若这一理想

化假设不成立，自然还会有其他不确定性来源。

我们对不精确测量的描述，也作了一定的理想化：我们假设，测量以绝对的确定性，判

明某个值是否位于区间 I = {λ′, λ′′}内，其中 λ′ < λ′′。实际上，边界 λ′, λ′′是模糊的；也

就是说，判定只能以一定概率作出。不过，至少目前看来，我们采用的描述在数学上是

最为合用的。
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这种做法。

至此，对于测量一个物理量时发生的过程，我们已有一个暂时的结论。现

在可以转向同时测量几个物理量的问题。

先给定两个物理量 R,S，其算符分别为 R,S，并假定它们可以同时测量。

由此能推出什么？

先要求测量绝对准确，因此 R,S 必须都具有纯点谱，分别为 λ1, λ2, . . . 及

µ1, µ2, . . .。相应的本征函数构成完全规范正交系，分别记为 φ1, φ2, . . .及 ψ1, ψ2,

. . .。

先从最简单的情形入手。假定两个算符之一，例如 R，全都只有单重本征

值；也就是说，当m 6= n时，λm 6= λn。

同时测量R,S以后，系统处于一个状态，其中R和S都确定地具有刚才

测得的值。设这些值为 λm̄, µn̄，测量后的状态为ψ，则必须满足Rψ = λm̄ψ、Sψ =

µn̄ψ。由前一式得到 ψ = φm̄，略去一个无关紧要的数因子；由后一式得到 ψ =∑
ν aνψnν，其中 µn1, µn2, . . .是所有等于 µn̄的 µn。如果初态为 φ，则 λm̄, φm̄的

概率为 |(φ, φm̄)|2。特别是，当 φ = φm时，必定有 m̄ = m。所以，对于每个m，

φm都能写成
∑

ν aνψnν 的形式，且其中的 µnν 全都相同。即 Sφm = µ̄φm，其中

µ̄ = µn1 = µn2 = · · ·。因此，对 f = φm 有 RSf = SRf，两边都等于 λmµ̄ · φm。
这对它们的线性组合也成立；而当R,S连续时，对这些线性组合的极限点也成

立，即对所有 f 都成立。因此，R,S 对易。

如果它们不连续，则作如下推论。R,S对应的单位分解 E(λ), F (µ)定义为

E(λ) =
∑
λm≤λ

P[φm], F (µ) =
∑
µn≤µ

P[ψn].

因此，F (µ)φm 依 µ ≥ µ̄ 或 µ < µ̄ 分别等于 φm 或 0，这里 µ̄ 的意义同上。类

似地，E(λ)φm 依 λ ≥ λm 或 λ < λm 分别等于 φm 或 0。所以，对所有 φm 总有

E(λ)F (µ)φm = F (µ)E(λ)φm。仿照上面的论证，这说明 E(λ), F (µ)对易，从而

根据 II.10，R,S 也对易。

根据 II.10，存在一个由R,S的共同本征函数构成的完全规范正交系；也就
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是说，可以令 φm = ψm。又因m 6= n时 λm 6= λn，可以构造函数 F (λ)：

F (λ) =

µn, λ = λn, n = 1, 2, . . . ,

任意, 其他情形,

于是 S = F (R)，也就是S = F (R)。所以，R,S不但可以同时测量，甚至每次

测量 R都同时测量了 S，因为 S作为 R的函数，由 R因果地确定3.11。

现在转向另一个更一般的情形，不对R,S的本征值重数作任何假定。这里

采用一种根本不同的方法。

先考察物理量R+S。同时测量R,S，也就是测量R+S，因为把两个测

量结果相加，就得到R+S的值。因此，在每个状态 ψ中，R+S的期望值都等

于R和S各自期望值之和。注意，这一点与R,S在统计上是否独立无关，也

不取决于它们之间有无关联、有什么关联，甚至不取决于其中一个是否因果地

确定另一个。因为

和的期望值 =各期望值之和

这一规律总是成立。设 T 为R+S的算符，则这个期望值一方面等于 (Tψ, ψ)，

另一方面等于

(Rψ,ψ) + (Sψ, ψ) = ((R + S)ψ, ψ).

即对所有 ψ有

(Tψ, ψ) = ((R + S)ψ, ψ),

所以 T = R+ S。因此，R+S对应算符 R+ S。3.12 同样可以证明，aR+ bS（a,

b为实数）对应算符 aR+ bS。（也可从第一个公式得到这一点，只须在其中用

函数 F (λ) = aλ、G(µ) = bµ分别作用于 R,S及 R,S。）

同时测量 R,S，也就测量了

R+S

2
,

(
R+S

2

)2

,
R−S

2
,

(
R−S

2

)2

,

3.11请借助W核实最后这个断言！按 II.8构造 R与 S 对应的单位分解即可。
3.12 对于能够同时测量的物理量 R,S，我们已证明了这条规律：R + S对应的算符，是 R

与S所对应算符之和。这条规律对任意R,S也成立，但此时不能再证明它；它在这里

是本理论的一项基本公设。参看 IV.1末尾，以及 IV.2的讨论。
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R+S

2

)2

−
(
R−S

2

)2

= R ·S.

所以，这些物理量对应的算符如下；这里还利用了前面的结论：如果 T 是 T的

算符，则 F (T)的算符为 F (T )，因而 T2的算符为 T 2：

R + S

2
,

(
R + S

2

)2

=
R2 + S2 +RS + SR

4
,

R− S
2

,

(
R− S

2

)2

=
R2 + S2 −RS − SR

4
,(

R + S

2

)2

−
(
R− S

2

)2

=
RS + SR

2
.

即 R ·S对应算符 (RS + SR)/2。对于所有 F (R), G(S)，结论同样成立，因为

它们也随之被测量了。因此，F (R) ·G(S)对应算符

F (R)G(S) +G(S)F (R)

2
.

设 E(λ), F (µ)为 R,S 对应的单位分解，并令

F (λ) =

1, λ ≤ λ̄,

0, λ > λ̄,
G(µ) =

1, µ ≤ µ̄,

0, µ > µ̄.

我们知道，F (R) = E(λ̄)、G(S) = F (µ̄)，所以 F (R)·G(S)对应算符 (EF+FE)/2；

为简便起见，将 E(λ̄), F (µ̄)写作 E,F。F (R)总是 0或 1，所以 F (R)2 = F (R)，

从而

F (R) · (F (R) ·G(S)) = F (R) ·G(S).

现在对 F (R)和 F (R) ·G(S)应用上面的乘法公式——这些物理量都可以同时

测量——便得到这个乘积的算符为

EEF+FE
2 + EF+FE

2 E

2
=
E2F + 2EFE + FE2

4
=
EF + FE + 2EFE

4
.

它必须等于 (EF + FE)/2，于是

EF + FE = 2 · EFE.
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左乘 E，得到

E2F + EFE = 2 · E2FE, EF + EFE = 2 · EFE, EF = EFE;

右乘 E，得到

EFE + FE2 = 2 · EFE2, EFE + FE = 2 · EFE, FE = EFE.

故 EF = FE。即所有 E(λ̄), F (µ̄)都对易，因此 R,S 也对易。

根据 II.10，R,S对易，等价于存在一个厄米算符 T，使R,S都是它的函数：

R = F (T )、S = G(T )。若 T 对应物理量 T，则有 R = F (T)、S = G(T)。这个

条件也是同时可测的充分条件，因为测量 T时，就同时测量了它的函数R,S；

而 T确实可以绝对准确地测量，因为它具有纯点谱，参见 II.10。所以，R,S对
易既是必要条件，也是充分条件。

给定几个物理量R,S, . . .，其个数有限，算符分别为R,S, . . .，仍要求测量

绝对准确，则同时可测性的情形如下。若所有R,S, . . .都能同时测量，从中选

出的任意一对也必定如此；所以所有算符 R,S, . . .必须彼此对易。反之，若 R,

S, . . .彼此对易，则根据 II.10，存在算符 T，使它们都是 T 的函数：R = F (T )、

S = G(T )、……；对相应的物理量 T，便有R = F (T)、S = G(T)、……。准确测

量 T，也就同时测量了R,S, . . .；T仍具有纯点谱，参见 II.10。因此，R,S, . . .

同时可测的充分必要条件，就是 R,S, . . .彼此对易。

现在不要求测量绝对准确，而只要求达到预先给定、但可以任意高的精度。

这时 R,S, . . .不再一定要具有纯点谱。

对R,S, . . .作有限精度的测量，等效于对 F (R), G(S), . . .作绝对准确的测

量。这里的 F (λ), G(λ), . . .是本节开头讨论有限精度测量时所构造的那一类函

数，当时当然只写出了 F (λ)。所以，只要所有 F (R), G(S), . . .都能绝对准确地

同时测量，R,S, . . .就必定能同时测量。后一个条件又等价于 F (R), G(S), . . .彼

此对易；而 R,S, . . .彼此对易就能推出这一点。因此，R,S, . . .对易仍然是充分

条件。

反过来，假定R,S, . . .可以同时测量，可以作如下推论。只要测量R足够

准确，就能判断其值大于 λ̄，还是小于等于 λ̄；参见上面关于“有限精度”的

定义，尤其是原注 3.10 的讨论。因此，令 F (λ) 在 λ ≤ λ̄ 时为 1，在 λ > λ̄ 时
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为 0，则 F (R)可以绝对准确地测量。同样，令 G(µ)在 µ ≤ µ̄时为 1，在 µ > µ̄

时为 0，则 G(S)也能绝对准确地测量，而且这两个物理量还能同时测量。因

此 F (R), G(S) 对易。设 E(λ), F (µ) 为 R,S 对应的单位分解，则 F (R) = E(λ̄)、

G(S) = F (µ̄)。所以，对一切 λ̄, µ̄，E(λ̄), F (µ̄)都对易，因而 R,S 对易。这必须

对R,S, . . .中任意一对都成立，故所有R,S, . . .彼此对易。因此，这个条件也是

必要的。

可见，任意有限个物理量R,S, . . .同时可测的特征条件，就是其算符R,S,

. . .彼此对易。无论要求绝对准确，还是任意准确的测量，这一结论都成立。不

过，在前一种情形，还必须加上绝对准确测量本身所要求的特征条件：这些算

符应具有纯点谱。

这样，我们已经从数学上证明，W.给出的是这个理论——即包含W.的理
论——所能作出的最充分的断言。因为它以算符 R1, . . . , Rl对易为前提；而在

没有这一条件时，本来就不能讨论R1, . . . ,Rl的同时测量结果，因为这些物理

量根本不可能同时测量。

4. 不确定性关系

前几节已经阐明了测量一个物理量，或同时测量几个可同时测量的物理

量时的测量过程。现在需要了解：若关注的是同一系统、同一状态 φ 中的统

计规律，那些不能同时测量的物理量会表现出怎样的行为。

给定这样的两个物理量R,S及其不对易的算符 R,S。尽管作了这一假定，

仍可能存在某些状态 φ，使两个物理量都具有确定的值，即散布程度为 0；这

些状态就是两者的共同本征函数。只是它们不可能构成完全正交系，否则R,S

便会对易。参见 II.8中相应单位分解 E(λ), F (λ)的构造：若 φ1, φ2, . . .就是上述

完全正交系，则 E(λ)及 F (λ)都由 P[φϱ] 相加而成；这些 P[φϱ] 彼此对易，所以

两者也对易。因此，这些 φ张成的闭线性流形M必小于R∞；如果它就是R∞，

则按 II.6开头对单个算符所作的讨论，便能构造出所需的完全规范正交系。
对于M中的状态，R,S仍然可以同时测量。要证明这一点，最简单的办

法是给出一个同时测量的模型。由于 R,S 的共同本征函数 φ张成M，其中也

存在一个由这些 φ构成、同样张成M的规范正交系 φ1, φ2, . . .，即它在M中是
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完全的。这也可以借助前面提到的 II.6中的构造得到。加入一个张成R∞−M

的规范正交系 ψ1, ψ2, . . .，就能把 φ1, φ2, . . . 扩充为完全系 φ1, φ2, . . . , ψ1, ψ2, . . .。

再取互不相同的数 λ1, λ2, . . . , µ1, µ2, . . .，并定义 T 为

T

(∑
n

xn · φn +
∑
n

yn · ψn

)
=
∑
n

λnxn · φn +
∑
n

µnyn · ψn,

记相应的物理量为 T。

根据 III.3，测量 T会产生状态 φ1, φ2, . . . , ψ1, ψ2, . . .中的一个。假如所得状

态是 φn，即测量结果是某个 λn，那么R与S的值也就知道了：按照假定，R,

S在 φn中都有确定的值，所以能够确切预言，紧接着再测量R或S，将分别

得到这些值。反之，若所得状态是 ψn，就不能作这种判断；ψn不在M内，所以

R,S在 ψn中并不都具有确定的值。不过，我们知道，得到 ψn的概率为 (P[ψn]φ,

φ)；得到任意一个 ψn（n = 1, 2, . . .）的概率为∑
n

(P[ψn]φ, φ) = (PR∞−Mφ, φ) = ‖PR∞−Mφ‖2

= ‖φ− PMφ‖2.

因此，当 φ = PMφ，即 φ属于M时，这个概率为 0，也就是说，这次测量必定

同时测出了 R,S的值3.13。

不过，我们现在关心的是不能同时测量的物理量，所以假定最极端的情形

M = (0)：R,S在任何状态中都不能同时测量；或者说，R,S 没有任何共同本

征函数。

设 R,S 的单位分解为 E(λ), F (λ)。根据 III.1，在状态 φ中，R,S 的期望值

为

ϱ = (Rφ,φ), σ = (Sφ, φ),

其方差，即 (R− ϱ)2、(S− σ)2的期望值为

ε2 = ((R− ϱ · 1)2φ, φ) = ‖(R− ϱ · 1)φ‖2 = ‖Rφ− ϱφ‖2,

3.13 关于“在M中的各状态 φ下的同时可测性”的详细讨论，以及对不能绝对精确测量的

R,S，即连续谱等情形的讨论，留给读者。处理方法同 III.3完全类似。
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η2 = ((S − σ · 1)2φ, φ) = ‖(S − σ · 1)φ‖2 = ‖Sφ− σφ‖2.

参见 III.3关于绝对准确测量的讨论。作一个熟知的变形，得到3.14

ε2 = ‖Rφ‖2 − (Rφ,φ)2, η2 = ‖Sφ‖2 − (Sφ, φ)2.

由于 ‖φ‖ = 1，Schwarz不等式，即 II.1的定理 1，已能说明左边的量非负。问
题在于，ε = 0与 η = 0不可能同时成立，ε和 η却又各自都可以任意小。这是

因为R,S分别都能任意准确地测量，甚至可能绝对准确地测量。因此，ε, η之

间必须存在某种关系，使两者不能同时变小。这种关系究竟是什么？

Heisenberg发现了这类关系的存在3.15。它们对于认识量子力学给自然界的

描述带来的不确定性，具有重大的意义，因此称为不确定性关系。下面先从数

学上推导其中最重要的一条，再讨论它的根本意义，以及它与经验的关系。

在矩阵理论中，满足对易关系

PQ−QP =
h

2πi
1

的算符 P,Q起着重要作用。例如，它们对应坐标及其共轭动量（参见 I.2）；更一
般地说，对应经典力学中任意一对正则共轭量，参见原注 0.2所列的论文。现
在更一般地考察满足

PQ−QP = a · 1

的两个厄米算符 P,Q。因为 (PQ−QP )∗ = QP −PQ，所以 (a ·1)∗ = ā ·1 = −a ·1，
即 ā = −a，故 a是纯虚数。当然，这个算符等式并不意味着定义域也相同，因

为 PQ−QP 未必在所有地方都有意义。对每个 φ，有

2 Im(Pφ,Qφ) = −i[(Pφ,Qφ)− (Qφ,Pφ)]

3.14 算符运算如下：

ε2 = ((R− ϱ · 1)2φ,φ) = (R2φ,φ)− 2ϱ · (Rφ,φ) + ϱ2

= ‖Rφ‖2 − 2 · (Rφ,φ)2 + (Rφ,φ)2 = ‖Rφ‖2 − (Rφ,φ)2;

η2 同理。
3.15 Z. Physik，第 43卷（1927）。Bohr对这些考察作了深化，见 Naturwiss.第 16卷（1928）。下
文采用的解析方法，首先由 Kennard着手研究，见 Z. Physik第 44卷（1926）；现在的形
式则由 Robertson给出。
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= −i[(QPφ, φ)− (PQφ, φ)]

= (i{PQ−QP}φ, φ) = ia · ‖φ‖2.

设 a 6= 0，根据 II.1的定理 1，可得

‖φ‖2 = −2i
a
Im(Pφ,Qφ) ≤ 2

|a|
|(Pφ,Qφ)| ≤ 2

|a|
‖Pφ‖ · ‖Qφ‖,

所以，当 ‖φ‖ = 1时，

‖Pφ‖ · ‖Qφ‖ ≥ |a|
2
.

P − ϱ · 1、Q− σ · 1也满足上述对易关系，因而还有

‖Pφ− ϱφ‖ · ‖Qφ− σφ‖ ≥ |a|
2
.

引入平均值和方差：

ϱ = (Pφ, φ), ε2 = ‖Pφ− ϱφ‖2,

σ = (Qφ,φ), η2 = ‖Qφ− σφ‖2,

便得到

εη ≥ |a|
2
. (U)

等号成立的充分必要条件，是推导中所用的每一个≤都取等号。因此，记 P ′ =

P − ϱ · 1、Q′ = Q− σ · 1，便有

−i|a|
a

Im(P ′φ,Q′φ) = |(P ′φ,Q′φ)| = ‖P ′φ‖ · ‖Q′φ‖.

最后一个等式根据 II.1的定理 1，意味着 P ′φ,Q′φ只相差一个常数因子；又因

为 ‖P ′φ‖ · ‖Q′φ‖ ≥ |a|/2 > 0，所以 P ′φ 6= 0、Q′φ 6= 0，必须有 P ′φ = cQ′φ，

c′ 6= 0。T3.8 第一个等式则说明，(P ′φ,Q′φ) = c‖Q′φ‖2 为纯虚数，而且它的 i的

系数与实数 −i|a|/a同号，即与 a的 i的系数异号。因此，c = iγ，γ为实数，当

a/i ≶ 0时，γ ≷ 0。于是

P ′φ = iγ ·Q′φ, γ 为实数，且当 ia ≶ 0时 γ ≶ 0. (Gl.)

T3.8 原书此处印作 c′ 6= 0，但前面比例因子记作 c。



171

ϱ, σ的定义还要求 (P ′φ, φ) = 0、(Q′φ, φ) = 0。但由（Gl.）得 (P ′φ, φ) = iγ(Q′φ,

φ)，左边是实数，右边是纯虚数，所以这两个等式自然成立。再来确定 ε, η。有

ε : η = ‖P ′φ‖ : ‖Q′φ‖ = |c| = |γ|, εη =
|a|
2
.

由于 ε, η都为正，故

ε =

√
|a| · |γ|

2
, η =

√
|a|
2|γ|

.

在量子力学的情形，a = h/(2πi)，（U）变为

ε · η ≥ h

4π
. (U ′)

还可以进一步讨论（Gl.）。例如，设 P,Q 为 Schrödinger 理论中的算符，P =
h
2πi

∂
∂q · · ·、Q = q · · ·，参见 I.2；这里假定力学系统只有一个自由度，唯一的坐

标为 q。这时（Gl.）为 (
h

2πi

∂

∂q
− ϱ
)
φ = iγ(q − σ)φ;

因为 ia = h/(2π) > 0，所以 γ > 0。于是

∂

∂q
φ =

{
−2π
h
γ · q + 2π

h
γσ +

2π

h
ϱ · i
}
φ,

即

φ = e
∫ q{− 2π

h γq+
2π
h γσ+

2π
h ϱ·i} dq

= Ce−
πγ
h q

2+ 2πγ
h σq+ 2πϱ

h iq = C ′e−
πγ
h (q−σ)2+ 2πϱ

h iq.

由于 γ > 0，‖φ‖2 =
∫ +∞
−∞ |φ(q)|

2 dq确实有限；C ′由 ‖φ‖ = 1确定：

‖φ‖2 =
∫ +∞

−∞
|φ(q)|2 dq = |C ′|2

∫ +∞

−∞
e−

2πγ
h (q−σ)2 dq

= |C ′|2
√

h

2πγ

∫ +∞

−∞
e−x

2

dx
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= |C ′|2
√

h

2πγ

√
π = |C ′|2

√
h

2γ
= 1,

|C ′| =
(
2γ

h

)1/4

.

所以，略去物理上无意义、绝对值为 1的因子，有 C ′ = (2γ/h)1/4，即

φ = φ(q) =

(
2γ

h

)1/4

e−
πγ
h (q−σ)2+ 2πϱ

h iq.

ε, η已经知道：

ε =

√
hγ

4π
, η =

√
h

4πγ
.

当 γ从 0变到+∞时，除了条件 εη = h/(4π)以外，它们可以任意取值。也就是说，

每一组满足 εη = h/(4π)的四个数 ϱ, σ, ε, η，都恰好由一个 φ实现。Heisenberg最
先研究了这些 φ，并用它们阐明量子力学的情形。它们的确特别适合这一用途，

因为它们表示了量子力学所允许的、对经典力学情形的最大限度的近似；在经

典力学中，p, q都有确定的值。而且，按需要可以给 ε或 η指定任意值。参见原

注 3.15所引之处。
不过，上面的讨论只揭示了不确定性关系的一面，即形式的一面。要完全

理解这些关系，还必须从直接的物理经验出发，换一个角度加以考察。同量子

力学据以建立的许多事实相比，不确定性关系同物理现象的联系更简单、更

容易看清。因此，单凭上面纯形式的推导，还不足以充分阐明这些关系。尤其

有必要作直观的讨论，因为乍看之下，甚至可能觉得它们与直观相矛盾：若

有足够精细的测量仪器，为什么不能以任意高的精度，同时测量一个物体的

位置和速度，即坐标与动量？这一点并非一望便知。所以，必须仔细分析最

精细、甚至只能作为思想实验实现的测量过程，才能认清这种同时测量确实

不可能。实际上，熟知的波动光学、电动力学以及原子基本过程的规律，恰

恰会在不确定性关系所要求的地方，给准确测量设置不可逾越的困难。而且，

只须以纯经典的方式——不用量子理论——研究这些过程，就已能认识到这

一点。这在原则上非常重要：即使在不依赖量子力学正确性、早已得到确证

的经典领域，也就是量子现象尚未迫使旧观点作实质修正的领域——严格说
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来，这也是唯一能让我们直接获得直观的领域——也不会与量子力学中那些

听来似乎反常的不确定性关系发生冲突3.16 。

需要说明的是：若 p, q 为两个正则共轭量，系统所处的状态允许以精度 ε

给出 p的值，也就是已经作了一次误差界限为 ε的 p测量，那么我们对 q的了

解就不可能比 η = h
4π : ε更准确。或者说，以精度 ε测量 p，必定使 q的值产生

η = h
4π : ε的不确定性。

当然，这种着重定性的讨论不能重现每一个细节。对于尽可能精确的测量，

我们只能给出 εη ∼ h，即 εη与 h同数量级，而不能得到 εη = h/(4π)。下面取

粒子 T 的位置〔坐标〕与动量这一对共轭量作为典型例子3.17。

先研究位置的确定。为此，要看见 T，也就是照亮它，并让眼睛吸收散射

光。从光源 l射出的一个光量子 L朝向 T，与 T 碰撞后，从直线路径 ββ1偏转

到 ββ2，最后在屏 Sch上被吸收而消失；屏代替了眼睛或照相底片，见图 1T3.9。
测量就是确定 L 击中屏 Sch 的位置：它不在自然路径 ββ1 末端的 1 处，而在

ββ2末端的 2处。不过，要据此确定碰撞的位置，也就是 T 的位置，还必须知

道 β 及 β2的方向，即 L在碰撞前后的方向。为此，可以插入适当的光阑组 ss

及 s′s′。（这样做实际上不是测量 T 的坐标，而是判断它是否等于某一个值；这

个值就是方向 β 与 β2 的交点，适当安排光阑便可任意选定。把几个这样的判

断结合起来，也就是设置几个 s′s′ 光阑，才相当于测量坐标。）这种位置测量

能有多高的精度呢？

光学成像定律对此规定了一个根本的界限。用波长为 λ的光，确实不能使

小于 λ的物体成清晰的像，甚至不能将模糊程度降低到足以形成图像的地步，

哪怕只是失真的图像。不过，这里并不要求光学成像，因为仅凭L发生偏转的

事实，就足以确定 T 的位置。然而，光阑 ss及 s′s′的开口不能小于 λ；否则 L

就不能简单地穿过，而会形成一组干涉条纹。这时便无法从前后设置的光阑 ss

或 s′s′的方向，推知光线的方向 β或 β2。所以，即使用 L作为射弹，也不能以

3.16 Bohr已强调这一点的根本意义，见原注 3.15所引文献。顺便说明，以下描述在某一点
上并非完全经典：我们利用了光量子的存在，也就是频率为 ν 的光，从不以小于 hν 的

能量份额出现这一事实。
3.17 下面的讨论依照 Heisenberg和 Bohr，见原注 3.15。
T3.9 图中的 Sch是德文 Schirm的缩写，意为“屏”；l为光源，L为光量子，T 为被观测粒子。
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图 1.

高于 λ的精度瞄准并击中目标。

所以，波长 λ也是坐标测量误差的尺度：λ ∼ ε。L的其他特征量是频率 ν、

能量 E 及动量 p̄。它们满足熟知的关系：

ν =
c

λ
, E = hν =

hc

λ
, p̄ =

E

c
=
hν

c
=
h

λ
,

其中 c为光速3.18。因此 p̄ ∼ h/ε。在 L与 T 之间那个情况不完全清楚的碰撞

中，发生了一次动量传递，显然其数量级与 p̄，即 h/ε相同。因此，T 产生了

动量不确定性 η ∼ h/ε。

这样似乎已经证明了 εη ∼ h，但还有一点被忽略了：碰撞过程并没有那么

不清楚。我们知道L在碰撞前后的运动方向 β与 β2，因而也知道其动量；由此

就能算出传递给 T 的动量。因此，p̄本身并不是 η的尺度，真正的尺度应是光

线方向 β, β2可能具有的不确定性。为了更准确地考察瞄准小物体 T 与伴随的

方向不确定性之间的联系，宜采用比狭缝 ss更完善的瞄准装置，也就是透镜。

这样就要用到熟知的显微镜理论：要照亮一个长度为 ε的小面元，即以精度 ε

3.18 例如可参看 Einstein的原始论文，Ann. Physik第 14卷（1905）；或任何一本现代教科书。
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图 2.

用 L击中 T，所需波长 λ和透镜孔径角 φ必须满足关系 λ/(2 sin(φ/2)) ∼ ε，见

图 23.19。T3.10

所以，L的动量沿 tt方向的分量之所以不确定，是因为它的方向只知道在

−φ/2与 +φ/2之间，而无法进一步确定。因此，这个分量的不确定性为

2 sin
φ

2
· p̄ = λ

ε
· h
λ
=
h

ε
.

这才是 η的真正尺度。所以仍有 η ∼ h/ε，即 εη ∼ h。

这个例子清楚地显示了不确定性原理的机制：要瞄准得准，就需要大眼睛，

即孔径角 φ大的透镜，以及波长相当短的光；这又意味着光量子的动量很大，

而且很不确定。光量子与所观察的物体 T 之间，便会发生无法完全掌握的碰

撞，即 Compton效应，从而使 T 的动量“模糊”起来。

现在再考察相反的测量过程：测量速度，即动量。首先要说明，测量 T 速

度的自然方法，是在两个不同的时刻，例如 0和 t，分别测定其位置，再把坐

3.19 关于显微镜的理论，例如参看 Handbuch der Physik，柏林，1927年，第 18卷，第 2章 G。
测量若非常精确，ε就很小，λ也很小；因此应使用 γ 射线，或波长更短的射线。普通

透镜在这种条件下不能使用。只有那些既不被 γ 射线击碎、也不被它移离原位的分子，

才能用来制作透镜。这类分子或粒子的存在，并不违反任何已知的自然规律，因此在思

想实验中允许使用。
T3.10 图中的 l、L、T 分别表示光源、光量子、被观测粒子；tt标示横向方向，φ为孔径角。
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标的变化除以 t。但这要求速度在时间区间 0, t 中恒定；如果速度改变了，这

一改变量就成了刚才算出的平均速度与真实速度——例如时刻 t 的瞬时速度

——之间偏差的尺度，也就是测量不确定性的尺度。动量同样如此。如果坐

标测量的精度为 ε，这虽然不妨碍平均动量的测量精度，因为 t可以取得任意

大，但会引起 ∼ h/ε 的动量变化，因而使最终动量具有 η ∼ h/ε 的不确定性。

因此，无论如何仍得到 εη ∼ h。若要有新的结果，只能采用不涉及位置测量的

动量测量。这种方法确实存在，例如天文学中就经常采用，依据的是 Doppler
效应。下面来考察这一方法。

熟知的 Doppler效应是：物体 T 以速度 v运动时，发出在物体本身上测得

频率为 ν0的光，静止观察者所见的频率则变为 ν，其值由关系
ν − ν0
ν0

=
v

c
cos θ

确定，θ为运动方向与发光方向之间的夹角。这个公式是非相对论的，只对很

小的 v/c有效，不过很容易加以修正。因此，只要测出 ν 并知道 ν0，就能测定

速度。例如，若所观察的光属于某种已知元素的一条特定谱线，ν0便是已知的。

更确切地说，所测的是沿观察方向，即发光方向的速度分量：T3.11

v cos θ =
c(ν − ν0)

ν
,

或者相应的动量分量 p′ = p cos θ = mc(ν−ν0)/ν0，其中m为物体 T 的质量。p′的

散布程度 η显然与频率 ν的散布宽度∆ν相联系，所以 η ∼ mc∆ν/ν0 ∼ mc∆ν/ν。

当然，T 因发出频率为 ν、动量为 p̄ = hν/c的光量子，其动量也会改变；但通

常情况下，这个量的不确定性 h∆ν/c与mc∆ν/ν 相比可以忽略3.20 。

频率 ν通过某种干涉现象测定。就其本性而言，只有纯单色波列的干涉，才

能给出绝对确定的 ν 值。这样的波列形式为

a sin
(
2π
( q
λ
− νt

)
+ α

)
,

T3.11原书下一式的分母印作 ν；由上一式解出应为 ν0。这里保留原式。
3.20 mc∆ν

ν 比 h∆ν
c 大得多，意味着 ν 比 mc2

h 小得多，也就是 E = hν 比mc2小得多。换言之，

相对于粒子 T 的相对论静质量所对应的能量，光量子 L的能量很小；［T3.12 译者注：原

文此处称“相对论静质量”，比较的量则为mc2，即相应的静能。］而作非相对论计算时，

这一本来就是不可避免的假设。
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其中 q为坐标，t为时间，a为振幅，α为相位；式子代表电场或磁场强度的任

意一个分量。因此，它在空间和时间上都是无限延伸的。为了避免这一点，须

将上式换成另一个函数 F (q/c− t)，使它的自变量仅在某个有限区间内时，函
数才不为 0；因为 λ = c/ν，上式也可以写作 a sin(2πν(q/c− t) + α)。若光波具

有这样的形式，就必须作 Fourier分析：

F (x) =

∫ +∞

0

aν sin(2πνx+ αν) dν,

干涉图样会显示所有满足 aν 6= 0的频率 ν；其中，频率区间 ν, ν + dν 的相对强

度为 a2ν dν。频率 ν 的散布宽度，即 ∆ν，应从这一分布计算。

若波列在变量 x上的延伸范围为 τ，也就是说，其持续时间为 τ、空间长

度为 cτ，那么可以看出，频率 ν 的散布宽度为 ∼ 1/τ。3.21另一方面，这种测量

会造成位置不确定性，因为每次发光时，T 都会受到沿观察方向、大小为 hν/c

的反冲，即速度改变 hν/(mc)。然而，发射过程需要时间 τ，所以这次速度改

3.21例如，设 F (x)是频率为 ν0、只从 a延伸到 τ 的有限单色波列：

F (x) =

α sin 2πν0x, 0 ≤ x ≤ τ,

0, 其他情形。

为使衔接处连续，必须有 sin 2πν0τ = 0，即 ν0 = n
2τ，n = 1, 2, 3, . . .。根据 Fourier积分的

已知反演公式，参看原注 2.51，有 a2ν = b2ν + c2ν，其中［T3.13 译者注：原文先把区间起点

写作 a，公式中则为 0；振幅也从 α改写为 a，且推导中的 π与 2π因子并不一致。这里

均保留原印写法。］

bν

cν

}
= 2

∫ +∞

−∞
F (x)

cos

sin
2πνx · dx

= 2a

∫ τ

0

sin 2πν0x ·
cos

sin
2πνx · dx

= ±a
∫ τ

0

(
sin

cos
π(ν + ν0)x−

sin

cos
π(ν − ν0)x

)
· dx

= −a


cos

sin
π(ν + ν0)x

π(ν + ν0)
−

cos

sin
π(ν − ν0)x

π(ν − ν0)



τ

0
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变发生的时刻，无法比 τ 更准确地定位；因而位置不确定性为 ε ∼ (hν/(mc))τ。

于是

ε ∼ hν

mc
τ, η ∼ mc∆ν

ν
=
mc

ν

1

τ
, εη ∼ h.

所以仍有 εη ∼ h。

若 T 不像这里假定的那样自己发光，而是散射外来的光，即被照亮，计算

也完全类似。

5. 作为命题的投影算符

像 III.1一样，考察一个具有 k个自由度的物理系统 S；因此，其位形空间

由 k个坐标 q1, . . . , qk 描述，参见 I.2。按经典力学的看法，在系统 S 中可以构

=


−a
[
(−1)n cosπντ − 1

π(ν + ν0)
− (−1)n cosπντ − 1

π(ν − ν0)

]
,

−a
[
(−1)n sinπντ
π(ν + ν0)

− (−1)n sinπντ
π(ν − ν0)

]

=


−2aν0(1− (−1)n cosπντ)

π(ν2 − ν20)
,

2aν0(−1)n sinπντ
π(ν2 − ν20)

。

所以

aν =
2aν0

√
2− 2(−1)n cosπντ
π(ν2 − ν20)

=

4aν0

∣∣∣∣∣sincos12πντ
∣∣∣∣∣

π(ν2 − ν20)

=
4aν0| sinπ(ν − ν0)τ |

π(ν2 − ν20)
。

可见，频率 ν = ν0 附近的成分最强，波列能量的大部分集中在 π(ν − ν0)τ 取适中数值
的频率范围内。所以，ν− ν0的散布程度，或同样地 ν的散布程度，其数量级为 1/τ。精

确计算有关的表达式，也得到同样的结果：∫∞
0
a2ν(ν − ν0)2 dν∫∞

0
a2ν dν

。
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造的一切物理量 R，都是 q1, . . . , qk 及其共轭动量 p1, . . . , pk 的函数：

R = R(q1, . . . , qk, p1, . . . , pk).

例如，能量就是哈密顿函数 H(q1, . . . , qk, p1, . . . , pk)。在量子力学中，则如 III.1
已经指出的，每个物理量R都唯一地对应一个超极大厄米算符R；特别是，q1,

. . . , qk 分别对应算符 Q1 = q1 · · · , . . . , Qk = qk · · ·，p1, . . . , pk 分别对应算符

P1 =
h

2πi

∂

∂q1
· · · , . . . , Pk =

h

2πi

∂

∂qk
· · · .

由于 Ql, Pl 不对易，一般不能定义 R = R(Q1, . . . , Qk, P1, . . . , Pk)。在 I.2中，我
们已经以哈密顿函数为例说明过这一点。虽然还不能最终说明R(q1, . . . , qk, p1,

. . . , pk)与 R之间的联系，但在 III.1及 III.3中，已得到了以下几个特殊结论：
L.若可同时观测的物理量R,S分别对应算符 R,S，则物理量 aR+ bS（a,

b为实数）对应算符 aR + bS。

F.若物理量 R对应算符 R，则物理量 F (R)对应算符 F (R)，其中 F (λ)为

任意实函数。

L.及 F.还可以作一定推广。其中 F.的推广是必然的，表述如下：
F ∗.若可同时观测的物理量R,S, . . .分别对应算符R,S, . . .，它们因而彼此

对易，且个数有限，则物理量 F (R,S, . . .)对应算符 F (R,S, . . .)。

这里先假定 F (λ, µ, . . .)为 λ, µ, . . .的实多项式，以便明确 F (R,S, . . .)的意

义，因为 R,S, . . .彼此对易。不过，对任意 F (λ, µ, . . .)，也都可以证明 F ∗；关

于一般的 F (R,S, . . .)的定义，参见原注 2.58所引之处。每个多项式都可由 aλ、

λ+µ、λµ这三种运算反复构造出来，所以只须考察这三者。而 λµ = 1
4((λ+µ)

2−
(λ− µ)2)，即等于

1

4
· (λ+ µ)2 +

(
−1
4

)
· (λ+ (−1) · µ)2,

故也可以用 aλ、λ+ µ、λ2代替这三种运算。前两种包含在 L.中，最后一种包
含在 F.中，因此 F ∗得证。

但在量子力学中，L.还要推广到 R,S不能同时测量的情形。这个问题留

待后面 IV.1再讨论；目前只指出，对于不能同时测量的R,S，aR+ bS究竟应

当是什么意思，本来就完全不清楚。
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除了物理量R，物理学还研究别的对象：系统 S的状态所具有的性质。例

如，某个物理量 R的值为 λ；或 R的值为正；或两个可同时观测的物理量 R,

S的值分别为 λ, µ；或这些值的平方和大于 1；等等。我们用 R,S, . . .表示物

理量，用 E,F, . . .表示性质。物理量对应超极大厄米算符 R,S, . . .，刚才已经讨

论过；那么，性质又对应什么呢？

给每个性质 E也对应一个物理量，定义如下：凡能判定 E成立或不成立的

测量，都看作对这个物理量的测量；若 E成立，它的值就是 1，反之就是 0。我

们把这个对应于 E的物理量，也记作 E。

它只能取 0和 1两个值。反过来，每个只能取这两个值的物理量R，也都

对应一个性质 E，显然就是“R的值不为 0”。所以，与性质相对应的物理量 E，

恰可由上述特征来刻画。

E只能取 0, 1，也可以这样表述：将它代入多项式 F (λ) = λ − λ2，结果恒
为零。若 E对应算符 E，则 F (E)对应算符 F (E) = E − E2；因此，条件就是

E − E2 = 0，即 E = E2。换言之，E的算符 E 为投影算符。

因此，各个性质E通过我们刚定义的相应物理量E，对应于投影算符E。或

者，在 E = PM以外，再考察相应的闭线性流形M，也可以说，性质对应于闭

线性流形M。

下面进一步研究相互对应的 E, E,M的演算。

若要在状态 φ中判定性质 E是否成立，就必须测量物理量 E，确定它的值

是 1还是 0；按定义，这正是同一件事。因此，前一种情形，即 E成立的概率，

等于 E的期望值，也就是

(Eφ,φ) = ‖Eφ‖2 = ‖PMφ‖2,

后一种情形，即 E不成立的概率，等于 1− E的期望值，也就是

((1− E)φ, φ) = ‖(1− E)φ‖2 = ‖φ− PMφ‖2.

两者之和当然等于 (φ, φ)，即 1。因此，当第二个概率或第一个概率为 0，也就

是 PMφ = φ或 PMφ = 0时，E分别必定成立或必定不成立。换言之，φ属于M

时，E必定成立；φ与M正交，即属于 R∞ −M时，E必定不成立。



181

也可以把M定义为所有使性质 E确定成立的 φ的集合。严格说，这只给

出M中满足 ‖φ‖ = 1的部分；再将其中的元素乘以正的常数，并加入 0，才得

到整个M。

若把与 E相反的性质，即对 E的否定，称为“非 E”，由上面立即可知：若

E对应 E,M，则“非 E”对应 1− E,R∞ −M。

与物理量一样，性质也有同时可测性的问题；确切地说，是同时可判定性。

显然，E,F同时可判定，当且仅当相应的物理量 E,F可以同时测量。由于这些

物理量只能取 0, 1，测量是任意准确还是绝对准确，在这里无关紧要。因此，同

时可判定的充分必要条件，就是 E,F 对易。对更多性质 E,F,G, . . .，结论相同。

对于同时可判定的性质 E,F，可以构造新性质“E且 F”及“E或 F”。“E且

F”对应的物理量，只有在 E与 F所对应的两个物理量都等于 1时才为 1，其

中任何一个为 0时就为 0；所以它就是两者的乘积。因此，根据 F ∗，它的算符

是 E与 F对应算符的乘积，即 EF。由 II.4的定理 14，相应的闭线性流形是M,

N的公共部分 P。

至于“E或 F”，可以写成

“非（（非 E）且（非 F））”,

所以它的算符为

1− (1− E)(1− F ) = E + F − EF,

按构造可知，这当然是投影算符。F − EF 是投影算符，所以根据 II.4的定理
14，E + F − EF 对应的线性流形是M+ (N−P)。它属于 {M,N}，而且显然
包含M；由对称性，也包含N，从而包含 {M,N}。所以它就等于 {M,N}。因
此，后者是闭的，便等于 [M,N]。

若 E是永远成立的性质，即恒真的性质，它对应的物理量便恒等于 1，所

以 E = 1、M = R∞。反之，若 E永不成立，即不可能成立，其物理量就恒等

于 0，所以 E = 0、M = (0)。若两个性质 E,F互不相容，它们首先必须能同时

判定，并且“E且 F”必须不可能成立；即 E,F 对易，且 EF = 0。但 EF = 0

已经蕴含对易性，参见 II.4的定理 14，所以单是这个条件就是特征条件。预先
假定 E,F 对易时，EF = 0只表示M,N的公共部分仅含 0；但单凭这一条件不
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能推出 E,F 对易。一般而言，对M,N，EF = 0所表达的是：整个M与整个

N正交，参见 II.4的定理 14。
若R为一个物理量，算符为 R，其单位分解为 E(λ)，则性质“R落在区间

I = {λ′, µ′}内”，λ′ ≤ µ′，显然对应算符 E(µ′)−E(λ′)。例如，该性质的概率就
等于 ((E(µ′)−E(λ′))φ, φ)，参见 III.1的W.。或者，也可以注意到，与此性质对
应的物理量是 E = F (R)，其中

F (λ) =

1, λ′ < λ ≤ µ′,

0, 其他情形,

并且 F (R) = E(µ′)−E(λ′)，参见 II.8及 III.1。在 III.1中，我们也把这个算符记
作 E(I)。

综上，关于性质 E、投影算符 E 与相应闭线性流形M之间的联系，我们

已得到以下结论：

α)在状态 φ中，性质 E成立及不成立的概率分别为

(Eφ,φ) = ‖Eφ‖2 = ‖PMφ‖2

及

((1− E)φ, φ) = ‖(1− E)φ‖2 = ‖φ− PMφ‖2.

β)对于属于M或 R∞ −M的 φ，E分别确定成立或确定不成立；并且只

有这些 φ才具有相应的确定性。

γ)几个性质 E,F, . . .同时可判定的特征条件，是其算符 E,F, . . .彼此对易。

δ)若 E对应 E,M，则“非 E”对应 1− E,R∞ −M。

ε)若 E对应 E,M，F对应 F,N，且 E,F可同时判定，那么“E且 F”对应

EF 及M,N的公共部分；“E或 F”对应 E +F −EF 及 {M,N}，后者等于 [M,

N]。

η)当 E = 1，也就是M = R∞时，E永远成立；当 E = 0，也就是M = (0)

时，它永不成立。

ϑ)当 EF = 0，也就是整个M与整个 N正交时，E,F互不相容。
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ζ)设 R为一个物理量，R为其算符，I 为区间。又设 E(λ)为 R的单位分

解，I = {λ′, µ′}，λ′ ≤ µ′，E(I) = E(µ′)− E(λ′)，参见 III.1。则性质“R落在 I

内”对应算符 E(I)。

由 α)至 ζ)，可以推出前面的概率断言W.、E1、E2，以及 III.3中关于同时
可测性的断言。后者显然与 γ)等价；由 α)、ε)、ζ)可推出W.，再由它推出 E1、

E2。

可见，一个物理系统的性质与投影算符之间的关系，使我们能够对这些性

质建立某种逻辑演算。只是与通常的逻辑演算相比，这里多出了量子力学特有

的“同时可判定性”这一概念。

此外，以投影算符为基础的命题演算，比以全部〔超极大〕厄米算符为基

础的物理量演算还有一个优点：“同时可判定性”细化了“同时可测性”的概

念。例如，设 R,S的算符分别为 R,S，单位分解分别为 E(λ), F (µ)，I = {λ′,
λ′′}、J = {µ′, µ′′}。要让“R落在 I 内”与“S落在 J 内”这两个问题同时可判

定，根据 γ)及 ζ)，只须算符 E(I) = E(λ′′) − E(λ′)与 F (J) = F (µ′′) − F (µ′)对
易；但要让 R,S同时可测，则必须所有 E(λ)都与所有 F (µ)对易。

6. 光的理论

I.2 中列出的量子力学统计断言，前面已经全部重新得到了，而且还作了
实质性的推广与系统阐发。只有一项例外：我们还缺少 Heisenberg关于量子化
系统从一个定态跃迁到另一个定态的概率表达式；而它恰恰在量子力学的形

成过程中起过重要作用，参见 I.2的讨论。下面将按照 Dirac的方法3.22，说明

这些跃迁概率怎样从量子力学通常的统计断言——也就是刚阐明的理论——

推导出来。这一点尤其重要，因为这样既能更深入地理解定态之间的跃迁机

制，也能更清楚地看出 Einstein–Bohr 各条能量与频率关系之间的联系。下面
要介绍的 Dirac光的理论，确是量子力学领域最优美的成就之一。

3.22 Proc. Roy. Soc., Lond.，第 114卷（1927）。另参看Weyl的Gruppentheorie undQuantenmechanik，
第 2版，第 91页及以下，莱比锡，1931年。
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设 S为一个系统，例如一个量子化的原子，其能量对应厄米算符 H0。用 ξ

概括表示 S 位形空间的各个坐标；例如，若 S 由 l 个粒子组成，便有 3l 个直

角坐标 x1 = q1, y1 = q2, z1 = q3, . . . , xl = q3l−2, yl = q3l−1, zl = q3l。再为简单起见，

假定 H0具有纯点谱：本征值为W1,W2, . . .，本征函数为 φ1(ξ), φ2(ξ), . . .；有些

Wn允许相等。S 的任意状态，即波函数 φ(ξ)，按含时 Schrödinger微分方程演
化（参见 III.2）：

h

2πi

∂

∂t
φt(ξ) = −H0φt(ξ).

也就是说，若 t = t0时 φt(ξ) = φ(ξ) =
∑∞

k=1 akφk(ξ)，则一般地有

φt(ξ) =
∞∑
k=1

ake
− 2πi

h Wk(t−t0)φk(ξ).

状态 φ(ξ) = φk(ξ)变为 e−
2πi
h Wk(t−t0)φk(ξ)。其中的因子 e−

2πi
h Wk(t−t0)无关紧要，因

而物理状态本身没有改变：φk(ξ)恰是定态。这样，最初根本看不到从某个φk(ξ)

跃迁到另一个状态的过程——那么，为什么会谈论这种跃迁呢？解释很简单：

我们忽略了引起这些跃迁的因素——光。早在最初的 Bohr理论中，定态的量
子轨道也只有在发光时才会衰变，参见所引原注 1.1。因此，如果像刚才的设
定那样忽略光，得到绝对而永久的稳定性，也就十分合乎情理了。因此，必须

扩大所研究的系统，把 S 可能发出的光，也就是一切能与 S 发生相互作用的

光，都纳入其中。将光构成的系统——即经典理论的电磁场，扣除由电子与原

子核电荷产生的静电场——记为 L；我们要研究的是 S +L。

因此，需要求出以下各项：

1．给出 L的量子力学描述，也就是给出 L的位形空间。

2．求出 S +L的能量算符。它分成三部分：

α)不依赖 L而存在的 S 的能量，即不受扰动的 S 能量。对于系统 S，其

算符为 H0。

β)不依赖 S 而存在的 L的能量，即不受扰动的 L能量。其算符记作 Hl。

γ)其余能量，即 S 与 L的相互作用能，其算符记作 Hw。

可见，按照量子力学的基本原则，首先必须用经典方法回答这些问题，再

把所得结果改写为算符，参见 I.2。所以，我们先完全从经典观点理解光的本性：
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按照光的电磁理论，把光看作电磁场的一种振动状态3.23。

为了避免不必要的复杂性，例如光散逸到无限空间中，我们设想S与L封

闭在一个很大的空腔H 内，其体积为 V，腔壁具有反射性。空腔H 中电磁场

的状态，如所周知，由电场强度 E = {Ex,Ey,Ez}及磁场强度 H = {Hx,Hy,Hz}
描述。所有物理量 Ex, . . . ,Hz 都是H 内任意一点的直角坐标 x, y, z及时间 t的

函数。还要指出，下面多次要考察实的空间向量 a = {ax, ay, az}、b = {bx, by,
bz}，例如 E,H，以及它们的内积等运算：

[a, b] = axbx + ayby + azbz.

这应当不会与 R∞ 中的内积 (φ, ψ) 混淆。用 ∆ 表示微分算符 ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2，

用 div, grad, rot 表示熟知的向量微分运算。在空的腔体 H 中，向量 E,H 满足

Maxwell方程

divH = 0, rotE+
1

c

∂

∂t
H = 0,

divE = 0, rotH− 1

c

∂

∂t
E = 0.

令 H = rotA，便满足第一行的第一个方程。A = {Ax,Ay,Az}称为矢势，其
各分量同样依赖 x, y, z, t。再令 E = −1

c
∂
∂tA，第一行的第二个方程也得到满足。

这时，第二行的方程要求：

divA = 0, ∆A− 1

c2
∂2

∂t2
A = 0. (A)

为了增强空间与时间之间的对称性，矢势通常以稍有不同的方式引入。这个关

于 A的设定能给出Maxwell方程的最一般解，在介绍Maxwell理论的大多数著
作中都有证明，这里不再详述；其中特别须注意，第二行的第一个方程实际上

只给出 ∂
∂t divA = 0，即 divA = f(x, y, z)。参见原注 3.23所引之处。

以下从（A）出发。腔壁具有反射性，这一事实表现为：A在H 的边界上

必须垂直于腔壁。求出全部这样的 A，可以使用熟知的方法。因为整个问题中

3.23 有兴趣的读者，可在任何一本电动力学教科书中找到光的电磁理论，例如 Abraham–
Becker的 Theorie der Elektrizität，柏林，1930年。下文属于Maxwell理论范围的论述，也
可参照这部书。
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并不显含 t，最一般的 A就是下列乘积形式解的线性组合：一个依赖 x, y, z 的

向量，乘以一个依赖 t的标量，

A = A(xyzt) = A(xyz) · q̃(t).

于是（A）给出

divA = 0, ∆A = ηA, A在H 的边界上垂直于腔壁, (A1)
∂2

∂t2
q̃(t) = c2ηq̃(t), (A2)

根据（A1），η只依赖 x, y, z；根据（A2），它又只依赖 t，所以它为常数。

因此，（A1）是一个本征值问题，η为本征值参数，A为一般本征函数。这

个问题的理论已得到彻底解决，这里只给出结果3.24：（A1）具有纯点谱，所有

本征值 η1, η2, . . .都为负，当 n −→ +∞时趋于 −∞；相应的 A记为 A1,A2, . . .。

可以选择一个完全系 A1,A2, . . .，并按下式归一化：

∫∫∫
︸ ︷︷ ︸

H

[Am,An] dx dy dz =

4πc2, m = n,

0, m 6= n.

我们选用 4πc2，而非通常采用的 1，因为以后这样稍方便些。将负的 ηn 写作

−4π2ϱ2n/c2，其中 ϱn > 0，当 n −→ +∞时也有 ϱn −→ +∞。（A2）于是给出

q̃n(t) = γ cos 2πϱn(t− τ) (γ, τ 任意).

因此，最一般的解 A为：T3.14

A = A(xyzt) =
∞∑
n=1

An(xyz) · q̃n(t)

=
∞∑
n=1

γn · An(xyz) · γn cos 2πϱn(t− τn)

3.24 参看 R. Courant和 D. Hilbert的 Methoden der mathematischen Physik I，第 358—363页，柏
林，1924年。

T3.14 原书下一展开式的每一项都印有两个 γn因子，此处照录。
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其中 γ1, γ2, . . . , τ1, τ2, . . .为任意实常数。

任意场 A =
∑∞

n=1An(xyz) · q̃n(t)的能量如下；这里不假定 A为（A）的解，
所以 q̃n(t)可以任取：T3.15

E =
1

8π

∫∫∫
︸ ︷︷ ︸

H

(
[E,E] + [H,H]

)
dx dy dz

=
1

8π

∫∫∫
︸ ︷︷ ︸

H

([
∂A

∂t
,
∂A

∂t

]
+ [rotA, rotA]

)
dx dy dz

=
1

8π

∞∑
m,n=1

∫∫∫
︸ ︷︷ ︸

H

(
1

c2
∂q̃m(t)

∂t

∂q̃n(t)

∂t
[Am,An]

+ q̃m(t)q̃n(t)[rotAm, rotAn]
)
dx dy dz.

分部积分得到3.25∫∫∫
︸ ︷︷ ︸

H

[rotAm, rotAn] dx dy dz =

∫∫∫
︸ ︷︷ ︸

H

[rot rotAm,An] dx dy dz

=

∫∫∫
︸ ︷︷ ︸

H

[−∆Am + grad divAm,An] dx dy dz

T3.15 原书能量计算的第二行，在时间导数的内积前漏了因子 1/c2，下一行却有该因子。这里

保留这一原印差异。
3.25 有 ∫∫∫

︸ ︷︷ ︸
H

[a, rot b] dx dy dz =

∫∫∫
︸ ︷︷ ︸

H

[rot a, b] dx dy dz,

因为

[a, rot b]− [rot a, b] = grad(a× b)

（a× b是 a, b的所谓外积，即向量积），条件是 a× b的法向分量在H 的边界上为零。由

于 a × b既垂直于 a，也垂直于 b，所以只要 a或 b垂直于H 的边界，上述条件必然满

足。这里 a = rotAm、b = An，所以所要求的边界条件必然满足。［T3.16 译者注：原文恒

等式的右端印作 grad(a× b)。按本节采用的通常向量微分记号，此处应为 − div(a× b)。

所给边界条件使相应曲面积分为零，因此前面的分部积分等式不受这一误印影响。原式

予以保留。］
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=
4π2ϱ2m
c2

∫∫∫
︸ ︷︷ ︸

H

[Am,An] dx dy dz.

所以

E =
1

8π

∞∑
m,n=1

(
1

c2
∂q̃m(t)

∂t

∂q̃n(t)

∂t
+

4π2ϱ2m
c2

q̃m(t)q̃n(t)

)
×
∫∫∫
︸ ︷︷ ︸

H

[Am,An] dx dy dz

=
1

2

∞∑
m=1

[(
∂q̃m(t)

∂t

)2

+ 4π2ϱ2m(q̃m(t))
2

]
.

现在可以把 q̃1, q̃2, . . . 看作描述场的瞬时状态的坐标，也就是 L 位形空间的坐

标。由公式

E =
1

2

∞∑
n=1

[(
∂q̃n
∂t

)2

+ 4π2ϱ2nq̃
2
n

]
按经典力学求得共轭动量 p̃n：

p̃n =
∂E

∂(∂q̃n/∂t)
=
∂q̃n
∂t

, E =
1

2

∞∑
n=1

(p̃2n + 4π2ϱ2nq̃
2
n)

参见 I.2。再由经典力学得到运动方程

∂p̃n
∂t

= −∂E
∂q̃n

= −4π2ϱ2nq̃n,

∂q̃n
∂t

=
∂E

∂p̃n
= p̃n,

即
∂2q̃n
∂t2

+ 4π2ϱ2nq̃n = 0,

这恰是由Maxwell方程得到的（A2）。于是得到 Jeans的定理：
辐射场 L可以完全按经典力学描述，取其坐标为 q̃1, q̃2, . . .，能量即哈密顿

函数为

E = 1
2

∞∑
n=1

(p̃2n + 4π2ϱ2nq̃
2
n).
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这些坐标与描述场在该时刻状态的矢势 A的关系为

A = A(xyz) =
∞∑
n=1

q̃nAn(xyz)

一个被约束在直线上运动的质点，质量为 1，坐标为 q̃，处于势能为 Cq̃2、

C = 2π2ϱ2 的势场中，就具有能量 1
2 [(

∂q̃
∂t )

2 + 4π2ϱ2q̃2]；由于 p̃ = ∂q̃
∂t，它也就是

1
2(p̃

2 + 4π2ϱ2q̃2)。其运动方程为 ∂2q̃
∂t2 + 4π2ϱ2q̃ = 0，解为 q̃ = γ cos 2πϱ(t − τ)，γ,

τ 任意。按这种运动形式，这个系统称为“频率为 ϱ的线性振子”。因此，L可

以看作一列线性振子的组合，它们的频率就是空腔H 的本征频率 ϱ1, ϱ2, . . .。

这种对电磁场的“力学”描述之所以重要，是因为可以立即按照通常方法，

把它重新解释为量子力学描述。L的位形空间由 q̃1, q̃2, . . .描述；在 E的表达式

中，须分别用 h
2πi

∂
∂q̃n
· · · 及 q̃n · · · 替换 p̃n, q̃n，将这些算符分别记作 P̃n, Q̃n。这样

就回答了问题 1及 2的 β)；特别是

Hl =
1
2

∞∑
n=1

(P̃ 2
n + 4π2ϱ2nQ̃

2
n)

就是 2的 β)所要求的算符。由于假定 H0已知，2的 α)从一开始就已解决。因

此，只剩下 2的 γ)，它也不再有困难。

按经典电动力学，S与L的相互作用这样计算。设S由 l个粒子，例如质子

和电子组成，电荷和质量分别为 e1,m1, . . . , el,ml；直角坐标为 x1 = q1, y1 = q2,

z1 = q3, . . . , xl = q3l−2, yl = q3l−1, zl = q3l，它们就是前面用 ξ 概括表示的各个坐

标；相应的动量为 px1 , p
y
1, p

z
1, . . . , p

x
l , p

y
l , p

z
l。那么，在足够好的近似下，相互作用

能为3.26

l∑
ν=1

eν
cmν

(
pxνAx(xν , yν , zν)

+ pyνAy(xν , yν , zν) + pzνAz(xν , yν , zν)
)
.

将 pxν , p
y
ν , p

z
ν , xν , yν , zν，ν = 1, . . . , l，替换为算符

h

2πi

∂

∂xν
· · · , h

2πi

∂

∂yν
· · · , h

2πi

∂

∂zν
· · · , xν · · · , yν · · · , zν · · · ,

3.26 例如参看原注 3.22所引文献。
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就得到相应的量子力学算符；把这些算符分别记作 P x
ν , P

y
ν , P

z
ν , Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν。再注

意到T3.17

A(xyz) =
∞∑
n=1

ϱnAn(xyz),

就得到所求的 Hw：

Hw =
∞∑
n=1

l∑
ν=1

eν
cmν

Q̃n

{
P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν)

+ P y
νAn,y(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + P z

νAn,z(Q
x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν)
}
.

不过，这里必须注意：将乘积 pxνAn,x(xν , yν , zν), . . .替换为算符时，我们任意选

定了次序 P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν), . . .。本来也完全可以采用 An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν)P

x
ν , . . .；

而且，为了保证所得算符为厄米算符，严格说本应取对称形式

1
2

(
P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν)P

x
ν

)
, . . .

幸运的是，这些次序并不造成差别，因为3.27

[P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + · · · ]− [An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν)P

x
ν + · · · ]

= [P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν)− An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν)P

x
ν ] + · · ·

=
h

2πi

∂

∂x
An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + · · ·

=
h

2πi
divAn(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) = 0.

这样就准确给出了系统 S +L的总能量，或者说它的算符

H = H0 + Hl + Hw,

T3.17 原书下一展开式的系数印作 ϱn；前面的场展开式用的是 q̃n。这里保留原式。
3.27 由于 P xν 同 Qyν , Q

z
ν 对易，却不同 Qxν 对易，要说明接下来的改写成立，就须证明以下关

系；这里略去多余下标，并以 F 代替 A：

PF (Q)− F (Q)P =
h

2πi
· F ′(Q),

其中 P = h
2πi

∂
∂q · · ·、Q = q · · ·。这一关系对矩阵理论尤其重要，直接计算很容易验证。
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不过，在继续改写 H以前，还须作如下说明。S+L的位形空间由坐标 ξ——即

q1, . . . , q3l，或者 x1, y1, z1, . . . , xl, yl, zl——以及 q̃1, q̃2, . . .描述，波函数也就依赖这

些坐标。从形式上说，允许无限多自由度的系统，或者允许具有无限多个自变

量的波函数，既不方便，也不妥当；因为前面的各项规则始终只涉及有限多个

坐标。因此，先只考虑 q̃1, q̃2, . . .中的前N个 q̃1, . . . , q̃N，即将A限制为A1, . . . ,AN

的线性组合，等得到最终结果以后，再作物理上必需的极限过程 N −→ +∞。
于是

H = H0 +
1
2

N∑
n=1

(P̃ 2
n + 4π2ϱ2nQ̃

2
n)

+
N∑
n=1

l∑
ν=1

eν
cmν

Q̃n

{
P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν)

+ P y
νAn,y(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + P z

νAn,z(Q
x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν)
}
.

用非厄米算符 R̃n及其伴随算符 R̃∗
n代替 P̃n, Q̃n，较为方便：

R̃n =
1√
2hϱn

(2πϱnQ̃n + iP̃n),

R̃∗
n =

1√
2hϱn

(2πϱnQ̃n − iP̃n).

那么 Q̃n = 1
2π

√
h

2ϱn
(R̃n + R̃∗

n)；又由 P̃nQ̃n − Q̃nP̃n = h
2πi1可得

R̃nR̃
∗
n =

1

2hϱn
(P̃ 2

n + 4π2ϱ2nQ̃
2
n) +

1
2 · 1,

R̃∗
nR̃n =

1

2hϱn
(P̃ 2

n + 4π2ϱ2nQ̃
2
n)− 1

2 · 1,

特别地，R̃nR̃
∗
n − R̃∗

nR̃n = 1。能量公式于是为T3.18

H = H0 +
N∑
n=1

hϱn · R̃∗
nR̃n

+
N∑
n=1

l∑
ν=1

eν
2πcmν

√
h

2ϱν
(R̃n + R̃∗

n)

T3.18 原书相互作用项的平方根内印作 ϱν；由前面的代换应得到 ϱn。这里保留原下标。
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×
[
P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + P y

νAn,y(Q
x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν)

+ P z
νAn,z(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν)
]
+ C,

其中 C = 常数 = 1
2

∑N
n=1 hϱn。能量表达式中的加法常数没有物理意义，所以

可以略去 C。况且，当 N −→ +∞时，C 也会趋于无穷大，妨碍理论得到合理
的完整表述，更应将它略去。

厄米算符 R̃∗
nR̃n是超极大的，并且具有由数 0, 1, 2, . . .构成的纯点谱。相应

的本征函数记作 ψn0 (q̃n), ψ
n
1 (q̃n), ψ

n
2 (q̃n), . . .。

若用 1
2π

√
h/ϱn q替代变量 q̃n，则

1√
2hϱn

2πϱnq̃n = 2π

√
ϱn
2h

q̃n,

1√
2hϱn

h

2πi

∂

∂q̃n
=

1

2π

√
h

2ϱn

1

i

∂

∂q̃n

分别变成 q/
√
2和 1√

2
1
i
∂
∂q，从而

R̃n =
1√
2

(
q +

∂

∂q

)
, R̃∗

n =
1√
2

(
q − ∂

∂q

)
,

R̃nR̃
∗
n = −1

2

∂2

∂q2
+

1

2
q2 +

1

2
,

R̃∗
nR̃n = −1

2

∂2

∂q2
+

1

2
q2 − 1

2
.

读者可以在许多著作中找到这些算符的本征值理论。例如，Courant–Hilbert：第
261页公式（42）、（43）及其后内容，以及第 76页公式（60）、（61）；或Weyl：
Gruppentheorie und Quantenmechanik，第 74页及以下。

由于 ψ1(ξ), ψ2(ξ), . . .构成 ξ空间中的完全正交系，而 ψn0 (q̃n), ψ
n
1 (q̃n), . . .构成

q̃n空间中的完全正交系，因此函数

ΦkM1···MN
(ξq̃1 · · · q̃N ) = ψk(ξ) · ψ1

M1
(q̃1) · · ·ψNMN

(q̃N ),

其中 k = 1, 2, . . .，M1, . . . ,MN = 0, 1, 2, . . .，在由 ξ, q̃1, . . . , q̃N 描述的位形空间上

构成完全正交系。所以每个波函数 Φ = Φ(ξ, q̃1, . . . , q̃N )都能展开为

φ(ξ, q̃1, . . . , q̃N )
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=
∞∑
k=1

∞∑
M1=0

· · ·
∞∑

MN=0

akM1···MN
ΦkM1···MN

(ξq̃1 · · · q̃N )

=
∞∑
k=1

∞∑
M1=0

· · ·
∞∑

MN=0

akM1···MN
ψk(ξ) · ψ1

M1
(q̃1) · · ·ψNMN

(q̃N ).

这个完全正交系和展开系数用了N+1个指标 k,M1, . . . ,MN，而不只是一个指

标，这一点并无实质影响。根据 II.2，可以作出如下判断：波函数 Φ的希尔伯

特空间，也可以看成由 N + 1重序列 akM1···MN
构成的空间，其中

∞∑
k=1

∞∑
M1=0

· · ·
∞∑

MN=0

|akM1···MN
|2

为有限值。在希尔伯特空间的这种表示下，算符 H又具有什么形式呢？

为求出这一点，先计算 HΦkM1···MN
。H0 只作用于 ξ，而 ψk(ξ)是 H0 的本征

函数，本征值为Wk；另外，R̃∗
nR̃n 只作用于 q̃n，ψnMn

(q̃n)是 R̃∗
nR̃n 的本征函数，

本征值为Mn。因此

HΦkM1···MN
=

(
Wk +

N∑
n=1

hϱn ·Mn

)
ΦkM1···MN

+
N∑
n=1

l∑
ν=1

eν
2πcmν

√
h

2ϱn

×
[
P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + P y

νAn,y(Q
x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν)

+ P z
νAn,z(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν)
]
ψk(ξ)

× ψ1
M1

(q̃1) · · · (R̃n + R̃∗
n)ψ

n
Mn

(q̃n) · · ·ψNMN
(q̃N ).

对于像方括号中那样、只影响变量 ξ的算符 A，可以使用展开式

Aψk(ξ) =
∞∑
j=1

(Aψk, ψj) · ψj(ξ) =
∑
j

(A)kj · ψj(ξ),

这里定义 (A)kj = (Aψk, ψj)。此外，如上面所引之处证明的，

R̃nψ
n
M (q̃n) =

√
M ψnM−1(q̃n), R̃∗

nψ
n
M (q̃n) =

√
M + 1ψnM+1(q̃n)
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当M = 0时，第一个公式的右边应置为 0，不必理会其中出现的、无意义的 ψn−1。

于是T3.19

HΦkM1···MN

=

(
Wk +

N∑
n=1

hϱn ·Mn

)
ΦkM1···MN

+
∞∑
j=1

N∑
n=1

√
h

2ϱn

(
l∑

ν=1

eν
2πcmν

(
P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + · · ·

)
kj

)
×
(√

Mn + 1ΦkM1···Mn+1···MN

+
√
MnΦkM1···Mn−1···MN

)
.

现在可以确定 H作用于 akM1···MN
时的形式：

H
∑

kM1···MN

akM1···MN
ΦkM1···MN

=
∑

kM1···MN

a′kM1···MN
ΦkM1···MN

,

其中

HakM1···MN
= a′kM1···MN

=

(
Wk +

N∑
n=1

hϱn ·Mn

)
akM1···MN

+
∞∑
j=1

N∑
n=1

√
h

2ϱn

(
l∑

ν=1

eν
2πcmν

(
P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + · · ·

)
kj

)
×
(√

Mn ajM1···Mn−1···MN
+
√
Mn + 1 ajM1···Mn+1···MN

)
.

对H的讨论进行到这里，便可以取极限N −→∞了。由于 akM1···MN
的指标结构

随之改变，这将产生一种全新的 H算符。必须引入具有无限多个指标M1,M2,

. . .的分量 akM1M2···；但仅仅为了保证 H中出现的和
∑∞

n=1 hϱnMn有限，就必须

把M1,M2, . . .限制为仅有限项不等于 0的序列。由此，希尔伯特空间由所有满

足
∑∞

k=1

∑∞
M1=0

∑∞
M2=0 · · · |akM1M2···|2有限的序列 akM1M2···构成，其中指标 k,M1,

T3.19 原书下式对 j 求和，但两个 Φ的首个下标仍印为 k。这里按原印指标转录。
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M2, . . . 的取值范围为：k = 1, 2, . . .，M1,M2, . . . = 0, 1, 2, . . .，但只允许有限个

Mn 6= 0，个数本身可以任意3.28。H的最终形式为：T3.20

HakM1M2··· = a′kM1M2···

=

(
Wk +

∞∑
n=1

hϱn ·Mn

)
· akM1M2···

+
∞∑
j=1

∞∑
n=1

wnkj ·
(√

Mn + 1 ajM1M2···Mn+1··· +
√
Mn ajM1M2···Mn−1···

)
,

其中 wnkj 定义为

wnkj =

√
h

2ϱn

l∑
ν=1

eν
2πcmν

(
P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + · · ·

)
kj
.

在从这个结果得出所需的物理结论以前，须再次提醒：这个结果是从电动

力学的光理论得到的。首先要确定，我们按固定规则作出的量子力学改写，是

否足以说明光偏离波动模型的性质，尤其是它实际上具有的离散粒子性。原本

也有这样一种可能：为了把握这种性质，必须直接从光的粒子模型出发，而不

是像这里这样，将电磁场“量子化”。

从 H的表达式，立即可以看出，它确实包含了某种光粒子。如果略去第二

项，就只剩下

H1akM1M2··· =

(
Wk +

∞∑
n=1

hϱn ·Mn

)
· akM1M2···.

第二项代表某种扰动，如我们很快将看到的，系统S从一个“定态”向另一个定

态的量子跃迁正由它引起。这才是我们真正关心的现象。但这种扰动的作用远

3.28 要看出上述指标组 k,M1,M2, . . .确实构成一个序列，最简单的办法如下。设 π1, π2, π3,

. . . 是素数序列 2, 3, 5, . . .。乘积 πk−1
1 · πM1

2 · πM2
3 · · · 实际上是有限乘积，因为除有限多

个例外外，全部Mn = 0，相应因子 πMn
n+1 = 1。当 k,M1,M2, . . .遍历我们的全部指标组

时，πk−1
1 · πM1

2 · πM2
3 · · · 遍历全部数 1, 2, 3, . . .，而且每个数恰好出现一次。因此，可以

用 πk−1
1 · πM1

2 · πM2
3 · · ·，对 αkM1M2...依次用单个整数下标编号。

T3.20 从前面的有限 N 公式过渡到这个极限时，原书将两项系数所对应的Mn + 1与Mn − 1

互换了。这里分别保留两式的原印形式。
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弱于物质系统S与已有辐射的作用；如后面将看到的，这两者体现在第一项中。

上面的能量表达式可以解释为：系统S的能量Wk，加上各项能量 hϱnMn，n = 1,

2, . . .。很自然，可以把Mn = 0, 1, 2, . . .理解为能量分别等于 hϱn的粒子数；而 hϱn

恰是按照 Einstein的观点应赋予频率为 ϱn的光量子的能量，参见原注 3.18。因
此，H1的结构使我们猜想，在H中的电磁场，扣除静电部分后，也就是辐射L，

可以理解为以下情形：频率为 ϱ1, ϱ2, . . .、因而能量为 hϱ1, hϱ2, . . .的光量子，其

数目分别为M1,M2, . . .，各为 0, 1, 2, . . .。为什么只计入 ϱ1, ϱ2, . . .这些频率，也有

合理的解释：它们正是空腔H的本征频率，因为矢势 An(xyz) ·γ cos 2πϱn(t− τ)
表示的是H 中仅有的那些定态电磁振动。

不过，这些推测和解释还只有启发性的价值。只有当我们能从辐射L的光

量子模型出发，同样得到上述H的能量表达式时，问题才算有了满意而最终的

答案。前面先作经典考察，是因为光量子与物质相互作用能的表达式尚无从设

定；在这一点上，经典电动力学无法直接改写为量子力学。现在却可以了：只

要从一般的相互作用能推导出的结果，在形式上与 H相符，就可以比较系数，

确定相互作用能。

以光量子假说为依据，L的位形空间是什么样的，即问题 1应如何回答？设
空腔H 中的单个光量子由某些坐标表征，用符号 u概括表示这些坐标 3.29。它

3.29 例如，可以把光量子的动量 px, py, pz作为坐标，再加上一个描述偏振状态的坐标 π。px,

py, pz 决定光量子的方向，即方向余弦 αx, αy, αz，其中 α2
x + α2

y + α2
z = 1，也决定频率

ν、波长 λ及能量。因为按照 Einstein，动量向量的大小是 hν/c，参看原注 3.18，所以

px =
hν

c
αx, py =

hν

c
αy, pz =

hν

c
αz,

即

ν =
c

h

√
p2x + p2y + p2z, λ =

c

ν
, 能量 = hν,

αx =
cpx
hν

, αy =
cpy
hν

, αz =
cpz
hν
。

这里出现了一个不便：我们的本征振动 An(xyz) · γ cos 2πϱn(t− τ)是光的驻波；由于空
腔H 的壁面反射，光波必定如此。这就不能给 An指定一个“射线方向”αx, αy, αz。立

即可以看出，除 αx, αy, αz 外，至少还须有相反方向−αx,−αy,−αz；动量也有相应的情
形。因此，在H 中，必须采用 px, py, pz, π之外的坐标。
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在H 中的定态，设具有波函数 ψ1(u), ψ2(u), . . .及能量 E1, E2, . . .，这些波函数

构成完全规范正交系；它们对应于频率为 ϱ1, ϱ2, . . .的电磁本征振动 A1,A2, . . .。

按照 Einstein的观点，必须有 En = hϱn，这一点后面也将证明。此外还须注意：

在上面的电磁学讨论中，我们已经把光能量的零点选在它的最小值处，对应指

标M1 =M2 = · · · = 0。因此，我们已把光不存在的情形也承认为光的一种可能

状态，这在物理上也是有根据的；光量子确能被发射和吸收，也就是被产生和

消灭。但这种想法对量子力学来说完全陌生：每个粒子都以其坐标参与系统的

位形空间，并与整个系统的形式描述紧密相联，以致绝对不可消灭。因此，即

使在一个粒子被消灭以后，也必须赋予它一种潜在的存在，使它的坐标继续属

于位形空间。于是，能量为 En = 0的某个状态 ψn(u)，就必须对应于光量子的

不存在。这里选用记号 ψ0(u)，E0 = 0。这样，ψ1(u), ψ2(u), . . .对应存在着的光

量子，但只有 ψ0(u), ψ1(u), ψ2(u), . . .才构成完全正交系。

现在转向全部光量子构成的系统 L。由于还把不存在的光量子也计入，L

近来关于这一问题的一些论述，用如下办法克服了这个困难：把H 取为长方体

−A < x < A, −B < y < B, −C < z < C,

但边界面 x = ±A、y = ±B、z = ±C 不作为壁面，而是把 x = A同 x = −A、y = B 同

y = −B、z = C 同 z = −C 分别认作同一处。也就是说，光在 A, y, z处到达面 x = A时，

便从−A, y, z处继续原来的路径，重新进入H，就像什么也没有发生一样；其余各面同

理。例如参看 L. Landau和 R. Peierls的论文，Z. Physik第 62卷（1930）。也可以说，空间
在 x, y, z方向分别以 2A, 2B, 2C 为周期。

解析处理依然相同，只是边界条件改为

A(A, y, z) = A(−A, y, z), A(x,B, z) = A(x,−B, z),

A(x, y, C) = A(x, y,−C),

而不再是边界上的 ∂
∂nA = 0；用来作展开的“基本解”则为［T3.21译者注：原文以下相

位中的因子是 c。按前面各式，c为光速，所以空间项应当含 1/c。这里保留原印相位。］

cos

sin
[2πν(t− c(αxx+ αyy + αzz))],

用它代替A(xyz)·ϱ̃(t)。不难确定属于本征解的 ν = ϱn及αx = αn,x、αy = αn,y、αz = αn,z，

其中 n = 1, 2, . . .；此后理论的展开，就同正文所给的处理一致。
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必须含有足够多的光量子，才能保证以后产生的数目永远不超过这一数量，也

就是必须有无限多个。不过，从一开始就对 L 中无限多组成部分进行运算并

不方便，所以先假设只有 S 个光量子，S = 1, 2, . . .，最后再作极限过程 S −→
+∞。3.30 将这 S个光量子编号为 1, . . . , S，其坐标分别记作 u1, . . . , uS。于是，L的

位形空间由 u1, . . . , uS描述，S+L的位形空间由 ξ, u1, . . . , uS描述。因此，S+L

的一般波函数为 f(ξ, u1, . . . , uS)，而 φk(ξ)ψn1(u1) · · ·ψnS
(uS)，k = 1, 2, . . .、u1,

. . . , uS = 0, 1, 2, . . .，构成完全正交系。T3.22

光量子还有一个根本性质：彼此完全相同。也就是说，若两个光量子的坐

标 u相同，世界上就没有任何办法将它们区分开来。换句话说，编号为m,n的

光量子分别具有 um = u′、un = u′′的状态，与具有 um = u′′、un = u′的状态，没

有区别。这是经典的描述方式，而非量子力学描述，因为这里给出的是 u的值，

不是波函数 φ(u)！用量子力学来说，就是波函数 f(ξ, u1, . . . , um, . . . , un, . . . , uS)

与 f(ξ, u1, . . . , un, . . . , um, . . . , uS)对应的状态不可区分。也就是说，每个物理量

R在两者中的期望值相同；既然对 F (R)也如此，其统计规律便完全相同，参

见 III.1中关于 E1、E2的讨论。将交换 um, un的函数运算记作 Omn；容易看出，

Omn既是厄米算符又是酉算符，且 O2
mn = 1。于是上述要求意味着，R在 f 中

的期望值与在 Omnf 中的相同，即

(Rf, f) = (ROmnf,Omnf) = (OmnROmnf, f),

故 R = OmnROmn，也就是 OmnR = ROmn。这意味着，在目前情形，只允许那

些与所有 Omn，m,n = 1, . . . , S、m 6= n，对易的算符 R；考虑到 Omn 的定义，

也就是说，R对一切坐标 u1, . . . , uS 都以对称的方式发生作用。

一个对所有变量 u1, . . . , uS都对称的波函数 f，即对m,n = 1, . . . , S、m 6= n

满足 Omnf = f 的波函数，经这样的算符 R 作用后，仍是对称的：OmnRf =

3.30 取极限 S → +∞，同电磁理论中所取的极限 N → +∞ 并不相同！即使把那里出现的

M1,M2, . . .解释成光量子的数目，N 也是不相干光量子数目的一个上界；所谓不相干，

是指频率、方向及偏振并非全都相同，其中频率与方向合起来决定动量，参看原注 3.29。
而 S 则是不加其他区分的光量子总数的上界。

T3.22 原书这处指标范围印作 u1, . . . , uS；所列波函数的指标应为 n1, . . . , nS。这里保留原印记

号。
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ROmnf = Rf。这些 f 构成闭线性流形，即全部 f 所成的希尔伯特空间R
(S)
∞ 中

的希尔伯特子空间R
(S)

∞ 。各个R把R
(S)

∞ 中的元素映射为同一空间中的元素，因

而可以看作希尔伯特空间R
(S)

∞ 上的算符。所以，就量子力学的用途而言，R(S)

∞

与原先考虑的 R
(S)
∞ 同样可用。于是出现一个问题：既然 L对于光量子的交换

具有对称性，是否应当把波函数限制为对称的，也就是用R
(S)

∞ 替代R
(S)
∞ ？我们

就这样做；后面得到的成功，即与电磁学所推导的 H表达式完全吻合，将为这

一做法提供依据3.31。

φk(ξ)ψn1(u1) · · ·ψnS
(uS) 构成 R

(S)
∞ 中的完全规范正交系，下面用它们构造

R
(S)

∞ 中的一个这样的系。设M0,M1, . . .为任意取自 0, 1, 2, . . .的数，满足M0 +

M1 + · · · = S，因而只有有限个不为 0。用 [M1,M2, . . .]表示所有这样的指标组

u1, . . . , uS：其中 0出现M0 次，1出现M1 次，等等；恰有M0! ·M1! · · · 个不同
的指标组。T3.23 令

ΦM0M1···(u1 · · · uS)

=
∑

n1···nS 在 [M0M1··· ]

ψn1(u1) · · ·ψnS
(uS).

ΦM0M1···由M0! ·M1! · · · 个两两正交、范数为 1的项相加而成，所以它的范数平

方等于M0! ·M1! · · · 个 1相加，其范数为
√
M0! ·M1! · · ·。两个不同的 ΦM0M1···的

各项彼此正交，所以它们也正交。因此，

ψM0M1···(u1 · · · uS)

=
1√

M0! ·M1! · · ·
ΦM0M1···(u1 · · · uS)

构成规范正交系。对 u1, . . . , uS对称的 f(ξ, u1, . . . , uS)，与 φk(ξ)ΦM0M1···(u1 · · · uS)
的所有组成项都有相同的内积。所以，如果它与 φk(ξ)ΦM0M1···(u1 · · · uS) 正交，
也就是与 φk(ξ)ψM0M1···(u1 · · · uS) 正交，它就与这些组成项中的每一项都正交。

3.31若不借助量子力学，而只考察这一措施的后果，那么引入R
(S)

∞ 来代替R
(S)
∞ ，就相当于

把通常的统计法改为所谓 Bose–Einstein统计法。例如参看原注 3.22所引 Dirac的论文。
T3.23 本页的计数与归一化因子均按原印转录。对于具有所述重数的不同指标排列，其数目应

为 S!/(M0! ·M1! · · · )，而非此处所印的阶乘乘积。原书还交替使用 [M1,M2, . . .]和 [M0,

M1, . . .]，并在指称指标时交替使用 uj 和 nj。
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也就是说，如果它与所有 φk(ξ)ψM0M1···(u1 · · · uS) 都正交，它也与所有 φk(ξ)

ψn1(u1) · · ·ψnS
(uS) 都正交，因而等于 0。因此，φk(ξ)ψM0M1···(u1 · · · uS) 本身属

于 R
(S)

∞ ，并在其中构成完全规范正交系。

现在系统地考察 S +L中出现的各种能量。第一，问题 2的 α)，是 S的能

量。对 S，其算符由 H0φk(ξ) = Wkφk(ξ)定义；对 S +L，则由

H0φk(ξ)ψM0M1···(u1 · · · uS) = Wkφk(ξ)ψM0M1···(u1 · · · uS)

定义。第二，问题 2的 β)，是每个光量子 l′的能量。对 l′，有 Hl′ψn(u) = Enψn(u)，

因此，对 S +L中的第m个光量子，m = 1, . . . , S，有

Hlmφk(ξ) · ψn1(u1) · · ·ψnm(um) · · ·ψnS
(uS)

= Enmφk(ξ) · ψn1(u1) · · ·ψnm(um) · · ·ψnS
(uS),

并须构造 Hl = Hl1 + · · · + HlS。最后，问题 2的 γ)，设单个光量子 l′ 与 S 的相

互作用能由某个尚不详知的算符 V 描述，先用它的矩阵来表征：

Vl′φk(ξ)ψn(u) =
∞∑
j=1

∞∑
p=0

Vkn/jpφj(ξ)ψp(u).

在 S +L中，对于第m个光量子，有

Vlmφk(ξ) · ψn1(u1) · · ·ψnm(um) · · ·ψnS
(uS)

=
∞∑
j=1

∞∑
p=0

Vknm/jpφj(ξ) · ψn1(u1) · · ·ψp(um) · · ·ψnS
(uS)

=
∞∑
j=1

∞∑
p1,...,pS=0

δ(n1 − p1) · · ·Vknm/jpm · · · δ(nS − pS)

× φj(ξ) · ψp1(u1) · · ·ψpm(um) · · ·ψpS(uS)

其中 δ(n)在 n = 0时为 1，在 n 6= 0时为 0；并须构造 Hw = Vl1 + · · ·+ VlS。

综上，得到

Hφk(ξ) · ψn1(u1) · · ·ψnS
(uS)

= (Wk + En1 + · · ·+ EnS
)φk(ξ) · ψn1(u1) · · ·ψnS

(uS)
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+
∞∑
j=1

∞∑
p1,...,pS=0

S∑
m=1

δ(n1 − p1) · · ·Vknm/jpm · · · δ(nS − pS)

× φj(ξ) · ψp1(u1) · · ·ψpS(uS).

稍作变形便得

Hφk(ξ)ΦM0M1···(u1 · · · uS)

=

(
Wk +

∞∑
n=0

MnEn

)
φk(ξ)ΦM0M1···(u1 · · · uS)

+
∞∑
j=1

∞∑
n,p=0

MnVkn/jpφj(ξ)ΦM0M1···Mn−1···Mp+1···(u1 · · · uS)

当 n = p时，· · ·Mn− 1 · · ·Mp+1 · · · 应换为 · · ·Mn · · ·。所以，对规范正交函数，
有

Hφk(ξ)ψM0M1···(u1 · · · uS)

=

(
Wk +

∞∑
n=0

MnEn

)
φk(ξ)ψM0M1···(u1 · · · uS)

+
∞∑
j=1

∞∑
n,p=0

√
Mn(Mp + 1− δ(n− p))Vkn/jpφj(ξ)

× ψM0M1···Mn−1···Mp+1···(u1 · · · uS).

R
(S)

∞ 中的一般 f(ξ, u1 · · · uS)可以按这些正交函数展开：T3.24

f(ξu1 · · · uS) =
∞∑
k=1

∑
M0,M1,...≥0
M0+M1+···=S

akM0M1···φk(ξ)ΨM0M1···(u1—uS).

因此，也可以将R
(S)

∞ 理解为序列 akM0M1···所成的希尔伯特空间，其中 k = 1, 2,

. . .，M0,M1, . . . = 0, 1, 2, . . .，M0+M1+ · · · = S，并且
∑

kM0M1··· |akM0M1···|2有限。
这时

HakM0M1··· = a′kM0M1···

T3.24 原书本页用大写Ψ表示前两页中记为小写ψ的归一化函数。这里保留其大小写变化。原

文在首式的参数 u1 与 uS 之间印的是横线；随后定义等式右边的求和约束从 M1 开始，

左边则从M0 开始。这些差异也按原印保留。
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由下式定义：

H
∞∑
k=1

∑
M0,M1,...≥0
M0+M1+···=S

akM0M1···φk(ξ)ΨM0M1···(u1 · · · uS)

=
∞∑
k=1

∑
M1,M2,...≥0
M1+M2+···=S

a′kM0M1···φk(ξ)ΨM0M1···(u1 · · · uS),

故

HakM0M1··· = a′kM0M1···

=

(
Wk +

∞∑
n=0

MnEn

)
akM0M1···

+
∞∑
j=1

∞∑
n,p=0

√
Mn(Mp + 1− δ(n− p))Vkn/jp ajM0M1···Mn−1···Mp+1···.

与 φk(ξ)ΨM0M1···(u1 · · · uS)的公式相比，k, j 及 n, p的作用已互换。考虑到 V 是

厄米算符，我们把 Vjp/kn写成了 Vkn/jp。

现在为极限过程 S −→ +∞作准备。M0由M1,M2, . . .同时确定，因为M0 =

S−M1−M2−· · ·，所以可将 akM0M1···改记作 akM1M2···。此时，指标须满足 k = 1,

2, . . .、M1,M2, . . . = 0, 1, 2, . . .、M1 +M2 + · · · ≤ S。注意到 E0 = 0，并引入记号

SVk0/j0 = Vk/j,
√
S Vk0/jn = Vk/jn,

√
S Vkn/j0 = Vj/kn

这里 Vkn/jp是厄米的，便得到

HakM1M2··· = a′kM1M2···

=

(
Wk +

∞∑
n=1

MnEn

)
akM1M2···

+
∞∑
j=1

Vk/jajM1M2···

+
∞∑
j=1

∞∑
n=1

√
Mn

√
S −M1 −M2 − · · ·+ 1

S
Vj/knajM1M2···Mn−1···
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+
∞∑
j=1

∞∑
n=1

√
Mn + 1

√
S −M1 −M2 − · · ·

S
Vk/jn ajM1M2···Mn+1···

+
∞∑
j=1

∞∑
n,p=1

√
Mn(Mp + 1)Vkn/jp ajM1M2···Mn−1···Mp+1···.

现在可以令 S −→ +∞。这时，akM1M2··· 重新定义在所有满足 k = 1, 2, . . .、M1,

M2, . . . = 0, 1, 2, . . .，且只有有限个 Mn 6= 0的指标序列 kM1M2 · · · 上；非零项
个数可以任意，参见原注 3.28。H变成T3.25

HakM1M2··· = a′kM1M2···

=

(
Wk +

∞∑
n=1

MnEn

)
akM1M2··· +

∞∑
j=1

Vk/jajM1M2···

+
∞∑
j=1

∞∑
n=1

(
Vj/kn

√
Mn + 1 ajM1M2···Mn+1···

+ Vk/jn
√
Mn ajM1M2···Mn−1···

)
+

∞∑
j=1

∞∑
n,p=1

Vkn/jp

√
Mn(Mp + 1) ajM1M2···Mn−1···Mp+1···.

它与从光的电磁理论推导出的方程之间的相似性一目了然。要让两者完全吻

合，只须令

En = hϱn, Vk/j = 0, Vk/jn = wnjk = wnkj, Vkn/jp = 0.

可见，光量子的观点与经典电磁学的观点一致，只要：

1．按照一般的量子力学规则改写后者；
2．按照 Einstein的规则，把光量子的能量取为频率的 h倍；

3．正确设定光量子与物质之间的相互作用，参见上面 V 的各个表达式。

这样，早期量子理论最严重的一个悖论，即光的双重本性——电磁波或离

T3.25 从前面的有限 S公式过渡到此极限式时，原书将两项系数所对应的Mn+1与Mn−1互

换了。这里保留各式的原印形式。
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散粒子、光量子——便得到了十分出色的解决3.32。当然，要为刚算出的光与

物质之间的相互作用能 V 找到直接而直观的意义，仍很困难。尤其是，它仅有

的不为零的矩阵元 Vkn/jp，即 n = 0, p 6= 0或 n 6= 0, p = 0的那些矩阵元，竟依赖

于所有可能光量子的总数 S：它们与 1/
√
S成正比，而最终又必须令 S −→∞。

不过，模型描述终究只是一种近似；理论的准确内容是由H算符的表达式给出

的，考虑到这一点，上述情形尚可接受。

现在回到真正的任务：确定跃迁概率。按照含时 Schrödinger 微分方程，

akM1M2··· = akM1M2···(t)的变化由下式确定：
h

2πi

∂

∂t
akM1M2··· = −HakM1M2···

= −

(
Wk +

∞∑
n=1

hϱn ·Mn

)
akM1M2···

−
∞∑
j=1

∞∑
n=1

wnkj ·
(√

Mn + 1 ajM1M2···Mn+1··· +
√
Mn ajM1M2···Mn−1···

)
.

akM1M2···的主要变化来自这个表达式的第一项，宜用下列设定将它分离出来：

akM1M2···(t) = e−
2πi
h (Wk+

∑∞
n=1 hϱn·Mn)t · bkM1M2···(t).

于是T3.26

∂

∂t
bkM1M2···

= −2πi
h

∞∑
j=1

∞∑
n=1

wnkj ·
(
e−

2πi
h (Wj−Wk+hϱn)t

√
Mn + 1 bjM1M2···Mn+1···

3.32 关于人们如何理解这种“二重性”、又为何认为它悖谬，读者可在当时的文献中找到更

详细的讨论，例如原注 1.2所引著作。
人们常说，量子力学也赋予物质同样的二重性，因为离散的粒子，如电子、质子，也用

波函数描述，并表现出典型的波动性质，例如在光栅上的衍射等。［参看Davison–Germer
的实验，Physic. Rev.第 30卷（1927），Proc. nat. Acad. Sci. U.S.A.第 14卷（1928）；另
见 C. P. Thompson，Proc. Roy. Soc., Lond.第 117卷（1928），以及 Rupp，Ann. Physik第 85
卷（1928）。］对此必须强调，量子力学是从一种统一的基本现象理论中，推导出这两种
“本性”的。旧量子理论的悖谬之处，是为了解释经验，不得不交替诉诸两个彼此矛盾

的理论：Maxwell–Hertz的电磁光理论和 Einstein的光量子理论。
T3.26 原书下列微分方程的两项之间印作减号，前面的方程却为加号。这里照录。
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− e−
2πi
h (Wj−Wk−hϱn)t

√
Mn bjM1M2···Mn−1···

)
.

akM1M2···及 bkM1M2···的物理意义，由它们的构造已经确定。在M0 +M1 +M2 +

· · · = S时，φk̄(ξ)ΨM0M1···(u1 · · · uS)表示以下状态：S处于第 k̄条量子轨道，分

别有M0,M1,M2, . . .个光量子处于 ψ0, ψ1, ψ2, . . .状态，即M0个处于“不存在”

的状态，而M1,M2, . . .个分别处于对应于本征振动 A1,A2, . . .的状态。属于这

个波函数的 akM1M2···为：T3.27

akM1M2··· = δ(k − k̄) · δ(M0 −M1) · δ(M2 −M2) · · · .

只有有限个因子不等于 1，因为除有限个例外外，总有Mn =Mn = 0。即使令

S −→ ∞，这也当然仍然成立。对于 S + L的任意状态 akM1M2···，某个给定构

型在测量时出现的概率，按照 III.3关于单重纯点谱的论述，为∣∣∣∣∣∣
∑

k,M1,M2,...

akM1M2···δ(k − k̄)δ(M1 −M1)δ(M2 −M2) · · ·

∣∣∣∣∣∣
2

= |ak̄M1M2···|
2 = |bk̄M1M2···|

2.

特别地，S 处于第 k̄条量子轨道的总概率为

ϑk̄ =
∑

M1,M2,...

|bk̄M1M2···|
2.

设某一时刻 t = 0，原子处于第 k̄ 个状态，并分别存在 M1,M2, . . . 个处于 A1,

A2, . . .状态的光量子，即

bkM1M2··· = akM1M2··· = δ(k − k̄) · δ(M1 −M1) · δ(M2 −M2) · · · .

按上述微分方程，在第一近似下，也就是 t短到仍可把方程右边看作常量时，只

有那些 M1,M2, . . . ,Mn + 1, . . . 或 M1,M2, . . . ,Mn − 1, . . . 与 M1,M2, . . . 相同的

T3.27 原书下式第一个占据数因子印作 M0。下文的概率公式及初始条件中，同一构型用 M1

表示。此处保留原下标。
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∂
∂tbkM1M2···才可能不为 0。也就是说，只有 k,M1,M2, . . . ,Mn±1, . . .这些指标组

合有此可能。对此积分得到T3.28

bkM1M2···Mn+1··· = wnk̄k
1− e− 2πi

h (Wk̄−Wk−hϱn)t

Wk̄ −Wk − hϱn

√
Mn + 1,

bkM1M2···Mn−1··· = wnk̄k
1− e− 2πi

h (Wk̄−Wk+hϱn)t

Wk̄ −Wk − hϱn

√
Mn.

所有其他 bkM1M2··· 在这个近似下均为 0，唯独 bk̄M1M2··· 例外。在此近似中，即

略去 t2 项后，它应等于初值 1。不过，断言 ∂
∂tbk̄M1M2··· = 0并不稳妥，因为在

这种情况下，微分方程右边包含无限多个在本近似下不消失的 bkM1M2···Mn±1···。

所以，即使 t很小时每一项都小，也还不能断定它们的总和小。实际上，计算

下一阶近似会表明，bk̄M1M2···偏离 1的不是 t2项，而是 t项3.33。不过，由于∑
k,M1,M2,...

|bkM1M2···|2 =
∑

k,M1,M2,...

|akM1M2···|2 = 1,

所以

|bk̄M1M2···|
2 = 1−

∑
kM1M2···̸=k̄M1M2···

|bkM1M2···|2,

因而根本不必直接求出这个 bk̄M1M2···。

这里已能清楚看出过程的定性特征。bkM1M2···Mn+1··· 对应于发射一个频率

为 ϱn、属于 An 振动的光量子；分母Wk̄ −Wk − hϱn 越小，它增长得越多，也
就是说，光的本征频率 ϱn 越接近“Bohr 频率”(Wk̄ − Wk)/h，3.34 增长就越多。

相应地，代表吸收的 bkM1M2···Mn−1···，则在 ϱn越接近 (Wk −Wk̄)/h时增长越多。

可见，Bohr 频率关系并不严格成立，因为 ϱn 并不包含一切频率；但当时间 t

很短、ϱn又排列得很密时，即空腔H 很大时，它却以压倒性的概率成立。此

T3.28 原书第二式的分母含−hϱn，指数中却含+hϱn；后面的吸收概率采用了后一个符号。这

里保留原式。
3.33 Weisskopf和Wigner给出了这些微分方程的精确解，见 Z. Physik 第 63卷（1930）；从中
也可以看出，这些论断是正确的。

3.34 众所周知，N. Bohr于 1913年确定：原子从能量为W (1) 的定态，跃迁到能量为W (2) 的

定态时，发出频率为 W (1)−W (2)

h 的光；当然，W (1) > W (2)。参看原注 1.1所引文献。在
我们这里，对应的就是 Wk̄−Wk

h 。
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外，系数 wn
k̄k
也会提高这些过程的发生频率；稍后我们就能用跃迁概率来解

释这些系数。

由上面的 bkM1M2···Mn±1··· 公式，还可得发射概率3.35、吸收概率3.35 及其余

构型的概率：

|bkM1M2···Mn+1···|
2

=
2

h2
(Mn + 1)|wnk̄k|

2
1− cos 2π

(
ϱn − Wk̄−Wk

h

)
t(

ϱn − Wk̄−Wk

h

)2 ,

|bkM1M2···Mn−1···|
2

=
2

h2
Mn|wnk̄k|

2
1− cos 2π

(
ϱn − Wk−Wk̄

h

)
t(

ϱn − Wk−Wk̄

h

)2 ,

|bkM1M2···|2 = 0

当 kM1M2 · · · 6= k̄M1M2 · · · ,

kM1M2 · · ·Mn ± 1 · · · .

从而对于 k 6= k̄，有

ϑk =
∞∑
n=1

2

h2
(Mn + 1)|wnk̄k|

2
1− cos 2π

(
ϱn − Wk̄−Wk

h

)
t(

ϱn − Wk̄−Wk

h

)2
+

∞∑
n=1

2

h2
Mn|wnk̄k|

2
1− cos 2π

(
ϱn − Wk−Wk̄

h

)
t(

ϱn − Wk−Wk̄

h

)2 .

第一个对 n的和对应发射，第二个对应吸收。为了给出这些 ϑk的闭式表达式，

下面作一些简化假定：一方面把H 取得很大，即令其体积 V −→ ∞；另一方

3.35 有

|eix − 1|2 = (eix − 1) · (eix − 1) = (eix − 1)(e−ix − 1)

= 2− eix − e−ix = 2− 2 cosx = 2(1− cosx).
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面，对H 中的本征振动 An作统计处理。为此，在上述两个和中，分别把 ϱn处

于 ϱ与 ϱ+ dϱ之间的各项合并，把 wn
k̄k
的值代入，并假定 dϱ� ϱ：

1

4π2c2hϱ

 ∑
ϱ≤ϱn<ϱ+dϱ

∣∣∣∣∣
l∑

ν=1

eν
mν

(
P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + · · ·

)
kk̄

∣∣∣∣∣
2

(Mn + 1)


×

1− cos 2π
(
ϱ− Wk̄−Wk

h

)
t(

ϱ− Wk̄−Wk

h

)2 ,

另一项形式相同，但用Mn代替Mn+1，用 (Wk−Wk̄)/h代替 (Wk̄−Wk)/h。现

在需要确定方括号中的量。

通常描述M1,M2, . . .时，并不逐一给出它们的值，而只提供少得多的信息，

即各频段的能量密度。也就是说，频率区间 ϱ至ϱ+ dϱ内，单位体积的光能为

I(ϱ)dϱ。这意味着∑
ϱ≤ϱn<ϱ+dϱ

hϱn ·Mn ≈ hϱ
∑

ϱ≤ϱn<ϱ+dϱ

Mn = V · I(ϱ)dϱ,

∑
ϱ≤ϱn<ϱ+dϱ

Mn =
VI(ϱ)
hϱ

dϱ.

根据Weyl的一个普遍有效的渐近公式，参见原注 3.24所引之处，区间 ϱ ≤ ϱn <

ϱ+ dϱ中 ϱn的数目为 8πVϱ2
c2 dϱ，因此T3.29

∑
ϱ≤ϱn<ϱ+dϱ

(Mn + 1) ≈
V
(
I(ϱ) + 8πhϱ3

c3

)
hϱ

dϱ.

对于上面的方括号，如果∣∣∣∣∣
l∑

ν=1

eν
mν

(
P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + · · ·

)
kk̄

∣∣∣∣∣
2

T3.29 原书此处Weyl模式计数公式印作 c2，紧随其后的表达式却用 c3。这里保留这两种原印

幂次。
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在区间 ϱ ≤ ϱn < ϱ + dϱ内足够迅速地围绕某个平均值波动，将此平均值记作

wkk̄(ϱ)，那么相应的两个表达式就是

wkk̄(ϱ)
V
(
I(ϱ) + 8πhϱ3

c3

)
hϱ

dϱ 及 wkk̄(ϱ)
VI(ϱ)
hϱ

dϱ.

再用 νk̄k 表示 (Wk̄ −Wk)/h，用 νkk̄ 表示 (Wk −Wk̄)/h，上述各个和便给出

ϑk =
V

4π2c2h2

∫ ∞

0

{(
I(ϱ) +

8πh

c3
ϱ3
)
1− cos 2π(ϱ− νk̄k)t

(ϱ− νk̄k)2

+ I(ϱ)
1− cos 2π(ϱ− νkk̄)t

(ϱ− νkk̄)2

}
wkk̄(ϱ)

ϱ2
dϱ.

对于小的 t，这个积分显然一般为 t2的数量级，因为 1− cos 2πct就是如此；但

积分区域内分母 (ϱ− νk̄k)2或 (ϱ− νkk̄)2很小的部分例外。那里可能产生比 t2大

的贡献，而若果真如此，这些贡献就给出 ϑk的渐近表达式。实际上，我们将看

到确实如此，因为会得到 t数量级的贡献；现在就来求它。

由于 νk̄k = −νkk̄ = (Wk̄ −Wk)/h，在Wk̄ > Wk 时，只有第一项的分母可能

变小；在Wk̄ < Wk 时，则只有第二项如此。因此，前一种情形只保留第一项，

后一种情形只保留第二项。

远离 νk̄k 或 νkk̄ 的 ϱ，只给积分带来 t2 的贡献。把正的那个频率简记为

ν̄kk̄ = |Wk̄ −Wk|/h，便可把被积函数中其余的因子换成在 ϱ = ν̄kk̄ 处的值，即

Iwkk̄(ν̄kk̄)/ν̄
2
kk̄
；这里 I 在两种情形中分别为 I(ν̄kk̄) +

8πh
c3 ν̄

3
kk̄
及 I(ν̄kk̄)。于是

ϑk =
VIwkk̄(ν̄kk̄)
4π2c2h2ν̄2

kk̄

∫ ∞

0

1− cos 2π(ϱ− ν̄kk̄)t
(ϱ− ν̄kk̄)2

dϱ.

同样，由于改变积分下限也只带来 t2的贡献，可以把
∫∞
0 换成

∫∞
−∞，再引入新

变量 x = 2π(ϱ− ν̄kk̄)t。由3.36∫ ∞

−∞

1− cos 2π(ϱ− ν̄kk̄)t
(ϱ− ν̄kk̄)2

dϱ = 2πt

∫ ∞

−∞

1− cos x

x2
dx = 2π2t,

3.36 有如下关系，参看 Courant–Hilbert，第 49页：∫ ∞

−∞

1− cosx

x2
dx = 2

∫ ∞

0

1− cosx

x2
dx

=

∫ ∞

0

1− cos(2y)

y2
dy = 2

∫ ∞

0

sin2 y

y2
dy = π.
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最终得到T3.30

ϑk =
VIwkk̄(ν̄kk̄)

2h2ν̄2
kk̄

t,

这也就证明了 ϑk 的数量级为 t。

为了确定 wkk̄(ν̄kk̄)，必须把∣∣∣∣∣
l∑

ν=1

eν
mν

(
P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + · · ·

)
kk̄

∣∣∣∣∣
2

改写成不含 An的表达式。考虑到 An变化很快，可以用一个长度恒定、方向随

机的向量代替它。在这种近似中，向量不再依赖 Qx
ν , Q

y
ν , Q

z
ν，其分量因而只相

当于一个数因子乘以单位矩阵 1。其恒定长度 γn须从归一化条件∫∫∫
︸ ︷︷ ︸

H

[An,An] dx dy dz = 4πc2

求得。因此

Vγ2n = 4πc2, γ2n =
4πc2

V
.

平均而言，x分量的平方 A
2

n,x占 [An,An] = A
2

n,x + A
2

n,y + A
2

n,z = γ2n的三分之一，

所以等于 1
3γ

2
n = 4πc2

3V ；A
2

n,y 及 A
2

n,z 也相同。因此

wkk̄(ϱ) = 平均
ϱ≤ϱn<ϱ+dϱ

∣∣∣∣∣
l∑

ν=1

eν
mν

(
P x
ν An,x(Q

x
ν , Q

y
ν , Q

z
ν) + · · ·

)
kk̄

∣∣∣∣∣
2

≈ 4πc2

3V

∣∣∣∣∣
(

l∑
ν=1

eν
mν

P x
ν

)
kk̄

∣∣∣∣∣
2

+ · · ·

 .

单独考察系统 S 时，其能量 H0等于动能加势能，即具有形式

H0 =
l∑

ν=1

1

2mν

(
(P x

ν )
2 + (P y

ν )
2 + (P z

ν )
2
)
+ V (Qx

1 , Q
y
1, Q

z
1, . . . , Q

x
l , Q

y
l , Q

z
l ),

T3.30 原书下一式略去了前面分母中的因子 c2。这里保留原式。
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故有3.37

H0Q
x
ν −Qx

νH0 =
h

2πi

1

mν
P x
ν .

又因 H0是对角元为W1,W2, . . .的对角矩阵，即 (H0)kj = Wkδkj，于是矩阵元满

足

(P x
ν )kk̄ =

2πimν

h
(H0Q

x
ν −Qx

νH0)kk̄ =
2πimν

h
(Wk −Wk̄)(Q

x
ν)kk̄

= ±i · 2πmν ν̄kk̄(Q
x
ν)kk̄.

所以T3.31

wkk̄(ϱ) =
16π3c2

3Vh2
ν̄2kk̄

∣∣∣∣∣
(

l∑
ν=1

eνQ
x
ν

)
kk̄

∣∣∣∣∣
2

+ · · ·

 .

代入 ϑk 公式，得到

ϑk =
8π3

3h2

∣∣∣∣∣
(

l∑
ν=1

eνQ
x
ν

)
kk̄

∣∣∣∣∣
2

+ · · ·

 · It.
再置 wkk̄ =

∣∣∣(∑l
ν=1 eνQ

x
ν

)
kk̄

∣∣∣2 + · · ·，这个结果显然可解释如下。处于第 k个状

态的原子 S，会发生以下跃迁，即量子跃迁：

1．跃迁到较高的状态 k̄，Wk̄ > Wk，每秒次数为

8π3

3h2
wkk̄I

(
Wk̄ −Wk

h

)
即正比于辐射场在相应 Bohr频率 (Wk̄ −Wk)/h处的光谱能量密度。

3.37 算符 P xν 同全部 Qxµ, Q
y
µ, Q

z
µ, P

x
µ , P

y
µ , P

z
µ 对易，只有 Qxν 例外。具体地说，

P xν Q
x
ν −QxνP xν =

h

2πi
1.

因此

H0Q
x
ν −QxνH0 =

1

2mν
(P xν )

2Qxν −Qxν
1

2mν
(P xν )

2 =
h

2πi

1

mν
P xν ;

参看原注 3.27。
T3.31前面关于动量的恒等式中，h已约去，但原书下列 wkk̄(ϱ)表达式的分母仍多保留了 h2。

此处照录。
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2．跃迁到较低的状态 k̄，Wk̄ < Wk，每秒次数为

8π3

3h2
wkk̄I

(
Wk −Wk̄

h

)
即正比于辐射场在相应 Bohr频率 (Wk −Wk̄)/h处的光谱能量密度。

3．此外，还会跃迁到较低的状态 k̄，Wk̄ < Wk，每秒次数为

64π4

3hc3
wkk̄

(
Wk −Wk̄

h

)3

这完全不依赖于已有的辐射场。

第 1 项对应从辐射场吸收的过程；第 2 项对应由辐射场引起的受激发射；
第 3项则是自发发射，只要原子尚未最终稳定在最低定态，即Wk最小的状态，

它便总会发生。

早在量子力学发现以前，Einstein已经从热力学推得了这三种跃迁机制3.38，

只是还不知道“跃迁概率”wkk̄ 的值。上面得到的

wkk̄ =

∣∣∣∣∣
(

l∑
ν=1

eνQ
x
ν

)
kk̄

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣
(

l∑
ν=1

eνQ
y
ν

)
kk̄

∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣
(

l∑
ν=1

eνQ
z
ν

)
kk̄

∣∣∣∣∣
2

正如前面说过的，已包含在Heisenberg最初的解释方案中。现在，我们按照Dirac
的方法，已从一般理论为它建立了依据。

3.38 Physik. Z.，第 18卷（1917）。
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IV. 理论的演绎构建

1. 统计理论的原理依据

在第 III 章中，我们已把量子力学的一切论断归结为一个统计公式（在那
里记作 E2）：

Erw(R, φ) = (Rφ,φ). (E)

其中，Erw(R, φ)是物理量R在状态 φ中的期望值，R是与R对应的算符。下

面要说明，这个公式本身也可以从少数几个一般性的定性假设推导出来；同时，

还要重新检验第 III章以它为基础构建量子力学的整个过程。不过，在此之前
还须补充一点。

在状态 φ 中，物理量 R 的期望值为 ϱ = (Rφ,φ)，其方差 ε2 则是物理量

(R− ϱ)2的期望值，即

((R− ϱ · 1)2φ, φ) = ‖Rφ‖2 − (Rφ,φ)2.

参见原注 3.14；这里的一切都由E算得。这一方差通常大于零，只有在Rφ = ϱ·φ
时才等于零，参见 III.3。所以，正如我们多次指出的，即使状态φ是单一的，也只

能作统计描述。如果连实际处于什么状态都不知道，统计性质还会进一步加强。

例如，可能存在若干状态 φ1, φ2, . . .，它们各自的概率为w1, w2, . . .，其中w1 ≥ 0,

w2 ≥ 0, . . .，且 w1 +w2 + · · · = 1。按照普遍成立的概率法则，此时R的期望值

为

ϱ′ =
∑
n

wn · (Rφn, φn).
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一般说来，(Rφ,φ) = Tr(P[φ] ·R)。事实上，取一个完全的规范正交系 ψ1, ψ2, . . .，

使 ψ1 = φ，因而 ψ2, ψ3, . . .都与 φ正交，就有

P[φ]ψn =

φ, n = 1,

0, 其他情形,

于是

Tr(P[φ] ·R) =
∑
m,n

(P[φ]ψn, ψm)(Rψm, ψn)

=
∑
n

(φ, ψm)(Rψm, φ) = (Rφ,φ).

因此，上述 ϱ′等于 Tr({
∑

nwnP[φn]} ·R)。T4.1算符

U =
∑
n

wnP[φn]

是定号的，因为所有 P[φn] 都定号，且 wn ≥ 0；又因为 TrP[φn] = 1，它的迹等

于
∑

nwn = 1。此外，它完全确定了刚才所说的状态混合的统计性质：

ϱ′ = Tr(UR).

可见，除了状态之外，还须研究状态的混合。记住这一点，下面转入一般性的

讨论。

现在暂且撇开整个量子力学，只保留下面的设定。给定一个系统S；4.1对实

验者来说，只要列出在该系统上实际能够测量的所有物理量，以及这些量之间

T4.1原书上一式第二行的求和下标印作 n，但被加项中的下标为m。这里保留原印。
4.1必须强调，在概念上要区分系统本身和处于某一状态的系统。例如，氢原子是一个系统，

即一个电子和一个质子，两者之间有已知的力作用。形式上，这个系统由以下规定描述：

位形空间为六维，坐标记为 q1, . . . , q6，动量记为 p1, . . . , p6，哈密顿函数为［T4.2 译者注：

原文库仑项前为正号。电子与质子相吸引时，该项应为负；这里保留原印公式。］

H(q1 · · · q6p1 · · · p6) =
p21 + p22 + p23

2me
+
p24 + p25 + p26

2mp

+
e2√

(q1 − q4)2 + (q2 − q5)2 + (q3 − q6)2
.
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的函数关系，就确定了这个系统。严格地说，一个物理量就是一套测量规程：怎

样测量，以及怎样根据测量仪器指针的位置读出或算出它的数值。若R是一个

物理量，f(x)是任意函数，那么物理量 f(R)定义如下：测量 f(R)时，先测量

R；如果后者的测得值为 a，前者的值就是 f(a)。可见，固定R而任取 f(x)，这

样得到的所有物理量 f(R)，都能在测量R的同时一并测得。这就是同时可测

物理量的第一个例子。

一般地说，如果存在一种装置，能够在同一系统上同时测量两个（或更多）

物理量R,S，只是要以不同方法根据读数算出各自的值，我们就称这些量同时

可测。众所周知，经典力学中的所有物理量都同时可测；量子力学则不然，参

见 III.3。对于同时可测的量，还可以由二元函数 f(x, y)定义物理量 f(R,S)：同

时测量R,S，若测得 a, b，则 f(R,S)的值为 f(a, b)。但须明确，若R,S不能同

时测量，试图组成 f(R,S)就是全无意义的，因为无法给出相应的测量装置。

然而，我们并不只能在单个对象 S上研究物理量。特别是，若几个量能否

同时测量尚有疑问，自然还应考虑大的统计系综：它由许多个系统 S1, . . . ,SN

组成，也就是 S的N 个副本，其中N 很大 4.2。在这种系综 [S1, . . . ,SN ]上测量

的，自然不是物理量R的某个“值”，而是它的数值分布。也就是说，对每一个区

间 a′ < a ≤ a′′，其中 a′, a′′给定且 a′ ≤ a′′，确定 S1, . . . ,SN 中有多少个系统的R

值落在其中；把这个数除以N，就得到概率函数 w(a′, a′′) = w(a′′)−w(a′)。4.3 采

要确定状态，还须作进一步的规定：在经典力学中，要给坐标和动量 q1, . . . , q6, p1, . . . ,

p6 赋予数值 q01, . . . , q
0
6, p

0
1, . . . , p

0
6；在量子力学中，则要给定波函数 φ(q1 · · · q6)。所需规

定到此为止。系统与状态一经给定，理论便提供唯一确定的计算规则，用来回答所有问

题。
4.2 这类系综称为“集体”（Kollektive），是从频率观点建立概率论所必需的。R. vonMises引入
了这一概念，认识到它对概率论的意义，并据此建立了理论。例如参看他的著作Wahr-
scheinlichkeit, Statistik und ihre Wahrheit，柏林，1928年。

4.3 w(a′)是 a ≤ a′的概率，也就是 a属于区间−∞, a′的概率。可见，w(a)具有以下性质；为
了明确显出它对R的依赖，以下写作wR(a)：当 a→ −∞时，wR(a)→ 0；当 a→ +∞时，
wR(a)→ 1；当 a ≥ a0且 a→ a0时，wR(a)→ wR(a0)；当 a′ ≤ a′′时，wR(a′) ≤ wR(a′′)。

在量子力学中，若 E(λ)是属于 R的单位分解，则 wR(a) = ‖E(a)φ‖2 = (E(a)φ,φ)。

如果 wR(a)可微，可以用通常的“概率密度” d
dawR(a)来代替它。如果它在 a = a0处

不连续，当然是从左侧而言，那么 a = a0这一点具有“离散概率”wR(a0)−wR(a0− 0)。

但在一般情况下都适用的概念，仍是 wR(a)，参看原注 4.2所引文献。
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用这种系综的重大好处在于：

1.即使测量物理量 R会使被测系统 S 发生很大变化，只要 N 足够大，对

系综 [S1, . . . ,SN ]中R的概率分布作统计测定，仍可使系综受到的改变任意小。

量子力学中的测量确实会造成上述变化；而且，我们在 III.4已经看到，在基本
过程的物理学中，这种变化原则上不可避免，因为测量的干预与系统本身、或

与其中被观察的部分，属于同一数量级。

2.即使两个（或更多）物理量R,S在单个系统 S上不能同时测量，只要N

足够大，仍能在同一个系综 [S1, . . . ,SN ]中同时确定它们的概率分布，而且可

以任意精确。

对一个含 N 个元素的系综，要统计考察 R的数值分布，并不必测量全部

N 个元素 S1, . . . ,SN。任选一个含M ≤ N 个元素的子系综，例如 [S1, . . . ,SM ]，

就已足够；条件是M,N 都很大，但M 相对于 N 仍可很小 4.4 。这样，测量引

起的改变至多只涉及整个系综的M/N；只要把M/N 取得足够小，这个比例便

可任意小。N 足够大时，即使M 很大也做得到，这就证明了 1。若要同时测量
两个（或更多）物理量R,S，就需要两个子系综，例如 [S1, . . . ,SM ]和 [SM+1,

. . . ,S2M ]，其中 2M ≤ N。前者用来统计 R，后者用来统计S。这两次测量虽

然针对同一个系综 [S1, . . . ,SN ]，却不会互相干扰；只要 2M/N 足够小，甚至只

会改变其中任意小的一部分。N 足够大时，即使M 很大也能做到，这就证明

了 2。
可见，正因为测量可能影响单个系统，几个物理量也可能不能同时测量，我

们才需要引入统计系综，也就是采用概率论的方法。一般的理论必须顾及这两

种情况：基本过程中可能出现这些情况，本就是应当预料到的4.5；而今天，精

确的分析已使这一点不容置疑，参见 III.4。统计系综消除了这些困难，从而使
客观描述重新成为可能。这种描述既不依赖偶然的结果，也不依赖在给定状态

下，究竟选择测量两个不能同时测量的量中的哪一个。

在这样的系综中，一个物理量R没有确定值，并不值得惊讶。它的数值分

4.4 这是所谓大数定律，即 Bernoulli定理的结果。
4.5 例如，在定义电场时，人们曾把下面这一点看作原则性的困难：为此所用的带电“试探

物体”，不可能小于一个电子。
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布可以不是只集中在单个值 a0上4.6，而是允许几个值或若干数值区间，因而

有正的方差 4.6 。不过，这种情形可能有两种不同原因：

I.系综中的各个系统S1, . . . ,SN 可能处于不同状态，而系综 [S1, . . . ,SN ]由

这些状态的相对频率来规定。此时，物理量不能给出确定值，是由于我们有所

不知：不知道测量的是哪一种状态，自然就无法说出将得到什么结果。

II.所有单个系统 S1, . . . ,SN 都处于同一状态，但自然规律不具有因果性。

此时，方差并非来自我们的无知，而是自然本身不遵守“充足理由原则”。

情形 I人人熟悉，情形 II则既重要又新颖。起初，人们固然会怀疑后者是
否可能存在，但我们将找到一个客观判据，用来判断它究竟是否出现。乍看之

下，似乎可以提出重大异议，否认这种情形能够设想、或否认它有意义。然而，

我们认为这些异议站不住脚；要摆脱某些困难（例如量子力学中的困难），II
还是唯一的出路。因此，下面讨论 II在概念上遇到的困难。

对 II可以提出如下反驳：自然根本不可能违背“充足理由原则”，即因果
性，因为这实际上更像是在定义“相同”。也就是说，两个相同的对象 S1,S2

——即系统 S 的两个副本，处于同一状态——在一切可以设想的干预下都将

4.6 确定值 a0 对应于概率函数 wR(a)，其中

wR(a) =

1, a ≥ a0,

0, a < a0.

方差 ε2为零，当且仅当概率函数具有上述形式。顺便指出，均值 ϱ及方差 ε2按下式计

算，积分为 Stieltjes积分：

ϱ =

∫ +∞

−∞
a dwR(a),

ε2 =

∫ +∞

−∞
(a− ϱ)2 dwR(a)

=

∫ +∞

−∞
a2 dwR(a)− 2ϱ

∫ +∞

−∞
a dwR(a) + ϱ2

=

∫ +∞

−∞
a2 dwR(a)− ϱ2

=

∫ +∞

−∞
a2 dwR(a)−

(∫ +∞

−∞
a dwR(a)

)2

.

参看 III.4及原注 3.14。
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作出相同反应；这一命题之所以为真，只是因为它没有说出任何实质内容。假

如 S1,S2 受到相同干预却表现不同，例如测量物理量 R 时得到不同的值，人

们就不会称它们“相同”。于是，若系综 [S1, . . . ,SN ]对某个物理量R有非零方

差，那么按定义，单个系统 S1, . . . ,SN 就不可能全处于同一状态。把这个说法

用于量子力学，就是说：只要 φ不是 R对应算符 R的本征函数 4.7，在若干个

都具有波函数 φ的系统上测量同一个量R，就会得到不同的值。所以这些系统

本来就不“相同”，也就是说，波函数给出的描述并不完备。因而还应存在其

他决定因素，即 III.2提到的“隐参数”。我们很快就会看到，事情并没有这样
简单。

按照这种看法，只要一个大的统计系综中还有某个量R的方差不为零，就

必定能够按其元素所处的不同状态，把系综分成构成各异的几部分。这个说法

似乎更有道理，因为看起来确实有一个简单的分法：按R在其中取得的不同值

来划分。对所有存在的量R,S,T, . . .都完成这样的细分或分解之后，才应得到

真正的纯系综。最后得到的每一个子系综中，这些量的方差就都为零了。

首先，刚才这几句话中的断言是错误的，因为它们忽略了测量会改变被测

系统。为简单起见，设R只取 a1, a2两个值；在全部对象 S1, . . . ,SN 上测量它，

设在 S′
1, . . . ,S

′
N1
上得到 a1，在 S′′

1, . . . ,S
′′
N−N1

上得到 a2。测量之后，R在 [S′
1,

. . . ,S′
N1
]和 [S′′

1, . . . ,S
′′
N−N1

]中的方差确实都为零，在前者中恒为 a1，在后者中

恒为 a2。但这不只是把 [S1, . . . ,SN ]分成了上述两部分，因为测量R还改变了

各个系统。

我们在 1中确实找到一种办法，能在只略微改变 [S1, . . . ,SN ]的情况下确

定R的数值分布：只测量 S1, . . . ,SM，其中M 很大，而M/N 很小。但这不能

给出分解，因为对大多数系统 S1, . . . ,SN，也就是 SM+1, . . . ,SN，并没有查明

每个系统各自的R值。现在可以看出，上述产生纯系综的方法为什么失效。接

着在 [S′
1, . . . ,S

′
N1
] 和 [S′′

1, . . . ,S
′′
N−N1

] 中测量第二个量 S；它也只取 b1, b2 两个

值。设在 S′′′
1 , . . . ,S

′′′
N11
与 SV

1 , . . . ,S
V
N12
中测得 b1，在 SIV

1 , . . . ,S
IV
N1−N11

与 SVI
1 , . . . ,

4.7 这里说的是在多个系统上作独立的测量；若在同一系统上相继测量，得到的将总是同一

个值，参看 III.3。
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SVI
N−N1−N12

中测得 b2。于是 S在

[S′′′
1 , . . . ,S

′′′
N11

], [SIV
1 , . . . ,S

IV
N1−N11

],

[SV
1 , . . . ,S

V
N12

], [SVI
1 , . . . ,S

VI
N−N1−N12

]

中的方差都为零，它的值依次恒为 b1, b2, b1, b2。然而，前两个系综虽然是 [S′
1,

. . . ,S′
N1
]的部分，后两个虽然是 [S′′

1, . . . ,S
′′
N−N1

]的部分，而R在这两个原系综

中的方差都为零，但在新得到的四个系综中，方差却可能个个都不为零：测量

S改变了组成它们的单个系统！因此，这样做并没有进展，每一步都破坏了前

一步的结果 4.8。无论怎样累积接连进行的测量，也不能在这团混乱中建立因果

秩序。在原子领域，我们已经来到物理世界的边缘；每一次测量都是与被测对

象同一数量级的干预，因而会显著影响它。这实质上是不确定性关系的结果。

所以，未必存在一种方法，总能在不改变系综各个元素的条件下，把存

在非零方差的系综继续分解；更不能保证最终达到所有物理量的方差都为零

的纯系综。我们习惯于把这种纯系综看成由彼此相同、按因果律确定的单个

对象组成。尽管如此，人们仍可试着保留如下设想：任何存在非零方差的系

综，都能在不改变其元素的条件下分成两个（或更多）部分，各部分彼此不

同，也不同于原系综；也就是说，将两个分解所得的系综混合，便重新得到

原来的系综。

可见，原先想把因果性作为“相同”的定义来确立，最后却变成了一个事

实问题。这个问题能够而且必须回答，答案甚至可能是否定的：凡是其中某些

物理量R的方差不为零的系综 [S1, . . . ,SN ]，是否真的都能表示成两个（或更

多）系综的混合，而这些系综彼此不同，也不同于它？若多于两个，例如 n = 3,

4, . . .，只须把第一个与其余 n− 1个的混合态分开考虑，就可归结为两个的情

形。

例如，若 [S1, . . . ,SN ]是 [S′
1, . . . ,S

′
P ]与 [S′′

1, . . . ,S
′′
Q]的混合，那么对于每个

物理量R，它的概率函数 wR(a)（参见原注 4.3）都可以用后两个系综的概率函

4.8 例如，可以想一想：若把R,S取为 q，即一个直角坐标，以及动量 p，会发生什么？由于

不确定性关系，这两个量不能同时测量。如果一个系综中 q的散布程度很小，那么以准

确度 ε，即相应散布程度 ε测量 p，就会把 q的散布程度至少增大到 h/(4πε)，参看 III.4；
也就是说，原先使 q的取值集中的效果，全被破坏了。
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数 w′
R(a), w

′′
R(a)表示为

wR(a) = αw′
R(a) + βw′′

R(a), α > 0, β > 0, α + β = 1. (M1)

其中 α = P/N，β = Q/N，N = P +Q，而 α, β不依赖R。因此，归根结底，这

是一个数学问题：给定一个概率函数为wR(a)的系综，其中有些量R的方差不

为零（wR(a)的相应性质见原注 4.6），是否总能找到另外两个系综，其概率函
数为 w′

R(a)与 w′′
R(a)，使M1 对一切 R成立？也可以换一种表述：不用各个量

R的概率函数 wR(a)，而用它们的期望值

Erw(R) =

∫ +∞

−∞
a dwR(a)

来确定系综。这样，问题可表述如下：如果一个系综对每个 R的方差

Erw
(
[R− Erw(R)]2

)
= Erw(R2)− [Erw(R)]2

都等于零（参见原注 4.6），即满足

Erw(R2) = [Erw(R)]2 (Str1)

就称它为零方差系综。如果不是这样，是否总能找到另外两个系综，其期望值

分别为 Erw′(R)与 Erw′′(R)，且

Erw(R) 6≡ Erw′(R) 6≡ Erw′′(R),

使
Erw(R) = αErw′(R) + β Erw′′(R),

α > 0, β > 0, α + β = 1
(M2)

恒成立，其中 α, β不依赖R？［须注意：对于一个给定的量R，数 Erw(R)不能

代替函数 wR(a)；但知道所有 Erw(R)，就等于知道所有 wR(a)。因为若以

fa(x) =

1, x ≤ a,

0, x > a,

定义 fa(x)，就有 wR(a) = Erw(fa(R))。］



221

要从数学上处理这个问题，考察相应的 Erw(R)，比考察系综 [S1, . . . ,SN ]

本身更方便。每个系综都有这样一个函数：它对 S 中的所有物理量 R都有定

义，取值为实数；反过来，它也完全确定系综的一切统计性质。这里可参照上

面对 Erw(R)与 wR(a)之间关系的说明。当然，我们还须弄清，一个以R为自

变量的函数必须具备哪些性质，才能成为某个适当系综的 Erw(R)。一旦弄清，

就可以作出定义：

α)若一个以 R为自变量的函数是某个 Erw(R)，且满足条件 Str1，就称它零方
差。
β)若一个以 R为自变量的函数是某个 Erw(R)，并且对它而言，M2蕴含

Erw(R) ≡ Erw′(R) ≡ Erw′′(R)

就称它纯的（或均一的）。从这些概念的含义看，每一个零方差的 Erw(R)函数

都是纯的；这一点我们稍后还要证明。因此，我们的问题是：每一个纯的Erw(R)

函数是否都具有零方差性质？

显然，每一个 Erw(R)函数都必须具备以下性质：

A.若物理量R恒等于 1，则 Erw(R) = 1。这里所谓恒等于 1，是指R的“测量

规程”为：什么都不必测量，因为 R永远取值 1。

B.对每个 R和每个实数 a，都有 Erw(aR) = aErw(R)。4.9

C.若物理量R按其本性绝不取负值，例如它是另一个物理量S的平方4.9，则

Erw(R) ≥ 0。

D.若物理量 R,S, . . .同时可测，则

Erw(R+S+ · · · ) = Erw(R) + Erw(S) + · · · . 4.9

若 R,S, . . .不能同时测量，R+S+ · · · 便没有定义，参见上文。
这一切都直接来自所考察物理量的定义（即测量规程），以及期望值的定

义：在一个足够大的统计系综中，把所有测量结果取算术平均。关于 D，应注
意它所依据的是概率论中的一条定理：一个和的期望值总等于各个加项的期

4.9 aR、S2、R +S + · · · 的意思是：按照上面给出的定义，把物理量 R，或 S，或 R,S,

. . .，分别代入函数 f(x) = ax、f(x) = x2 或 f(x, y, . . .) = x+ y + · · ·。
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望值之和，不论这些加项之间是否存在概率上的依赖关系；例如乘积就没有

这样的性质。我们只对同时可测的 R,S, . . . 提出这一条件，自然是因为否则

R+S+ · · · 便没有意义。
不过，量子力学中还存在一种超出上述讨论的运算：任意两个物理量都可

以相加，不要求它们同时可观测。这是因为，两个厄米算符 R,S的和 R+S仍

是厄米的，即使 R,S不对易也是如此；例如，它们的乘积 RS就只有在二者对

易时才是厄米的，参见 II.5。在每个状态 φ中，期望值相加：

(Rφ,φ) + (Sφ, φ) = ((R + S)φ, φ);

参见 III.1的E2。多个加项也一样。我们把这一事实纳入目前的一般性设定；这

个设定到现在还完全没有专门限定为量子力学：

E.若 R,S, . . . 是任意物理量，就存在另一个物理量 R + S + · · ·，它不依赖于
Erw(R)函数的选取，而且满足

Erw(R+S+ · · · ) = Erw(R) + Erw(S) + · · · .

若R,S, . . .同时可测，根据D，这个R+S+· · · 必定就是通常的和。但在一般情
形中，它只由 E间接规定；我们很难把R,S, . . .的测量规程合成为R+S+ · · ·
的测量规程。4.10

4.10 例如，在 Heisenberg理论中，一个在势场 V (xyz)中运动的电子，其能量算符为

H0 =
(P x)2 + (P y)2 + (P z)2

2m
+ V (Qx, Qy, Qz),

例如参看 III.6；它是两个不对易的算符之和：

R =
(P x)2 + (P y)2 + (P z)2

2m
, S = V (Qx, Qy, Qz).

测量属于 R的物理量 R，是动量测量；测量属于 S 的物理量 S，是坐标测量。但属于

H0 = R+S的物理量R+S，则要用完全不同的方式测量。例如，可以测量这个束缚电

子发出的谱线的频率，再依据 Bohr频率关系确定能级，即R+S的值。尽管如此，任

何情况下仍有

Erw(R+S) = Erw(R) + Erw(S).
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在以上说明之外，再补充一点。我们不只容许代表期望值的 Erw(R) 函

数，也要容许代表相对期望值的函数；也就是说，撤去归一化条件 A。根据 C，
Erw(1) ≥ 0；如果它有限且不为零，便没有本质区别，因为改用Erw(R)/Erw(1)，

一切就与原来相同。但 Erw(1) = ∞ 是一种本质上不同的可能性。我们作这

种推广，正是为了包括它。用一个简单例子最容易说明：有时采用相对概率比

采用真正的概率更好，尤其是相对概率的总和为无穷大的情形；Erw(1) 对应

的正是总概率。设所考察的系统是一个能沿一维运动的粒子，其统计分布使

它在一条无限直线上各处出现的可能性相等。这时，直线上每个有限区间的

概率都是零。但各处等概率并不由这一点体现，而是由如下事实体现：两个

有限区间的概率之比，等于它们长度之比。由于 0/0没有意义，我们只能把区

间长度引入为相对概率，借此表达上述关系；不过，总相对概率也就成为∞。
综合以上各点，最后把条件写成如下形式（A′对应 C，B′对应 B、D、E）：

A′.若物理量 R 按其本性绝不取负值，例如它是另一个物理量 S 的平方，则

Erw(R) ≥ 0。

B′.若 R,S, . . .是任意物理量，a, b, . . .是实数，则

Erw(aR+ bS+ · · · ) = aErw(R) + bErw(S) + · · · .

还须强调：

1.由于只考察相对期望值，函数 Erw(R)与 cErw(R)（c > 0为常数）应视为没

有本质区别。

2.对所有 R都有 Erw(R) ≡ 0时，不能给出任何论断，故排除这一函数。

3.当 Erw(1) = 1 时，得到的是绝对期望值，即正确归一化的期望值。根据 A′，

Erw(1) 总是 ≥ 0；只要它有限且不为零，便可在 1 中取 c = 1/Erw(1)，恢复

正确的归一化。若 Erw(1) = 0，则如下文所证，属于 2的情形，应予排除。若
Erw(1) =∞，则统计本质上未归一化，即只能是相对的。

还须回到定义 α)、β)。根据 1，可把M2换成较简单的条件

Erw(R) = Erw′(R) + Erw′′(R). (M3)

关于 Str1，应注意先前的计算假设了 Erw(1) = 1。当 Erw(1) =∞时，根本无法
定义零方差性，因为它所说的是 Erw((R−ϱ)2) = 0，其中 ϱ为R的绝对期望值，
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也就是Erw(R)/Erw(1)，而这个比值在此可能是∞/∞，从而没有意义。4.11因此，
α)、β)现在改述如下：

α′)一个以R为自变量、可作为 Erw(R)的函数，若 Erw(1)有限且不为零，就可

以依 1设 Erw(1) = 1；在此条件下，以 Str1为判据，满足它的称为零方差。
β′)一个以 R为自变量、可作为 Erw(R)的函数，若对它而言，M3必定蕴含

Erw′(R) = c′ Erw(R), Erw′′(R) = c′′ Erw(R),

就称它纯的（或均一的）。其中 c′, c′′ 是常数，当然有 c′ + c′′ = 1，而且根据 A′

及 1、2，有 c′ > 0、c′′ > 0。

根据 A′、B′及 α′)、β′)，只要知道 S 中的物理量R,S, . . .以及它们之间的

函数关系，就能对因果性问题作出确切判断。下一节将在量子力学中进行这一

工作。

本节最后再补充两点。

第一点涉及 Erw(1) = 0的情形。此时，由 B′得 Erw(c) = 0。如果一个物理

量R恒满足R ≥ c′、R ≤ c′′，由 A′得 Erw(c′′ −R) ≥ 0、Erw(R− c′) ≥ 0；再由

B′ 得 Erw(c′) ≤ Erw(R) ≤ Erw(c′′)，即 Erw(R) = 0。现在任取 R，并取一列有

界函数 f1(x), f2(x), . . .，使

f1(x) + f2(x) + · · · = x

例如

f1(x) =
sin x

x
, fn(x) =

sinnx

nx
− sin(n− 1)x

(n− 1)x
, n = 2, 3, . . . .

于是对 n = 1, 2, . . .有 Erw(fn(R)) = 0，再由 B′ 得 Erw(R) = 0。所以，正如前

面所说，Erw(1) = 0属于 2所排除的情形。T4.3

第二点是：Str1用 Erw(R2) = [Erw(R)]2来刻画零方差性，颇值得注意。因

为在零方差的情形，Erw(R)就是R的值，Erw(f(R))就是 f(R)的值，所以对

每个函数 f(x)都应有

Erw(f(R)) = f(Erw(R)). (Str2)

4.11不过，对于零方差系综，并没有理由不采用正确归一化的期望值。
T4.3 原书所印的例子不满足所述求和关系：其前 N 项和为 sin(Nx)/(Nx)，当 x 6= 0时趋于

0，并非 x。公式仍按原书保留。
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Str1 只是 Str2 中 f(x) = x2 这一特例，为什么就够了呢？答案是：只要 Str2 对

f(x) = x2 成立，它便自动对所有 f(x)成立。甚至可以用 x的任意其他连续的

严格凸函数来代替 x2，也就是满足下式的函数：

f

(
x+ y

2

)
<
f(x) + f(y)

2
(x 6= y).

这里不再证明。

2. 统计公式的证明

我们知道，量子力学系统中的每个物理量，都唯一对应一个超极大厄米算

符，参见 III.5中的讨论。为便于讨论，我们假定这种对应是一一对应，即每一
个超极大厄米算符确实都对应一个物理量；在 III.3中，我们也曾偶尔用到这一
点。此外，还有如下规律成立（参见 III.5中的 F、L及 IV.1末尾的说明）：
I.若物理量 R对应算符 R，则物理量 f(R)对应算符 f(R)。

II.若物理量 R,S, . . . 分别对应算符 R,S, . . .，则物理量 R + S + · · · 对应算符
R + S + · · ·。这里不假设 R,S, . . .同时可测，参见前述位置的说明。

A′、B′、α′)、β′)以及 I、II，构成了下面分析的数学出发点。
设 φ1, φ2, . . . 是一个完全的规范正交系。对于每个算符 R，我们考察矩阵

aµν = (Rφµ, φν)，以它代替 R。再构造如下厄米算符，其矩阵分别为

e(n)µν =

1, µ = ν = n,

0, 其他情形,

f (mn)µν =


1, µ = m, ν = n,

1, µ = n, ν = m,

0, 其他情形,

g(mn)µν =


i, µ = m, ν = n,

−i, µ = n, ν = m,

0, 其他情形.

顺便指出，这些算符就是T4.4

P[φm],

T4.4 原书此处印作 P[φm]；第一个矩阵的下标为 n，实际对应 P[φn]。这里保留原印下标。
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P[(φm+φn)/
√
2] − P[(φm−φn)/

√
2],

P[(φm+iφn)/
√
2] − P[(φm−iφn)/

√
2].

相应的物理量记作 U(n),V(mn),W(mn)。由 anm = amn，显然有

aµν =
∑
n

anne
(n)
µν +

∑
m<n

Re amnf
(mn)
µν +

∑
m<n

Im amng
(mn)
µν ,

以及

R =
∑
n

annU
(n) +

∑
m<n

Re amnV
(mn) +

∑
m<n

Im amnW
(mn).

根据 II及 B′，

Erw(R) =
∑
n

ann Erw(U
(n)) +

∑
m<n

Re amn Erw(V
(mn))

+
∑
m<n

Im amn Erw(W
(mn)).

所以，令

unn = Erw(U(n)),

umn = 1
2 Erw(V

(mn)) + i
2 Erw(W

(mn)), m < n,

unm = 1
2 Erw(V

(mn))− i
2 Erw(W

(mn)), m < n,

便得

Erw(R) =
∑
m,n

unmamn.

由于 unm = umn，可以用 (Uφm, φn) = umn 定义一个厄米算符 U；4.12 而右端就

是 Tr(UR)，参见 II.11。因此，最后的公式为

Erw(R) = Tr(UR), (Sp.)

4.12 即

Uφm =
∑
n

umnφn,

这当然要求
∑
n |umn|2 有限。例如，可以如下证明这一点。若

∑
n |xn|2 = 1，则对 φ =∑

n xnφn，R = P[φ]具有矩阵 x̄µxν，所以相应物理量R的期望值为
∑
mn unmx̄mxn。由

于 P[φ] = P 2
[φ]、1− P[φ] = (1− P[φ])

2，这个期望值 ≥ 0且 ≤ Erw(1)；所以，至少在期望

值函数 Erw(R)已归一化时，它 ≥ 0且 ≤ 1。若 xN+1 = xN+2 = · · · = 0，这意味着：当
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U 是一个不依赖于 R的厄米算符 4.13，因而由系综本身决定。

根据 II，无论怎样选取 U，Sp. 都满足 B′。所以只须确定A′对 U 施加了什么

限制。任取 ‖φ‖ = 1的 φ。由 P 2
[φ] = P[φ]及 I，P[φ]对应的物理量R满足R2 = R，

故由 A′得 Erw(R) ≥ 0。于是

Tr(UP[φ]) = (Uφ, φ) ≥ 0.

对于任意 f 6= 0，可取 φ = 1
∥f∥ ·f，于是 (Uφ, φ) = (Uf, f)/‖f‖2，仍有 (Uf, f) ≥ 0；

而 f = 0时本来就成立。所以 U 定号。这样，A′蕴含 U 的定号性；反过来，定

号性也足以保证 A′成立。

A′所要求的，无非是每个 Erw(S2)都 ≥ 0。因为，若R只能取非负值，对

于 f(x) = |x|就有 f(R) = R；又因为 g(x) =
√
|x|恒满足 (g(x))2 = f(x)，便有

∑N
n=1 |xn|2 = 1时，N 维厄米型

∑N
m,n=1 unmx̄mxn的值≥ 0且≤ 1；也就是说，矩阵 uµν，

µ, ν = 1, . . . , N，的本征值都≥ 0且≤ 1。因此，向量 ym =
∑N
n=1 umnxn的长度，总不大

于向量 xm的长度。取

xm =

1, m = m̄,

0, 其他情形,

则 ym = umm̄，从而

N∑
m=1

|xm|2 ≥
N∑
m=1

|ym|2, 1 ≥
N∑
m=1

|umm̄|2.

由于这对每个 N 都成立，所以
∑
n |um̄n|2 ≤ 1。

4.13 严格地说，整个论证只有在 φ1, φ2, . . .都属于R的定义域时，才是有效的。对每个R，我

们确实可以找到这样的完全规范正交系 φ1, φ2, . . .，参看 II.11。但若R并非处处有定义，

这个正交系就依赖于R。因此，实际得到的情形是：对每一个完全规范正交系φ1, φ2, . . .，

有一个依赖于该正交系的 U，使得

Erw(R) = Tr(UR)

只须对定义域包含 φ1, φ2, . . .的那些 R成立。

但所有这些 U 仍彼此相等。因为，若 U ′, U ′′是其中两个，那么当R处处有定义时，上

式对二者都成立，即 Tr(U ′R) = Tr(U ′′R)。令 R = P[φ]，便得到 (U ′φ,φ) = (U ′′φ,φ)，即

((U ′ − U ′′)φ,φ) = 0。由于这对全部满足 ‖φ‖ = 1的 φ都成立，因而也对希尔伯特空间

的全部元素成立，所以必须有 U ′ − U ′′ = 0，即 U ′ = U ′′。
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(g(R))2 = f(R)，所以R = S2，其中S = g(R)。4.14 若 S是S的算符，所需条件

就是 Tr(US2) ≥ 0。而 S2定号，因为

(S2f, f) = (Sf, Sf) ≥ 0.

因此，用A,B分别代替U, S2，需要证明的是：若A,B厄米且定号，则Tr(AB) ≥
0。这一点已在 II.11中借助定号算符的一般定理（参见原注 2.78）证明过。4.15

至此，函数 Erw(R)已完全确定：它们对应于定号厄米算符 U，相互关系

由 Sp. 给出。我们把 U 称为相应系综的统计算符。
现在很容易讨论 IV.1中的附注 1、2、3。与之对应，有：

1.从相对概率和相对期望值来看，U 与 cU 没有本质区别，其中 c > 0为常数。

2.U = 0不能给出任何论断，故须排除。

3.当 TrU = 1时，得到绝对的、即正确归一化的概率和期望值。只要 TrU 有限，

就可以根据 1，把 U 乘以 c = 1/TrU 而归一化。由于 U 定号，TrU ≥ 0；实际

上还有 TrU > 0，因为 TrU = 0会导致 U = 0，而这已被 2排除。这一点在 IV.1
末尾已作一般证明，在目前情形中也可直接由 II.11得到。只有 TrU 为无穷大

时，概率和期望值才本质上只能是相对的。

4.14 不能直接令S =
√
R，即S = h(R)、h(x) =

√
x；因为我们只考虑在所有实数 x上有定

义的实值函数，而
√
x并非如此：当 x为负时，它是虚数。

4.15 也可以作一个简单的直接证明。设 φ1, φ2, . . .是完全规范正交系，aµν = (Aφµ, φν)、bµν =

(Bφµ, φν)，并有 Tr(AB) =
∑
µν aµνbνµ。只要所有的和

∑N
µ,ν=1 aµνbνµ都 ≥ 0，这个量就

≥ 0。若 f =
∑N
µ=1 xµφµ，则

(Af, f) =
N∑

µ,ν=1

aµνxµx̄ν ≥ 0, (Bf, f) =
N∑

µ,ν=1

bµνxµx̄ν ≥ 0;

所以有限矩阵 aµν , bµν，µ, ν = 1, . . . , N，同样定号。定号性以及
∑N
µ,ν=1 aµνbνµ的值，都

是N 维空间中的正交不变量。由于 bµν 是厄米的，可以用这个N 维空间中的正交变换，

把它化为对角形。因此，不妨一开始就假设它为对角矩阵，即当 µ 6= ν时 bµν = 0。于是

N∑
µ,ν=1

aµνbνµ =

N∑
µ=1

aµµbµµ.

但根据定号性，有 aµµ ≥ 0、bµµ ≥ 0；令 ν = µ时 xν = 1，ν 6= µ时 xν = 0即可看出。因

此，上述和确实 ≥ 0。
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最后还须研究 IV.1的 α)、β)，也就是在这些 U 中找出零方差的和纯的。

先看零方差的。此时须假设 U 已正确归一化，参见 IV.1；而且应恒有
Erw(R2) = [Erw(R)]2，即 Tr(UR2) = [Tr(UR)]2。对 R = P[φ]，有 R2 = R = P[φ]

以及 Tr(UP[φ]) = (Uφ, φ)，所以应有 (Uφ, φ) = (Uφ, φ)2，即 (Uφ, φ) = 0或 1。若

‖φ′‖ = 1、‖φ′′‖ = 1，总能使φ从φ′连续变化到φ′′，并始终保持 ‖φ‖ = 1。4.16 此时

(Uφ, φ)也连续变化，但它只能取 0或 1，因而必为常数。所以 (Uφ′, φ′) = (Uφ′′,

φ′′)。于是 (Uφ, φ)或恒等于 0，或恒等于 1；立刻可得 U = 0或 U = 1。U = 0

已被 2排除；U = 1则不能归一化，因为 Tr 1等于空间的维数，即∞。而且不
难直接看出，它也不是零方差的。因此，零方差系综不存在。

再看纯的。根据 β)及 Sp.，称 U 为纯的，是指若

U = V +W,

其中 V,W 与 U 一样厄米且定号，就必有 V = c′U、W = c′′U。4.17 我们断言：具

有这一性质的恰好是 U = P[φ]，‖φ‖ = 1。

先设 U 具有上述性质。由于 U 6= 0，存在 f0 使 Uf0 6= 0；于是 f0 6= 0，从

而 (Uf0, f0) > 0（参见 II.5，定理 19）。构造两个厄米算符

V f =
(f, Uf0)

(Uf0, f0)
· Uf0, Wf = Uf − (f, Uf0)

(Uf0, f0)
· Uf0

则

(V f, f) =
|(f, Uf0)|2

(Uf0, f0)
≥ 0,

(Wf, f) =
(Uf, f) · (Uf0, f0)− |(f, Uf0)|2

(Uf0, f0)
≥ 0;

4.16 当 φ′ = φ′′时，这是显然的。设 φ′ 6= φ′′；把 φ′, φ′′“正交化”（见 II.2），得到与 φ′正交的 φ1，

使 ‖φ1‖ = 1，且 φ′′为 φ′, φ1的线性组合。因此 φ′′ = aφ′+bφ1，‖φ′′‖2 = |a|2+ |b|2 = 1。例

如，令 |a| = cos θ, |b| = sin θ，则 a = eiα cos θ, b = eiβ cos θ。［T4.5 译者注：原书在这里的 b

表达式中印作 cos θ；前后各式要求 sin θ。］这时，取 a(x) = eixα cosxθ, b(x) = eixβ sinxθ，

仍有 |a(x)|2 + |b(x)|2 = 1，所以 φ(x) = a(x)φ′ + b(x)φ1满足 ‖φ(x)‖ = 1。而且 φ(x)从 φ′

（x = 0）连续变化到 φ′′（x = 1）。
4.17 严格说来，由于第 2项，还应要求 V 6= 0,W 6= 0；不过，V = 0或W = 0的情形，分别

已包含在 c′ = 0, c′′ = 1或 c′ = 1, c′′ = 0中。
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参见 II.5，定理 19。因此 V,W 定号，且显然 U = V +W。于是 V = c′U；又因

V f0 = Uf0 6= 0，必有 c′ = 1，即 U = V。令

φ =
1

‖Uf0‖
· Uf0, ‖φ‖ = 1, c =

‖Uf0‖2

(Uf0, f0)
> 0,

就得 Uf = V f = c(f, φ)φ = cP[φ]f，即 U = cP[φ]。根据 1，U 本质上就是 P[φ]。

反过来，设 U = P[φ]，‖φ‖ = 1。若 U = V +W，V,W 定号，便可作如下推

论。由 Uf = 0得

0 ≤ (V f, f) ≤ (V f, f) + (Wf, f) = (Uf, f) = 0,

所以 (V f, f) = 0，从而 V f = 0（参见刚才所引处）。而 (f, φ) = 0会给出 Uf =

P[φ]f = 0，故也有 V f = 0。于是对任意 g，有 (f, V g) = (V f, g) = 0。也就是说，

凡与 φ正交的，也与 V g正交，所以 V g = cg · φ，其中 cg 是依赖于 g的数。我

们只须用到 g = φ的情形，即 V φ = c′ ·φ。每个 f 均可写成 (f, φ) ·φ+ f ′，其中

f ′与 φ正交，因而

V f = (f, φ) · V φ+ V f ′ = (f, φ) · c′φ = c′P[φ]f = c′Uf.

所以 V = c′U，W = U − V = (1− c′)U，至此全部证毕。
因此，纯系综对应于 U = P[φ]，‖φ‖ = 1；在这种情形中，Sp. 就成为 III.1

的公式 E2：

Erw(R) = Tr(P[φ]R) = (Rφ,φ). (E2)

注意，Erw(1) = Tr(P[φ]) = 1，因为 P[φ]对应于一维空间 [φ]，也可以直接由E2看

出。所以上述形式的U已正确归一化。最后，再问P[φ]与P[ψ]何时给出相同统计，

也就是何时有P[φ] = cP[ψ]，其中 c > 0为常数（参见 1）。由于Tr(P[φ]) = Tr(P[ψ]) =

1，必有 c = 1，于是 P[φ] = P[ψ]，[φ] = [ψ]，即 φ = aψ。再由 ‖φ‖ = ‖ψ‖ = 1，得

常数 a满足 |a| = 1；这显然也是充分条件。

归结起来：零方差系综不存在；纯系综则存在，它们恰好对应于 U = P[φ]，

‖φ‖ = 1。对这些 U，Sp. 化为 E2，归一化也已正确。若把 φ换成 aφ，其中 a为

常数且 |a| = 1，则 U 不变；除此以外，对 φ的任何改变都会使 U 发生本质变

化，参见 1。因此，纯系综正对应于我们先前所刻画的量子力学状态：它由希
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尔伯特空间中一个满足 ‖φ‖ = 1的 φ表示，模为 1的常数因子无关紧要（参见

III.2），而统计断言由 E2给出。4.18

这一切都是从纯定性的条件 A′、B′、α)、β)、I、II推导出来的。
在我们的条件范围内，判断至此已经作出，而且结论不支持因果性：所有

系综中都存在方差不为零的物理量，纯系综也不例外。

还须讨论 III.2提出的“隐参数”问题。也就是说，波函数 φ（即 E2）所刻画

的纯系综之所以有非零方差，会不会是因为它们并非真正的状态，而只是若干

状态的混合？要刻画真正的状态，除了给出波函数 φ，还须给出其他数据，即

“隐参数”；这些数据合在一起，便按因果律确定一切，也就是导向零方差系综。

这样，纯系综（U = P[φ]，‖φ‖ = 1）的统计，就来自对组成它的所有真正状态取

平均，即对这些状态中实际实现的“隐参数”取值范围取平均。但有两个理由

使这不可能：第一，这样一来，该纯系综就能表示成两个不同系综的混合 4.19，

与其定义矛盾；第二，与“真正”状态对应的零方差系综——即全由处于同一

“真正”状态的系统组成的系综——根本不存在。须注意，我们完全不必深入

“隐参数”机制的细节，就能作出这一判断：无论如何，不能借助它们重新得到

量子力学那些已确立的结果。甚至，只要波函数之外还存在其他决定因素，即

“隐参数”，就不可能仍保有所述的那些物理量及其运算关系，也就是说，I、II
不可能仍成立。

在量子力学用算符表示的那些已知物理量之外，即使还有尚未发现的其

他物理量，也不足以解决问题；因为即便对前面那些已知量，量子力学所规

定的运算关系，即 I、II，也必须失效。因此，这并不像人们常以为的那样，只
是怎样诠释量子力学的问题。要使基本过程可能表现出统计行为以外的行为，

4.18 前两节中导向纯系综的推导，由作者发表于 Gött. Nachr.，1927。纯系综的存在及其与一
般系综的关系，由 H. Weyl（Z. Physik，第 46卷，1927）和作者（上述论文）各自独立发
现。一般系综的一个特殊情形，即两个耦合系统的情形（见 VI.2的讨论），更早已出现
于 J. Landau，Z. Physik，第 45卷（1927）。

4.19 设把所有“隐参数”合记为 π。如果它们只取离散值 π1, π2, . . . , πn（n > 1），就把 π = π1

的系统放入一个系综，把 π 6= π1 的系统放入另一个系综，便得到两个系综，其混合正

是原来的系综。如果 π在区域 Π中连续变化，取 Π的子区域 Π′；一个系综包含 π属于

Π′ 的系统，另一个包含 π不属于 Π′ 的系统。
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量子力学本身就必须在客观上是错误的。

另有一点也值得提出。初看起来，不确定性关系与相对论的基本公设颇

为相似。相对论说：原则上不可能确定两个相距 r 的点上发生的事件是否同

时，其精度不能超过长度为 r/c 的时间区间（c 为光速）。不确定性关系则说：

原则上不可能在相空间中指定一个质点的位置，使其精度超过体积为 (h/4π)3

的区域。4.20 然而，二者有根本区别。相对论固然否认客观而精确地测量同时

性的可能，却仍可通过引入一个伽利略参考系，在世界中设置一个坐标系，由

此定义一种与我们通常的同时性概念足够相符的同时性。之所以不赋予这种

定义客观意义，只是因为坐标系可以有无穷多种不同选择，从而产生无穷多

种同样好的同时性定义。也就是说，这里不能测量，是因为可采用的理论定

义有无穷多种。量子力学则不同：即使引入新的、假设的、未被观察到的坐

标，即“隐参数”，也根本无法用相空间中的点来描述波函数为 φ的系统，因

为这将导向零方差系综。因此，不仅测量不可能，任何合理的理论定义也不

可能。这里说的合理定义，是指像相对论中的定义那样，虽不能由经验来证

明，却至少也不能由经验来驳倒的定义。因此，测量之所以原则上不可能，在

一种情形中，是因为有关概念有无穷多种定义方式，都不违背直接经验或理

论的一般基本假设；在另一种情形中，则是因为这样的定义根本不存在。

据此，可以这样概括因果性在当代物理学中的处境。在宏观领域，没有

支持它的经验，也不可能有。世界在大尺度上（即对肉眼可见的对象）表现

出的因果秩序，原因无疑只是“大数定律”，与支配基本过程的自然规律——

即真正的自然规律——是否具有因果性毫不相干。4.21宏观上相同的对象在宏

观上表现相同，与因果性并没有多大关系。它们其实并不相同：精确规定各

4.20 相空间是六维的；它的六个坐标，是质点的三个直角坐标 q1, q2, q3及相应的三个动量 p1,

p2, p3。依 III.4，相应的散布程度 ε1, ε2, ε3, η1, η2, η3 满足

ε1η1 ≥
h

4π
, ε2η2 ≥

h

4π
, ε3η3 ≥

h

4π
,

即

ε1ε2ε3η1η2η3 ≥
(
h

4π

)3

.

因此，经典力学相空间中的位置，无论如何都有这一体积大小的不确定范围。
4.21参见 Schrödinger对此问题极为透彻的讨论：Naturwiss.，第 17卷（1929），第 37期。
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原子状态的那些坐标，几乎从不相等；宏观描述则对这些坐标取了平均，在

这里，它们就是“隐参数”。然而，这些坐标的数量极大（1 g物质中约有 1025

个），所以按照概率论的已知定理，取平均会使一切方差大幅减小。当然，这

只是一般情况；在某些特殊场合，例如布朗运动、不稳定状态等，这种表面

上的宏观因果性就不成立。只有在原子领域、在基本过程本身中，才能真正

检验因果性问题；但以我们目前的知识，一切都不利于它。现有的形式理论

中，唯一能把经验相当令人满意地整理、归纳起来的，就是量子力学，而它

与因果性有着不可回避的逻辑矛盾。固然，若说因果性就此被彻底否定，未

免言过其实。量子力学目前的形式无疑还有缺漏，甚至可能是错误的；不过，

考虑到它在理解一般问题和计算具体问题时表现出的惊人效能，后一种可能

相当小。它虽然与经验极为吻合，也让我们看到了世界在性质上全新的一面，

但对任何理论，我们都不能说它已被经验证实，只能说它是目前已知对经验

最好的概括。即使充分保留这些限制，我们仍可以说：目前既没有理由，也

没有借口，主张自然中存在因果性。没有任何经验支持它的存在，因为宏观

经验原则上就不适合做这件事；而与我们关于基本过程的经验相容的唯一已

知理论——量子力学——又与它矛盾。

因果性固然是人人根深蒂固的一种看法，却绝不是思维上的必然要求；统

计理论能够建立起来，这件事本身就已说明了这一点。没有成见地面对问题，就

没有理由坚持它。在这样的情况下，为它牺牲一种合理的物理理论，难道有根

据吗？

3. 由实验作出的推论

上一节说明，与我们的定性基本假设相容的最一般统计系综，可按规律 Sp.
由一个定号算符U刻画。其中我们称为纯系综的特殊情形，由U = P[φ]、‖φ‖ = 1

刻画；由于它们就是系统S真正的、不能再分解的状态，我们也称它们为状态，

并把 U = P[φ]称为状态 φ。

如果 U 有纯点谱，例如本征值为 w1, w2, . . .，本征函数为 φ1, φ2, . . .，且构
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成完全规范正交系，那么由 II.8，

U =
∑
n

wnP[φn].

因为 U 定号，所有 wn ≥ 0：事实上，Uφn = wnφn，故 (Uφn, φn) = wn ≥ 0。此

外， ∑
n

wn =
∑
n

(Uφn, φn) = TrU ;

也参见 IV.1开头。因此，U 已正确归一化时，
∑

nwn = 1。按照 IV.1开头的说
明，U 便可看成状态 φ1, φ2, . . .以相对权重 w1, w2, . . .混合的结果；若 U 已正确

归一化，这些权重在绝对意义上也正确。

但由 II.11（特别参见原注 2.79），正确归一化的 U，即 TrU = 1，是全连续

的，因而有纯点谱；当然，只要 TrU 有限也是如此。TrU 为无穷大的情形可以

视为极限，这里不深入讨论。因此，在真正值得研究的情形中，所考察的系综

总能表示为状态的混合，而且我们还把这些状态选成了两两正交的。以下就把

一般系综称为混合态，以区别于纯系综，即状态。
若U 的所有本征值都是单重的，即w1, w2, . . .彼此不同，那么我们知道，φ1,

φ2, . . .只差模为 1的常数因子便唯一确定；因此相应的状态以及 P[φ1], P[φ2], . . .

都完全确定。权重 w1, w2, . . .也唯一确定，当然不计排列次序。所以，此时能唯

一指出构成混合态 U 的那些两两正交的状态。但若 U 还有重本征值（“简并”），

情形便本质不同。在 II.8中，我们已详细讨论 φ1, φ2, . . .的选法：它们有无穷多

种本质不同的选择，而 w1, w2, . . .仍然唯一确定。只须把 w1, w2, . . .中互不相同

的值列为w′, w′′, . . .，对每一个写出其本征函数构成的闭线性流形，即Uf = wf

的解空间Mw′,Mw′′, . . .。然后，在各个Mw′,Mw′′, . . .中任意选择张成它的规范

正交系，分别记为 χ′
1, χ

′
2, . . .、χ′′

1, χ
′′
2, . . .，等等。χ′

1, χ
′
2, . . . , χ

′′
1, χ

′′
2, . . . , . . .就是所

求 φ1, φ2, . . .，相应的本征值 w′, w′, . . . , w′′, w′′, . . . , . . .就是 w1, w2, . . .。只要有一

个Mw 的维数超过一，即存在重本征值，其中的 χ1, χ2, . . . 就不再只是相差模

为 1的常数因子；例如，χ1可以是Mw中的任何归一化元素。也就是说，它们

的状态本身也不唯一。

这一现象也可表述如下。如果状态 χ1, χ2, . . .两两正交，即构成一个有限或

无限的规范正交系，而我们以完全相同的权重，例如相对权重 1 : 1 : · · ·，把它
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们混合，那么所得混合态只依赖于它们张成的闭线性流形M。事实上，

U = P[χ1] + P[χ2] + · · · = PM.

如果 χ1, χ2, . . .只有有限个，比如 s个 χ1, . . . , χs，还可把这个 U 看成M中所有

归一化元素，即所有状态的混合。这些元素是

χ = x1χ1 + · · ·+ xsχs, |x1|2 + · · ·+ |xs|2 = 1.

确实，令 x1 = u1 + iv1, . . . , xs = us + ivs，把条件 |x1|2 + · · · + |xs|2 = 1对应的

(2s− 1)维单位球面

u21 + v21 + · · ·+ u2s + v2s = 1,

记为 K，面元记为 do。对于

U ′ =

∫ ∫
K

· · ·
∫ ∫

P[χ] do,

有

(U ′f, g) =

∫ ∫
K

· · ·
∫ ∫

(P[χ]f, g) do

=

∫ ∫
K

· · ·
∫ ∫

(f, χ)(g, χ) do

=

∫ ∫
K

· · ·
∫ ∫ (

f,

s∑
µ=1

(uµ + ivµ)χµ

)

·

(
g,

s∑
µ=1

(uµ + ivµ)χµ

)
do

=

∫ ∫
K

· · ·
∫ ∫ s∑

µ,ν=1

(f, χµ)(g, χν)

· (uµ − ivµ)(uν + ivν) do

=
s∑

µ,ν=1

(f, χµ)(g, χν)

·
∫ ∫

K

· · ·
∫ ∫

[(uµuν + vµvν) + i(uµvν − uνvµ)] do.
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由于对称性，所有 uµvν、uνvµ的积分，以及 µ 6= ν 时 uµuν、vµvν 的积分都等于

零 4.22；当 µ = ν 时，后两种积分都等于 C/(2s)，C > 0。4.22 所以

(U ′f, g) =
C

s

s∑
µ=1

(f, χµ)(g, χµ) =
C

s

s∑
µ=1

(P[χµ]f, g)

=

({
C

s

s∑
µ=1

P[χµ]

}
f, g

)
.

于是

U ′ =
C

s

s∑
µ=1

P[χµ] =
C

s
U,

即 U ′, U 没有本质区别。

这些事实对量子力学统计的性质十分重要，因此我们再说一遍：

1. 若一个混合态由彼此正交的状态以完全相等的权重组成，就无法再确定这
些状态究竟是哪些。换言之，把不同组彼此正交的组分以完全相等的比例混

合，可以得到同一个混合态。

2.若组分只有有限个，这样得到的混合态，与这些组分的一切线性组合所代表
的状态的混合相同。

最简单的例子是：将正交的 φ, ψ按 1 : 1混合，所得结果，与把 (φ+ψ)/
√
2

和 (φ−ψ)/
√
2按 1 : 1混合相同，也与把所有满足 |x|2+ |y|2 = 1的 xφ+ yψ混合

相同。如果混合的是两个不正交的 φ, ψ（比例甚至不必是 1 : 1），那么从所得混

合态中就更加无法认出它们，因为这个混合态肯定也能视为正交状态的混合。

关于混合态的性质，留到 V.2及以后讨论热力学时再深入研究。

4.22 uµ → −uµ（或 uν → −uν，或 vµ → −vµ）是K 的对称操作，它使前面那些被积函数变

号，所以其积分为零。操作 uµ → vµ, vµ → uµ，或 uµ → uν , uν → uµ，则是K1的对称操

作，能使后面那些积分互相变换。［T4.6 译者注：原书此处印作K1，但前后的论证及积分

域都指K；这里保留原印下标。］因此，这些积分相等，各自都等于它们的和的 1/(2s)：∫∫
· · ·
∫∫

K

(u21 + v21 + · · ·+ u2s + v2s) dv =

∫∫
· · ·
∫∫

K

dv = K 的表面积,

把这个量记为 C。
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IV.2的公式 Sp. 已经说明：在统计算符为 U 的混合态中，算符为 R的物理

量R的期望值为 Tr(UR)。若问 R的值 a落在区间 a′ < a ≤ a′′内的概率是多少

（a′, a′′给定，且 a′ ≤ a′′），便可照 III.1或 III.5的方法计算。用函数

F (x) =

1, a′ < x ≤ a′′,

0, 其他情形

构造物理量F (R)，其期望值就是所求概率。根据 IV.2的 I，F (R)对应算符F (R)；

若 E(λ)是R的单位分解，便如我们多次算过的那样，有 F (R) = E(a′′)−E(a′)。
因此所求概率为

w(a′, a′′) = Tr
(
U(E(a′′)− E(a′))

)
.

所以，描述R的统计的概率函数为w(a) = Tr(UE(a))，参见 IV.1、原注 4.21。T4.7 对
于状态，即 U = P[φ]，又得到 w(a) = Tr(P[φ]E(a)) = (E(a)φ, φ)。当然，若 U 未

正确归一化，这些概率就只是相对概率。

算符为R的物理量R，在统计算符为 U 的混合态中，何时必定取值 λ∗？这

个问题可以直接借助 w(a)回答：对 a < λ∗，须有 w(a) = 0；对 a ≥ λ∗，须有

w(a) = 1。若 U 未正确归一化，后一条件只改为w(a) = Erw(1) = TrU。所以 4.23

Tr(UE(a)) = 0 (a < λ∗),

Tr(U(1− E(a))) = 0 (a ≥ λ∗).

但对定号算符 A,B，Tr(AB) = 0 蕴含 AB = 0（参见 II.11）。因此 a < λ∗ 时

UE(a) = 0，a ≥ λ∗ 时 UE(a) = U；等价地，分别有 E(a)U = 0与 E(a)U = U，

因为乘积为厄米算符时，两因子必对易。也就是说，对 f = Ug有

E(a)f =

f, a ≥ λ∗,

0, a < λ∗;

T4.7 原书引作原注 4.21；概率函数的定义实际见原注 4.3。
4.23 若 TrU 无限，最后一个由相减得到的公式或许显得可疑。不过也可如下证明：R的值

为 λ∗，是说在 a′′ < λ∗或 a′ ≥ λ∗时，有 w(a′, a′′) = 0，即 TrU(E(a′′)−E(a′)) = 0。这个

迹总非负，随 a′′ 不减，随 a′ 不增；所以当 a′′ < λ∗ 时，只须考察 a′ → −∞的极限；当
a′ ≥ λ∗时，只须考察 a′′ → +∞的极限。因此，a′′ < λ∗时有 TrUE(a′′) = 0，而 a′ ≥ λ∗

时有 TrU(1− E(a′)) = 0。
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由 II.8的讨论，这就表示 Rf = λ∗f，即对 g 恒有 RUg = λ∗Ug。所以最后的条

件就是 RU = λ∗U。或者，把 Rh = λ∗h的所有解 h构成的闭线性流形记为M，

则条件是：Uf 始终落在M中。

顺便说，同一结果也可以从方差为零导出，即要求 (R−λ∗)2的期望值（也
可以是相对期望值）为零。

在 III.3中，我们已回答以下问题（R,S, . . .为物理量，R,S, . . .为相应算符）：

1.R何时能绝对精确地测量？答：R具有纯点谱时。

2.R,S何时能同时绝对精确地测量？答：R,S 都有纯点谱且互相对易时。

3.几个物理量R,S, . . .何时能同时绝对精确地测量？答：R,S, . . .都有纯点谱且

彼此对易时。

4.几个物理量 R,S, . . .何时能同时任意精确地测量？答：R,S, . . .彼此对易时。

当时采用的是从 Compton–Simon实验结果中抽出的如下原理：
(M.)在一个系统 S 上紧接着测量物理量 R 两次，两次得到相同的值。即使 R

在 S 的原状态中的方差不为零，而且测量 R还会改变 S 的状态，这一原理仍

然成立。

我们在 III.3已详细讨论过M的物理意义。回答 1—4时还用到了三个假设：
III.3关于状态的统计公式E2；那里假设 F所说的，若R的算符为R，则 F (R)的

算符为 F (R)；以及如下假设：若同时可观测的量R,S分别对应算符 R,S，则

R + S 对应算符 R+S。T4.8

现在这三个假设仍然可用：第一个由 IV.2的 Sp. 得出，另两个分别对应那
里的 I、II。M也应视为成立，因为我们已经认识到，它对量子力学的概念构建
不可缺少。因此，III.3对 1—4的证明在这里仍然适用，以上答案也就仍然正确。

我们在 III.5考察了只取 0, 1两个值的物理量，它们与性质 E一一对应。给

定性质 E时，可以如下定义一个物理量：测量它，就是判断 E是否具备；具备

时取值 1，不具备时取值 0。反之，若给定这个量，E就是“此量取值 1而非 0”

这一性质。由那里的 F，即 IV.2的 I，可知，与这些量对应的算符 E 都是投影

算符，而且每个投影算符都对应这样的量。具备 E的概率，等于上述物理量的

T4.8 这一句中原书把物理量与算符的位置颠倒了：R+S是物理量，R+ S是其算符。这里

保留原书的次序。
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期望值。在 III.5中，我们只对状态 φ，即 U = P[φ]、‖φ‖ = 1，计算了这一概率；

现在可由 Sp. 一般地求得它为 Tr(UE)。这是相对概率；只有 U 正确归一化，即

TrU = 1时，才是绝对概率。

既然 1—4已经确立，III.5由它们导出的 α)—ζ)也就确立了。不过须注意，

那里 α)只涉及状态；我们刚才已把它推广到一切混合态：

α′)在统计算符为 U 的混合态中，具备与不具备性质 E的概率分别为

Tr(UE) 及 Tr(U(1− E)),

这些是相对概率；仅当 U 正确归一化，即 TrU = 1时，才是绝对概率。

若要研究几个物理量R1, . . . ,Rl，设它们的算符分别为 R1, . . . , Rl，相应的

单位分解为 E1(λ), . . . , El(λ)。给定 l个区间

I1 : λ
′
1 < λ ≤ λ′′1, . . . , Il : λ

′
l < λ ≤ λ′′l

并令E1(I1) = E1(λ
′′
1)−E1(λ

′
1), . . . , El(Il) = El(λ

′′
l )−El(λ′l)。那么，性质“R1落在

I1中”、……、“Rl落在 Il中”分别对应投影算符 E1(I1), . . . , El(Il)，参见 ζ)。这些

性质同时可判定，当且仅当 E1(I1), . . . , El(Il)彼此对易，参见 γ)；它们同时成

立这一性质的投影算符为E = E1(I1) · · ·El(Il)，参见 ε)。所以其概率为Tr(UE)，

参见 α′)。

现在反过来走。假设我们不知道系统 S的状态，但对它作过某些测量，并

知道结果。实际情况总是如此，因为只有测量结果能使我们获知 S的状态。严

格说来，状态只是一种理论构造；实际存在的只有测量结果，而物理学的任

务，是找出过去与未来的测量结果之间的联系。固然，人们总是引入“状态”

这个辅助概念来完成这一任务；但这样一来，物理理论一方面必须说明怎样

由过去的测量结果推断现在的状态，另一方面又必须说明怎样由现在的状态

推断未来的测量结果。我们此前只讨论了第二个问题，现在须转向第一个。

如果过去的测量不足以唯一确定现在的状态，或许仍能由它们得知各个

状态出现的概率。在经典力学等因果性理论中如此，在量子力学中也如此。因

此，真正的问题是：给定测量结果，找出一个混合态，使它的统计与如下系

统 S所应有的统计相同——关于这个系统，我们只知道对它进行过所述测量，



240

并得到所述结果。不过还须更确切地说明，关于 S“只知道这些”、此外一无

所知，究竟是什么意思，以及怎样由此得到统计。

与统计的联系无论如何必须是这样：如果对许多个系统 S′
1, . . . ,S

′
M（都是

S 的副本）作所述测量，都得到所述结果，那么系综 [S′
1, . . . ,S

′
M ]的一切统计

性质，都与上面配给这些测量结果的混合态一致。按照 M，可把所有 S′
1, . . . ,

S′
M 得到相同结果的过程设想为：原先有一个大系综 [S1, . . . ,SN ]，对它作所述

测量，把得到所需结果的那些元素汇集为新系综，即 [S′
1, . . . ,S

′
M ]。当然，一切

取决于初始系综 [S1, . . . ,SN ]如何选取。这个系综可以说规定了系统 S各个状

态的先验概率。一般概率论中，这种情况本来就很熟悉：要由测量结果推断状

态，也就是由果推因、计算后验概率，必须先知道先验概率。一般说来，先验

概率有多种选法，因此我们的问题也没有唯一答案。但我们将看到，在量子力

学的特殊情况下，初始系综 [S1, . . . ,SN ]——也就是先验概率——有一种特别

突出的规定方式。

如果测量结果已经充分，能够完全确定 S的状态，情况就不同了：此时每

个问题都必须有唯一答案。稍后将看到这一点怎样起作用。

最后还须指出：与其说已知关于 S的若干测量结果，也可以说，已检验 S

是否具备某一性质 E，并已确定它具备这一性质。我们由 α)—ζ)已知道这些说

法如何联系。例如，若能同时确定的测量结果是各量R1, . . . ,Rl分别落在区间

I1, . . . , Il 内，那么用前面的记号，E的投影算符就是 E = E1(I1) · · ·El(Il)。
因此，我们关于 S的知识，总归结为某个性质 E成立；形式上，给出投影

算符 E即可刻画它。所求的是等价系综 [S′
1, . . . ,S

′
M ]的统计算符 U，以及一般

初始系综 [S1, . . . ,SN ]的统计算符 U0。E,U, U0之间有怎样的数学关系？

由M，[S′
1, . . . ,S

′
M ]也必定具备 E，即对应于 E的量取值 1。如本节开头所

见，这表示 EU = U，也就是 Uf 恒落在M中；M是所有满足 Ef = f 的 f 所

成的集合，即对应于 E 的闭线性流形。

不用EU = U，也可以写成UE = U、U(1−E) = 0。于是对所有 g = (1−E)f
都有 Ug = 0，也就是对 1 − E 所对应的闭线性流形中的所有 g 成立，亦即对

R −M中的所有 g 成立。因此，f 属于 R −M时 Uf = 0，而 f 属于M时 Uf

也在M中。由这一路径，关于 U 只能说到这里。
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当且仅当M为零维或一维时，上述条件才能在本质上确定 U，即只剩一

个常数因子未定。事实上，M = [0]时得 U = 0，根据 III.2的附注 1，这是不可
能的。T4.9 若M = [φ]，φ 6= 0，便可设 ‖φ‖ = 1；此时 Uφ = cφ，所以对M中一

切 f 都有 Uf = cf，因为它们均形如 aφ。于是一般地有 Uf = UEf = cEf，即

U = cE = cP[φ]。因 U 定号且非零，有 c > 0，所以 U 本质上就是 E = P[φ]。若

M至少二维，就能从中选取规范正交的 φ, ψ；这时 P[φ], P[ψ]就是满足条件的两

个本质不同的 U。所以：E = 0不可能；E = P[φ]、‖φ‖ = 1时，有 U = E = P[φ]；

其余情况下 U 不唯一。

如果系统 S 可能具备 E = 0所对应的性质 E，那么根本找不到 U 就会成

为麻烦。然而，η)排除了这一可能：E永不成立，其概率总为 0。一维的M，即

E = P[φ]、‖φ‖ = 1，则唯一确定 U，它就是状态 φ。因此，这正是一种能够完

全确定 S状态的测量：如果结果为肯定，就确定为状态 φ。4.24 其余测量都是不

完全的，不足以确定状态。

一般情形可如下处理。把对应于E的量也记为E，则U的产生方式是：在U0

所对应的系综 [S1, . . . ,SN ]上测量 E，把取值为 1的所有元素汇集成 U 的系综

[S′
1, . . . ,S

′
M ]。测量E的方法可以有很多种，例如测量另一个量R，只须E是它的

一个已知函数，即E = F (R)。比如，设φ1, φ2, . . .是张成M的规范正交系，ψ1, ψ2,

. . .是R−M中的相应正交系。于是 φ1, φ2, . . . , ψ1, ψ2, . . .张成M+(R−M) = R，

即为完全系。取互不相同的实数 λ1, λ2, . . . , µ1, µ2, . . .，并以

R

(∑
n

xnφn +
∑
n

xnψn

)
=
∑
n

λnxnφn +
∑
n

µnynψn

T4.9 原书引作III.2附注 1；排除 U = 0的论述实际见 IV.2附注 2。
4.24 也就是说，若 E成立，状态就是 φ；若它不成立，则“非 E”成立。此时，E = P[φ],M = [φ]

被 1−E = 1− P[φ]、R−M = R− [φ]代替，而后者并不能唯一确定 U。（E恰好对应于

问题“状态是否为 φ？”）要使测量无论得到什么结果都能唯一确定状态，就须测量这样

一个物理量R：其算符 R具有完全由单重本征值构成的纯点谱（见 III.3）。测量后，系
统处于状态 φ1, φ2, . . .之一，即 R的某个本征函数所表示的状态；所以测量一般会改变

S的状态。类似地，对 E的测量也改变状态：结果为肯定时，事后有 U = P[φ]；结果为

否定时，则有 U(1−P[φ]) = U,UP[φ] = 0，即 Uφ = 0；而事前这两个条件可能都不成立。

因此，量子力学对状态的这种“确定”，同时改变了状态；这本来就是可以预料的。
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定义算符 R。显然，R的纯点谱为 λ1, λ2, . . . , µ1, µ2, . . .，相应本征函数为 φ1, φ2,

. . . , ψ1, ψ2, . . .，且所有本征值都是单重的。T4.10 若 F (x)是满足

F (λn) = 1, F (µn) = 0

的任意函数，则对 φ1, φ2, . . .，进而对M中每个 f，F (R)的本征值都为 1；对

ψ1, ψ2, . . .，进而对R−M中每个 f，本征值都为 0。所以 E = F (R)。若 R对应

于 R，便有 E = F (R)。因此，测量 E可以通过测量 R来实现。

此时可以算出 U0, U 的关系。测量R以后，每个系统都处于 φ1, φ2, . . . , ψ1,

ψ2, . . .中的某一个状态，分别对应测得值 λ1, λ2, . . . , µ1, µ2, . . .。其概率依次为

Tr(U0P[φ1]) = (U0φ1, φ1), Tr(U0P[φ2]) = (U0φ2, φ2), . . . ,

Tr(U0P[ψ1]) = (U0ψ1, ψ1), Tr(U0P[ψ2]) = (U0ψ2, ψ2), . . . ;

参见 III.3中已经确认有效的论述。也就是说，U0系综中相应比例的部分，分别

转入系综 P[φ1], P[φ2], . . . , P[ψ1], P[ψ2], . . .。由于 E = 1对应 R = λ1, λ2, . . .，把第一

组汇集起来，就得到 U 系综。因此

U =
∑
n

(U0φn, φn)P[φn].

每个 P[φn] 都与 R 对易4.25，所以 U 也必须如此。也就是说，如果 U 不能与上

述方式构成的每个 R对易，就有一些测量方法——即以相应R为依据的方法

——不能从 U0产生它。这样，我们对 U 的了解就不只是“它由测量 E产生”而

已。但 U 所要表示的，正是我们仅有所述知识的情况，因此应尽量坚持这一条

件：如果存在某种 U，对它无需排除任何一种 E的测量方法，我们就优先选取

这样的 U。下面考察这样的 U 是否存在，又究竟是哪些。

T4.10 原书左端第二个和式的系数印作 xn，右端相应处则为 yn。公式保留原印。
4.25 例如，因为

RP[φn]f = R((f, φn) · φn) = (f, φn) ·Rφn = λn(f, φn) · φn,

P[φn]Rf = (Rf, φn) · φn = (f,Rφn) · φn = λn(f, φn) · φn.
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如前所见，U 必须与上述方式产生的所有 R对易。于是

RUφn = URφn = U(λnφn) = λnUφn,

即 Uφn 是 R 对应于本征值 λn 的本征函数，所以 Uφn = anφn；特别有 Uφ1 =

a1φ1。任给M中满足 ‖φ‖ = 1的 φ，总可以把 φ1, φ2, . . . , ψ1, ψ2, . . .选成 φ1 = φ。

所以每个这样的 φ都是 U 的本征函数，而且它们全属于同一个本征值。否则，

若 φ, ψ属于不同本征值，就必定正交；但 (φ+ ψ)/
√
2也是本征函数，又因为(

φ+ ψ√
2
, φ

)
=

(φ, φ)√
2

=
1√
2
,

(
φ+ ψ√

2
, ψ

)
=

(ψ, ψ)√
2

=
1√
2
,

它与二者都不正交，因而又须与二者都属于同一本征值，这与原设矛盾。因此

Uφ = aφ，a为常数；显然可撤去 ‖φ‖ = 1的限制，故对M中所有 f都有Uf = af。

于是恒有 UEg = aEg，即 UE = aE；但 U = UE，故 U = aE。U,E 都定号且

非零，所以 a > 0；不改变 U 的本质，就可以令 U = E。

只要适当选取 U0，这个 U 确实能对每个R，即每一组 φ1, φ2, . . . , ψ1, ψ2, . . .，

解决上述问题。取 U0 = 1便有∑
n

(U0φn, φn)P[φn] =
∑
n

(φn, φn)P[φn] =
∑
n

P[φn] = PM = E = U.

于是，按照上面提出的思路，U = E 得到了依据。如果再要求 U0具有普遍性，

即不依赖于 E,R，那么 U0本身也可确定：U0 = 1满足要求，而且只有它满足。

因为

(Uφm, φm) = (Eφm, φm) = (φm, φm) = 1,

(Uφm, φm) =
∑
n

(U0φn, φn)(P[φn]φm, φm)

=
∑
n

(U0φn, φn)|(φn, φm)|2 = (U0φm, φm).

所以 (U0φm, φm) = 1。M 中每个满足 ‖φ‖ = 1 的 φ 都可以选为 φ1，故 (U0φ,

φ) = 1，由此对M中所有 f 得 (U0f, f) = (f, f)。由于M任意，这对一切 f 都

成立，所以 U0 = 1。
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给定两个未必同时可判定的性质 E,F。如果刚刚确认系统 S具备 E，随即

检验时又具备 F的概率，根据上述结果为

Tr(EF ) =
∑

(EF ),

其中 E,F 是 E,F的算符。第一个公式来自 U = E，第二个来自 E2 = E、F 2 =

F 及 II.11。附带指出，这些概率是相对的，其中视 E为固定，F为可变。如果

Tr(E) =
∑

(E)，即M的维数，是有限的，就可除以它而归一化。

也可以用物理量代替 E,F。设R1, . . . ,Rj 是一组同时可测的量，S1, . . . ,Sl

是另一组；相应的算符为 R1, . . . , Rj, S1, . . . , Sl，相应的单位分解为 E1(λ), . . . ,

Ej(λ), F1(λ), . . . , Fl(λ)。设

I1 : λ
′
1 < λ ≤ λ′′1, . . . , Ij : λ

′
j < λ ≤ λ′′j ,

J1 : µ
′
1 < λ ≤ µ′′1, . . . , Jl : µ

′
l < λ ≤ µ′′l

为若干区间，并令

E1(I1) = E1(λ
′′
1)− E1(λ

′
1), . . . , Ej(Ij) = Ej(λ

′′
j )− Ej(λ′j),

F1(J1) = F1(µ
′′
1)− F1(µ

′
1), . . . , Fl(Jl) = Fl(µ

′′
l )− Fl(µ′l).

问题是：在S上测量了R1, . . . ,Rj，测得值分别落在 I1, . . . , Ij内；紧接着测量S1,

. . . ,Sl，值分别落在 J1, . . . , Jl内的概率是多少？显然应令 E = E1(I1) · · ·Ej(Ij)、
F = F1(J1) · · ·Fl(Jl)（参见 ε)、ζ)），所求概率就是

Tr
(
E1(I1) · · ·Ej(Ij) · F1(J1) · · ·Fl(Jl)

)
=
∑(

E1(I1) · · ·Ej(Ij) · F1(J1) · · ·Fl(Jl)
)
.

最后再强调一般初始系综 U0 = 1的意义。我们在测量 R时将它分为两部

分，从而得到 U。如果不把它分开，也就是在它的每个元素上都测量R，然后

把全部元素重新汇成一个系综，结果就仍是 U0 = 1。这一点可以直接验证，也

可以取 E = 1来证明：此时 µ1, µ2, . . .和 ψ1, ψ2, . . .消失，λ1, λ2, . . .与 φ1, φ2, . . .

构成完全系。因此，测量R虽然可能改变单个元素，所有这些改变却必定恰好
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互相抵消，因为整个系综没有变化。而且，这一性质恰能刻画 U0 = 1。事实上，

若对每个完全规范正交系 φ1, φ2, . . .都有

U0 =
∞∑
n=1

(U0φn, φn)P[φn]

则 U0与 P[φ1]对易，因为每个 P[φn]都与它对易。于是 U0与所有满足 ‖φ‖ = 1的

P[φ]都对易。因而

U0φ = U0P[φ]φ = P[φ]U0φ = (U0φ, φ) · φ,

即 φ是 U0的本征函数。由此推出 U0 = 1，与前面由相应关系推出 U = E 完全

相同，只须把M, E 换成 R, 1。

因此，在 U0 = 1中，所有可能状态达到最大限度的平衡，任何测量干预都

不能改变这种平衡。对每个完全规范正交系 φ1, φ2, . . .都有

U0 = 1 =
∞∑
n=1

P[φn],

即所有状态 φ1, φ2, . . .的 1 : 1 : · · · 混合。由此可见，U0 = 1对应于旧量子论中

惯用的热力学假设：“所有非简并量子轨道的先验等概率性”。在下面几节的热

力学讨论中，它也将起重要作用。
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V. 一般性讨论

1. 测量与可逆性

在统计算符为 U 的混合态中测量一个算符为 R的物理量R，会发生什么？

只要这个问题本身容许唯一答案，我们就能够作出预言。这里是说，在系综的

每个元素上都作测量，再把经过测量的各个系统重新汇成一个系综。

第一，设R有单重的纯点谱，φ1, φ2, . . .是其本征函数构成的完全规范正交

系，λ1, λ2, . . .为相应本征值，按假设彼此不同。测量之后，原系综中占 (Uφm,

φm)的那一部分，R取值 λn（n = 1, 2, . . .）。T5.1因此，这一部分构成一个系综，

其中R必定取值 λn，参见 IV.3的M；它就是状态 φn，其正确归一化的统计算

符为 P[φn]。把它们汇集起来，所得混合态的统计算符便是

U ′ =
∞∑
n=1

(Uφn, φn)P[φn].

第二，设R有纯点谱，φ1, φ2, . . .与 λ1, λ2, . . .的意义仍如上，但谱不是单重

的，即有些 λn相等。此时R的测量过程并不唯一，正如 IV.3中 E的情形。事

实上，取互不相同的实数 µ1, µ2, . . .，以 S表示本征函数为 φ1, φ2, . . .、相应本征

值为 µ1, µ2, . . .的算符，以 S表示相应物理量。若函数 F (x)满足

F (λn) = µn (n = 1, 2, . . .),

就有 F (S) = R，即 F (S) = R。T5.2 因此，测量 S也应算作测量 R，它把 U 变

为前述 U ′。这个 U ′虽不依赖完全任意的 µ1, µ2, . . .，却依赖 φ1, φ2, . . .；而后者

T5.1原文此处写作 (Uφm, φm)；按上下文，下标m应为 n。正文保留原印。
T5.2 原书印作 F (λn) = µn。若要使下述 F (S) = R成立，鉴于 S的本征值为 µn、R的本征值

为 λn，应为 F (µn) = λn。这里仍保留原印公式。
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由于 R的本征值有重数，并非唯一确定。我们在 IV.2接续 II.8的论述，已说明
φ1, φ2, . . . 所能确定到的程度。把 λ1, λ2, . . . 中的不同值记为 λ′, λ′′, . . .，把满足

Rf = λ′f、Rf = λ′′f 等的 f 所成集合分别记为Mλ′,Mλ′′, . . .。任取分别张成这

些流形的规范正交系 χ′
1, χ

′
2, . . .、χ′′

1, χ
′′
2, . . .等，则 χ′

1, χ
′
2, . . . , χ

′′
1, χ

′′
2, . . . , . . .就是

最一般的 φ1, φ2, . . .。所以，随S的选择，即随实际测量装置的选择，任何形如

U ′ =
∑
n

(Uχ′
n, χ

′
n)P[χ′

n] +
∑
n

(Uχ′′
n, χ

′′
n)P[χ′′

n] + · · ·

的 U ′都有可能出现。只有特殊情况下它才唯一。

再确定一下这种特殊情况。此时，每个加项必须分别唯一。也就是说，对

于每个本征值 λ，设Mλ 为满足 Rf = λf 的 f 所成集合，那么对任何张成Mλ

的规范正交系，和
∑

n(Uχn, χn)P[χn] 都必须相同。把这个和记为 V。沿用 IV.3
的论证，只须把那里的 U0, U,M换成 U, V,Mλ，便知必有 V = cλPMλ

，cλ 是正

常数；这等价于对Mλ中的一切 f 有 (Uf, f) = cλ(f, f)。这些 f 恰好是一切 g所

给出的 PMλ
g，故所需条件为

(UPMλ
g, PMλ

g) = cλ(PMλ
g, PMλ

g),

或 (PMλ
UPMλ

g, g) = cλ(PMλ
g, g)，即

PMλ
UPMλ

= cλPMλ

对 R的每个本征值 λ成立。这一条件显然对 U 有很强的限制。如果它不成立，

不同的R测量装置确实会把 U 变成不同的 U ′。不过，在 V.4中，我们还能从热
力学出发，对一般的 R测量结果作进一步说明。

第三，设 R没有纯点谱。由 III.3，或 IV.3的判据 1，它根本不能绝对精确
地测量。如在那里所讨论的，有限精度的R测量，等价于对具有纯点谱的物理

量作测量。

对物质系统还有另一种干预方式，由含时 Schrödinger微分方程给出。实验
或测量是不连续、非因果、瞬时起作用的，而这个方程描述的是：已知总能量

时，系统怎样随时间连续地、依因果律变化。对于状态 φ，若能量算符为 H，方

程为
∂

∂t
φt = −

2πi

h
Hφt. (Z1)
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对状态 φt的统计算符 Ut = P[φt]，这表示(
∂Ut
∂t

)
f =

∂

∂t
(Utf) =

∂

∂t

(
(f, φt) · φt

)
=

(
f,
∂φt
∂t

)
· φt + (f, φt) ·

∂φt
∂t

= −
(
f,

2πi

h
Hφt

)
· φt − (f, φt) ·

2πi

h
Hφt

=
2πi

h

(
(Hf, φt) · φt − (f, φt) · Hφt

)
=

2πi

h
(UtH− HUt)f.

∂Ut
∂t

=
2πi

h
(UtH− HUt). (Z2)

若 Ut 不是一个状态，而是若干状态（例如 P
[φ

(1)
t ]
, P

[φ
(2)
t ]
, . . . 分别以权重 w1, w2,

. . .）的混合，则其变化必须与这些 P
[φ

(1)
t ]
, P

[φ
(2)
t ]
, . . .的变化相符。把相应的 Z2方

程相加，便知 Z2对这些 Ut也成立。而所有 U 都是这样的混合态，或是其极限

情形（例如，每个迹有限的 U 都是这样的混合态），所以 Z2具有一般有效性。

顺便说，在 Z2中，正如在 Schrödinger微分方程 Z1中一样，H也可以依赖

t。若它不依赖 t，就能把解显式写出。对于 Z1，我们已知

φt = e−
2πi
h t·Hφ0, (Z ′

1)

对于 Z2，则为

Ut = e−
2πi
h t·HU0e

2πi
h t·H. (Z ′

2)

很容易验证它们确实是解，也很容易由其中一个推出另一个。给定初值 φ0或

U0后解唯一，这也很清楚，因为微分方程 Z1、Z2都是关于 t的一阶方程。

因此，对系统 S或系综 [S1, . . . ,SN ]，有两种根本不同的干预。第一种是测

量造成的人为变化，用公式

U −→ U ′ =
∞∑
n=1

(Uφn, φn) · P[φn] (1)

表示，其中 φ1, φ2, . . .为完全规范正交系，参见上文。第二种是随时间自动发生

的变化，用公式

U −→ Ut = e−
2πi
h tHUe

2πi
h tH (2)
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表示，其中 H为能量算符，t为时间，H不依赖 t。若 H依赖 t，就把所考察的

时间区间分成小区间，使 H在每个小区间内不变、或只略有变化，再分别使用

2；叠合起来便得最终结果。
现在必须仔细研究这两种干预，弄清它们的性质和相互关系。

首先值得注意的是，2容许 H按上述方式依赖时间。因此，按理说，只用 2
就应足以描述测量所造成的干预。物理干预无非是在一段时间内，把某些能量

耦合引入被考察的系统；也就是由观察者规定，使 H具有适当的时间依赖性。

为什么测量还需要特殊过程 1呢？原因在于：测量时不能只考察系统 S 本身，

要通过计算追踪它与测量装置M 的相互作用，必须研究系统 S+M。测量理

论所陈述的是关于S+M 的事情，因为它要说明S的状态怎样与M 状态的某

些性质相联系，也就是怎样与观察者读出的某些指针位置相联系。是否把观察

者也算进M，其实相当任意；还可以不用 S 的状态与M 中指针位置的联系，

而用它与观察者眼中、乃至脑中化学变化的联系，亦即与他“看见”或“统觉

到”的东西的联系。这一点将在VI.1进一步研究。无论如何，2只能用于S+M；

但必须证明，它对 S 给出的结果，与直接把 1用于 S 相同。只有做到这一点，

才算在量子力学基础上获得了统一的物理世界图景。此问题留待 VI.3讨论。
其次，关于 1，我们曾反复强调，其中所指的测量必须是瞬时的，即在足够

短的时间内完成，使 2造成的 U 的变化尚不可察觉。即使想据 2计算变化后的
Ut来作修正，也无济于事。因为要使用任何一个 Ut，都必须准确知道 t，即测量

发生的时刻；所以测量持续时间仍须很短。原则上说，这颇成问题：众所周知，

在经典力学中，有一个与时间正则共轭的量，就是能量。5.1因此，时间—能量这

对正则共轭量，也应像直角坐标—动量这一对一样，满足不确定性关系。5.2 狭

义相对论也表明，二者之间必有深刻的类比：三个空间坐标与时间组成“四维

矢量”，三个空间动量与能量也一样。如果有这样的不确定性关系，就意味着

不能在很短时间内完成十分精确的能量测量；具体说来，测量误差 ε与持续时

间 τ 应有形如

ετ ∼ h

5.1任何一本经典（哈密顿）力学教科书都给出这些关系。
5.2 关于时间—能量这一对量的不确定性关系，已有过多次讨论。参见Heisenberg的综合论
述：Die physikalischen Prinzipien der Quantentheorie，第 II.2.d节，Leipzig，1930。
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的关系。对这一问题作与 III.4 中 p, q 情形类似的物理讨论，确实得到这一结

果5.2。不详述细节，只举光量子为例。根据 Bohr频率关系，它的能量不确定度
ε等于频率不确定度的 h倍，即 h∆ν；而如原注 3.21所论，频率不确定度∆ν至

多只能缩小到持续时间倒数 1/τ 的量级，所以 ε ≳ h/τ。要确定光量子在整个

τ 区间内的单色性，测量就必须遍及这一整段时间。光量子的例子具有代表性，

因为原子能级通常是根据相应谱线的频率确定的。能量既然如此，其他量R的

测量精度也可能与持续时间相联系。那么，怎样为瞬时测量的假设辩护呢？

首先必须承认，这一反对意见触及量子力学的一项重大弱点，甚至是主要

弱点：它具有非相对论性质，把时间 t与三个空间坐标 x, y, z区别对待，并预设

客观的同时性概念。其他一切量，特别是由 Lorentz变换与 t紧密联系的 x, y, z，

都用算符表示；时间却像在经典力学中一样，只用普通的数值参数 t表示。又如，

由两个粒子组成的系统，其波函数依赖二者的 2×3 = 6个空间坐标，却只有一

个时间 t；但从 Lorentz变换来看，本应希望有两个时间。因此，我们能够忽略自
然规律对测量规定的最短持续时间，或许正与量子力学的非相对论性质有关。

这算是一种解释，却不是令人满意的解释！

不过，细究之后可知，情况并没有那么糟。我们真正需要的不是 t很小，而

只是计算概率 (Uφn, φn)，进而构成 U ′ =
∑∞

n=1(Uφn, φn)P[φn]时，从 U 出发或从

某个 Ut = e−
2πi
h tHUe

2πi
h tH出发，差别很小。由于

(Utφn, φn) =
(
e−

2πi
h tHUe

2πi
h tHφn, φn

)
=
(
Ue

2πi
h tHφn, e

2πi
h tHφn

)
,

例如，可以用适当的扰动能来改变 H，使 e
2πi
h tHφn与 φn只差一个模为 1的常数

因子。也就是说，让状态 φn在 2作用下本质不变，成为定态；等价地，Hφn等

于 φn乘以一个实常数，即 φn是 H的本征函数。乍看之下，这样改变能量算符

H，使 R的本征函数成为定态，也就是成为 H的本征函数，从而使 R,H对易，

似乎不大可信。但实际上并非如此，甚至可以说明，典型测量装置所求的正是

对 H的这种改变。

每次测量的结尾，总是一个光量子或质点以某种能量沿某个方向飞走，由

这些特征（即动量）显示测量结果；或者一个质点（例如刻度盘上的指针）静止

下来，由它的直角坐标显示结果。对光量子，用 III.6的说法，指出哪一个Mn为
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1、其余为 0，即给出所有M1,M2, . . .的值，就等于给出待测量的值；对飞走的

质点，则是给出三个动量分量 P x, P y, P z；对静止的质点，则是给出三个直角坐

标 x, y, z，或用其算符的名称，Qx, Qy, Qz。但测量只有在光量子或质点真正“飞

走”时才算完成：光不再有被吸收的危险，质点不再受势能偏转；或者，静止的

质点确实保持静止，这要求很大的质量。5.3 仅由不确定性关系也可得出后一要

求：速度须接近零，因而速度的散布程度也须很小；但速度与质量的乘积——

动量——却因坐标的散布很小而必须有很大的散布。指针确实是宏观对象，也

就是极其庞大。能量算符 H对光量子而言，由 III.6为
∞∑
n=1

hϱn ·Mn

+
∞∑
j=1

∞∑
n=1

wnkj

(√
Mn + 1 ·

(
k → j

Mn →Mn + 1

)

+
√
Mn ·

(
k → j

Mn →Mn − 1

))
;

对两个质点例子则为

(P x)2 + (P y)2 + (P z)2

2m
+ V (Qx, Qy, Qz),

其中m为质量，V 为势能。我们的判据分别要求：wnkj 为零，V 为常数，或m

极大。而这些条件恰好使Mn，或 P x, P y, P z，或 Qx, Qy, Qz，与上述 H对易。

这一讨论最后还应提到：在理论物理学的其他问题中，也会用到把所研究

的状态（这里是 φ1, φ2, . . .）变为定态的办法。物理化学的“思想实验”常常不

得不假定，可以通过“毒化”中止化学反应；这种假设正属于此类。5.4

两种干预 1、2根本不同。它们在形式上都唯一确定，因而都是因果的，这
一点无关紧要。因为我们所考察的是系综的统计性质，任何变化，即使是统计

5.3 测量装置的一切其他细节，都只为把真正关心的物理量 R或其算符 R，与这里提到的

Mn、P x, P y, P z 或Qx, Qy, Qz 耦合起来。不过，这恰好是测量技术在实践中最重要的一

面。
5.4 例如参见 Nernst，Theoretische Chemie，Stuttgart（自 1893年以来多次出版），第四编关于
“质量作用定律”的热力学证明的讨论。
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性的变化，也会使概率和期望值按因果律改变，并不足为奇；引入统计系综和

概率，本来就是为此。关键在于：2不会增加 U 中已有的统计不确定性，1却
会。前者把状态变为状态：

P[φ] 变为 P
[e−

2πi
h

tHφ]
,

而 1完全可能把状态变成混合态。从这个意义说，状态按 1的演变是统计性的，
按 2的演变则是因果性的。

此外，固定 H, t后，2无非是对所有 U 作酉变换：

Ut = AUA−1, A = e−
2πi
h tH 为酉算符.

于是 Uf = g就意味着 Ut(Af) = Ag，即 Ut由 U 经过希尔伯特空间的酉变换 A

而来。这是一种使我们一切几何基本概念保持不变的同构，参见 I.4所述原理。
因此它可逆：只须把 A换为 A−1。这是做得到的，因为 H, t有很大的选择自由，

A,A−1可以视为完全任意的酉算符。因此，过程 2和经典力学一样，未能再现
现实世界最本质、最显著的一项性质：不可逆性，即“未来”与“过去”两个

时间方向的根本差别。

1的情况则根本不同。转变

U −→ U ′ =
∞∑
n=1

(Uφn, φn)P[φn]

不能直接倒转。我们很快还会看到，它根本不可逆：一般说来，即使任意反复

运用 1、2两种过程，也无法从给定的 U ′回到它原来的 U。

至此，就有理由引入热力学的观点了。1与 2的差别显然涉及可逆性问题，
只有这种观点才能使我们正确理解二者的差别。

2. 热力学讨论

我们将从两个不同角度研究量子力学系综的热力学。首先，假设热力学两

条基本定律成立，也就是第一类和第二类永动机不可能存在，即能量原理与熵
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原理5.5，再据此计算每个系综的熵。这里采用唯象热力学的通常方法；量子力

学只在如下意义上起作用：热力学所考察的对象，即我们的系综及其统计算符

U，遵守量子力学规律。两条基本定律本身则是假设成立，并不加以证明。随

后，我们再证明它们在量子力学中成立。由于能量原理本来就成立，实际只剩

熵原理：我们要说明，干预 1、2绝不减少按第一种方法算出的熵。这个次序看
似有些不自然，却自有理由：只有经过唯象热力学的讨论，才能掌握问题的全

貌，而这是第二种讨论所必需的。

因此，先从唯象讨论开始；它还将使我们能够消解经典热力学中一个著名

的悖论。这里先指出，我们的“思想实验”虽然很大胆，实际上不能实行，却

不因此失去证明效力。在唯象热力学中，任何可以设想的过程，只要不违背基

本定律，都能用来论证。

目标是确定统计算符为 U 的系综 [S1, . . . ,SN ] 的熵，并假设 U 已正确归

一化，即 TrU = 1。用经典统计力学的说法，这是一个 Gibbs系综：统计与热
力学所涉及的，不是单个极其复杂的力学系统中彼此作用的各组成部分——

这种系统的自由度很多，而我们对这些自由度所知有限5.6 ——而是由大量力

学系统组成的系综。每个系统本身可以有（但不必有）多得无法把握的自由

度，但各系统彼此完全分离，互不作用。5.7 由于 S1, . . . ,SN 完全分离，而且我

们要用的是概率论中纯粹计数的方法，因此毫无疑问，应采用通常的概率算

法。Bose–Einstein与 Fermi–Dirac的不同计数法，在这里都不适用；它们适用于
某些由不可区分而彼此作用的个体组成的系综，即分别适用于光量子，以及

电子与质子，参见 III.6，特别是原注 3.31。

5.5 读者可以在许多教科书中，找到以此为基础建立的热力学唯象体系，例如 Planck，Vor-
lesungen über Thermodynamik，Berlin，1930。对于下文，主要需要的是基本定律的统计表
述，例如以下论文中的论述：Einstein，Verh. d. dtsch. physik. Ges.，第 12卷（1914）；L. Szilárd，
Z. Physik，第 32卷（1925）。

5.6 这是统计力学的Maxwell–Boltzmann方法（参见 P.和 T. Ehrenfest在 Enzykl. d. Math. Wiss.，
第 II.4.D卷，Leipzig，1907中的文章所作的综述）。例如在气体理论中，“十分复杂”的
系统就是由许多相互作用的分子组成的气体；被统计研究的则是分子。

5.7 这是 Gibbs的方法（见原注 5.6所引文献）。这里把整个气体作为一个单独系统，追踪同
一个系统的许多份样本（即同一种气体的许多份样本）各自的演变，再对它们的性质作

统计分析。
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Einstein 提出的、从热力学处理这类系综 [S1, . . . ,SN ] 的方法如下。5.8 把每

个系统 S1, . . . ,SN 分别装进一个盒子K1, . . . ,KN，盒壁隔绝一切作用的传递；

各系统既然互不作用，这样做是允许的。每个盒子还须有很大的质量，使 S1,

. . . ,SN可能发生的状态变化，以及随之而来的能量即质量变化，对盒子的质量

只产生很小影响。这也使下面思想实验中的盒子速度足够小，可以用非相对论

方法计算。再把K1, . . . ,KN 放进一个极大的盒子K中，其体积 V 远大于小盒
子总体积。为简单起见，设K中没有力场，特别是远离一切引力场，并大到可

以忽略小盒子的质量所产生的作用。于是，可以把内含 S1, . . . ,SN 的盒子K1,

. . . ,KN，视为封在大盒子K 中的气体分子。若使K 接触一个温度为 T的巨

大热库，盒壁也会达到这一温度，其真正的分子便会作相应的布朗运动。因此，

它们会把动量传给邻近的K1, . . . ,KN，使这些盒子运动起来，继而把动量传给

其他盒子。不久，全部小盒子都会运动，在 K 的壁上与壁分子交换动量，并

在内部互相碰撞、交换动量。只有当小盒子取得与温度为T的壁分子布朗运动

相平衡的速度分布时，运动才达到稳定的平衡；这就是温度为 T、以K1, . . . ,

KN 为“分子”的气体的Maxwell速度分布。5.9 所以可以说，[S1, . . . ,SN ]气体已

达到温度 T。为简便起见，以下把统计算符为 U 的系综称为 U 系综，相应气

体称为 U 气体。

我们引入这种气体，是因为按定义，U 系综与 V 系综的熵差，必须通过把

前者可逆地变成后者来确定。5.10 这里U, V 都是迹为 1的定号算符，相应系综分

别为 [S1, . . . ,SN ]与 [S′
1, . . . ,S

′
N ]。借道 U 气体、V 气体，最容易实现这种转变。

我们断言：只要把两种气体放在同一温度T下，它们的熵差就恰好等于两系综

的熵差，而T除此以外可以任意。如果T极接近零，这显然可任意精确地成立，

因为 U 系综与零温的 U 气体之间的区别消失了：后者的小盒子没有自身运动，

静止的K1, . . . ,KN ,K是否存在，在热力学上无关紧要（对 V 亦然）。所以，只

须证明：温度T改变一定数值时，U 气体与 V 气体的熵变化相同。气体从T1升

5.8 见原注 5.5所引文献。L. Szilárd对此又作了进一步发展。
5.9 众所周知，气体动理论描述了容器壁如何使所包围的气体取得壁的温度。参见原注 5.5、

5.6所引文献。
5.10 若在这个变化过程中，分别在温度T1, . . . ,Ti下消耗了热量Q1, . . . ,Qi，则熵差为 Q1

T1
+

· · ·+ Qi

Ti
。参见原注 5.5所引文献。
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温到T2的熵变，只取决于它的量热状态方程，更确切地说，取决于热容。5.11当

然，当T1如这里一样必须取得接近零时，不能假定气体是理想气体。5.12 不过，

两种气体（U 与 V）的状态方程和热容肯定相同，因为从气体动理论看，起主

导作用的是盒子 K1, . . . ,KN，它们把内部的 S1, . . . ,SN 或 S′
1, . . . ,S

′
N 完全遮

蔽了。因此，在这一升温过程中，U, V 之别并不显现，两种熵差便如所断言的

那样相等。以下只比较 U 气体与 V 气体，并把 T取得足够高，使二者可视为

理想气体。5.13 这样，气体的动理学行为就完全掌握在我们手中，可以着手真正

的任务：把 U 气体可逆地变为 V 气体。与此前的过程不同，这时还须对盒内

的 S1, . . . ,SN 施加作用，也就是必须“打开”盒子。

先证明所有状态 U = P[φ]都有相同的熵：可以不消耗也不产生热能，而把

P[φ]系综可逆地变成 P[ψ]系综。当然，如果二者的能量期望值不同，就必须消

耗或产生机械能，参见原注 5.6。为此甚至不必引入刚才的气体；在零温下，直
接对系综本身也能完成这一转变。证明之后，就可以而且将要规定U 系综的熵

的零点，使所有状态的熵均为零。

顺便说，所述 P[φ]到 P[ψ]的转变甚至不必可逆。若不可逆，熵差须不小于

原注 5.6给出的表达式（参见该注），因而须 ≥ 0；交换 P[φ], P[ψ]，同样得熵差

≤ 0，所以仍然只能为零。

最简单的办法本来是采用含时 Schrödinger微分方程，也就是过程 2；为此
须找到能量算符 H及一个时间 t，使酉算符 e−

2πi
h tH把 φ变成 ψ。那么经过 t秒，

P[φ]就自动变为 P[ψ]，过程甚至可逆，也完全不涉及热，参见 V.1。不过，我们
宁愿避免假定能量算符 H可能具有什么形式，而只用过程 1，即类似测量的干
预。最简单的设想是，在系综 P[φ]上测量物理量R，其算符 R有纯点谱，所有

本征值 λ1, λ2, . . .都是单重的，而本征函数 ψ1, ψ2, . . .中包含 ψ，例如 ψ1 = ψ。测

5.11若 c(T)为给定数量的气体在温度 T时的热容，则它从 T升温到 T+ dT时，吸收的热

量为 c(T) dT。因此，依原注 5.7，［T5.3 译者注：原书此处引用原注 186；相应的熵差公
式实际见原注 5.10。这里保留原引用。］熵差为

∫ T2

T1

c(T) dT
T 。

5.12 对理想气体，c(T)为常数；但T很小时，这一点一定失效。例如参见原注 1.2所引文献。
5.13 为此，要求K 的体积 V 比K1, . . . ,KN 的总体积大得多；还要求“每个自由度的能量”

kT（k为 Boltzmann常数）比 h2

µV 2/3 大得多，其中 h为 Planck常数，µ为单个分子的质量；
这个量具有能量的量纲。例如参见 Fermi，Z. Physik，第 36卷（1926）。
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量把状态 φ变成这些状态的混合，因此也产生了 ψ。然而，这并不合适：ψ1 = ψ

只以概率 |(φ, ψ)|2 出现，另有 1 − |(φ, ψ)|2 的部分转入其他状态；若 φ, ψ 正交，

这就是整个系综。不过，与之类似的方法仍能达到目的：接连作大量不同的测

量，就能把 P[φ]变为一个与 P[ψ]相差任意小的系综。如上所述，这些操作都是

（或至少可能是）不可逆的，并不重要。

设 φ, ψ 正交；否则可取同时正交于二者的 χ，使 ‖χ‖ = 1，先由 φ转到 χ，

再由 χ转到 ψ。设 k = 1, 2, . . .是一个留待选定的数，令

ψ(ν) = cos
πν

2k
· φ+ sin

πν

2k
· ψ (ν = 0, 1, . . . , k).

显然 ψ(0) = φ、ψ(k) = ψ，且恒有 ‖ψ(ν)‖ = 1。把每个 ψ(ν)（ν = 1, . . . , k）扩充为

完全规范正交系 ψ
(ν)
1 , ψ

(ν)
2 , . . .，其中 ψ

(ν)
1 = ψ(ν)。取一个纯点谱算符 R(ν)，其互

不相同的本征值为 λ
(ν)
1 , λ

(ν)
2 , . . .，本征函数为 ψ

(ν)
1 , ψ

(ν)
2 , . . .；相应物理量为R(ν)。

还应注意

(ψ(ν−1), ψ(ν)) = cos
π(ν − 1)

2k
cos

πν

2k
+ sin

π(ν − 1)

2k
sin

πν

2k

= cos

(
πν

2k
− π(ν − 1)

2k

)
= cos

π

2k
.

现在，在 U (0) = P[ψ(0)] = P[φ]系综上测量R(1)，得到 U (1)；再在 U (1)上测量

R(2)，得到 U (2)；依此类推，最后在 U (k−1)上测量R(k)，得到 U (k)。k足够大时，

U (k)任意接近 P[ψ(k)] = P[ψ]；直观解释如下：在 ψ(ν−1)上测量 R(ν)，有

|(ψ(ν−1), ψ(ν))|2 =
(
cos

π

2k

)2
这一比例转入 ψ(ν)。所以接连测量 R(1),R(2), . . . ,R(k)，至少有 (cos(π/2k))2k 的

部分，由 ψ(0) = φ 经过 ψ(1), ψ(2), . . . , ψ(k−1) 而转入 ψ = ψ(k)。当 k → ∞ 时，

(cos(π/2k))2k → 1，所以只要 k足够大，所得几乎全是 ψ。严格证明如下。过程

1不改变迹，故由 TrU (0) = TrP[φ] = 1，有 TrU (1) = TrU (2) = · · · = TrU (j) = 1。

另一方面，

(U (ν)f, f) =
∑
n

(U (ν−1)ψ(ν)
n , ψ(ν)

n )(P
[ψ

(ν)
n ]
f, f)
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=
∑
n

(U (ν−1)ψ(ν)
n , ψ(ν)

n )|(ψ(ν)
n , f)|2.

对 ν = 1, . . . , k− 1取 f = ψ
(ν+1)
1 = ψ(ν+1)，对 ν = k取 f = ψ

(k)
1 = ψ(k) = ψ，就有

(U (ν)ψ(ν+1), ψ(ν+1)) ≥ (U (ν−1)ψ(ν), ψ(ν))|(ψ(ν), ψ(ν+1))|2

=
(
cos

π

2k

)2
· (U (ν−1)ψ(ν), ψ(ν)),

(U (k)ψ(k), ψ(k)) = (U (k−1)ψ(k), ψ(k)).

再结合

(U (0)ψ(1), ψ(1)) = (P[ψ(0)]ψ
(1), ψ(1)) = |(ψ(0), ψ(1))|2 =

(
cos

π

2k

)2
,

得到T5.4

(U (j)ψ, ψ) ≥
(
cos

π

2k

)2k
.

由于 TrU (k) = 1，且 k → ∞时 (cos(π/2k))2k → 1，可用 II.11所得结果，得知
U (k)收敛到 P[ψ]。目的至此达到。

接着须讨论：唯象热力学“思想实验”的一项主要工具——所谓半透壁

——在多大程度上也能用于量子力学系统？唯象热力学容许如下命题：若 I、
II是同一系统 S的两个不同状态，就可以假定存在一种壁，对 I完全透过，对
II完全不透。5.14 可以说，这从热力学上定义了两个状态何为不同，因而也定义
了何为相同。在量子力学中，这种假定有多大适用范围呢？

先证明：若 φ1, φ2, . . . , ψ1, ψ2, . . .为规范正交系，就存在一种半透壁，让处

于任一 φ1, φ2, . . .状态的系统 S无阻碍地透过，让处于任一 ψ1, ψ2, . . .状态的系

统原状反射。其他状态的系统则可能在碰撞壁时改变。

可设 φ1, φ2, . . . , ψ1, ψ2, . . .完全；否则可补上 χ1, χ2, . . .使其完全，再把它们

归入 φ1, φ2, . . .一组。选取纯点谱算符 R，所有本征值 λ1, λ2, . . . , µ1, µ2, . . .都是

单重的，相应本征函数为 φ1, φ2, . . . , ψ1, ψ2, . . .，且 λn < 0、µn > 0。设相应物理

量为R。在壁上安装许多窗口，各作如下安排：我们气体的每个“分子”K1,

T5.4 这里原书印作 U (j)；前面的论证和后面的极限涉及的则是 U (k)。
5.14 例如参见原注 5.5所引文献。
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. . . ,KN（现在仍考察温度T > 0的 U 气体）到达窗口时被暂时留住、打开；测

量其中 S1、……或 SN 的 R，再关上盒子。若测得值 < 0，让整个盒子连同内

容物保持动量穿过窗口；若> 0，则使其反射。这一装置显然达到了预期目的。

剩下只须讨论：碰撞后装置中留下什么变化，以及它在多大程度上与热力学中

所谓“Maxwell妖”类似或不同。5.15

第一点是：测量R可能改变 S的状态，进而改变其能量期望值。因此，按

第一定律，这一机械能差额必须由测量装置供给或吸收。例如，装置中可装一

根弹簧，让它松开、拉紧，或采用类似办法。由于这是纯自动运行的测量机构，

而且转换的只是机械能而非热能，所以这里肯定没有熵变；目前重要的只有这

一点。若 S处于 φ1, φ2, . . . , ψ1, ψ2, . . .之一，测量R根本不改变它，测量装置中

便也不留下补偿性的变化。

第二点更棘手。这个装置与“Maxwell妖”颇为相似；后者是一种让右边来
的分子透过、左边来的分子反射的半透壁。把它插入装有气体的容器中央，不

久全部气体就会聚在左半边，即体积减半而不付出熵的代价。这意味着气体的

熵无补偿地减少，所以按第二定律，这种壁不可能存在。不过，我们的半透壁

与这种热力学所不容的壁，有着本质差别：我们只依据“分子”K1, . . . ,KN 的

内部性质，即盒内 S1、……或 SN 的状态，而不依据外部性质，例如从左来还

是从右来。关键恰恰在此。L. Szilard的研究澄清了半透壁、“Maxwell妖”，以及
一般而言“有智力的生物干预热力学系统”的作用，据此可以作详尽分析。这

里不能深入这些问题，何况读者在原注 5.15所引著作中就能找到详细论述。
以上特别表明：系统 S的两个状态 φ, ψ，若彼此正交，肯定能用半透壁分

开。现在证明反命题：若它们不正交，假定存在这样的半透壁，就与第二定律矛

盾。因此，能用半透壁分离的充要条件是 (φ, ψ) = 0，而不是经典理论中的φ 6= ψ

（这里以 φ, ψ 代替上面的 I、II）。这样就消解了经典形式热力学中的一个老悖
论，即使用半透壁时令人不快的不连续性：状态不论相差多么微小，仍能百分

之百分开；而完全相同的状态，却全然不能分开。现在则有连续过渡：只有 (φ,

ψ) = 0时才能完全分开，随 (φ, ψ)增大，分离就越来越不完全；直到其模达到最

5.15 参见原注 5.6所引文献。关于“Maxwell妖”概念所涉及的困难，读者可在 L. Szilárd，Z.
Physik，第 53卷（1929）中找到详细讨论。



259

图 3.

大值 |(φ, ψ)| = 1时，状态 φ, ψ才相同，分离才完全不可能。因为 ‖φ‖ = ‖ψ‖ = 1，

故 |(φ, ψ)| = 1蕴含 φ = cψ，其中 c为常数，|c| = 1。

要进行上述论证，须先借用本节最后才会得到的结果，即 U 系综的熵。当

然，推导这一结果时，不会用到眼下所证的结论。

假设存在能分开 φ, ψ的半透壁，我们要由此推出 (φ, ψ) = 0。考察 1
2(P[φ] +

P[ψ])气体，即由 N/2个处于 φ状态的系统和 N/2个处于 ψ状态的系统组成的

气体；该算符的迹为 1。选取 V（即K）和T，使气体理想。设K的纵截面为图

3所示的 12341。T5.5 从一端 aa插入半透壁，再推进到中央 bb；让另一端 23接触

温度为 T的大热库W，保持气体温度不变。在这个过程中，φ分子不受影响，

ψ 分子却被推到K 的右半部，即 bb与 23之间。也就是说，1
2(P[φ] + P[ψ])气体

是 P[φ] 气体与 P[ψ] 气体的 1 : 1混合；前者不变，后者则等温压缩到一半体积。

由理想气体状态方程知，所作机械功为 (N/2)κT ln 2，其中 N/2是 P[ψ]气体的

分子数，κ为 Boltzmann常数。5.16 因为等温过程不改变气体能量5.17，这部分能

T5.5 图中W 标记热库；a, b是隔板位置的字母标记，箭头表示隔板移动的方向。
5.16 若理想气体由M 个分子组成，其压强为 p = MκT

V 。因此，从体积 V1 压缩到 V2 时，所
作的机械功为 ∫ V2

V1

p dV =MκT
∫ V2

V1

dV
V

=MκT ln
V2
V1
.

在这里，M = N/2,V1 = V/2,V2 = V。［T5.6 译者注：原书称此过程为压缩，但这里给出

的体积顺序表示膨胀；正文措辞、积分限及功的公式均保留原印。］
5.17 众所周知，理想气体的能量只取决于温度。
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量被热库W 吸收，所以热库的熵增加Q/T = Nκ · 12 ln 2，参见原注 5.7。
过程结束后，bb左侧是原 P[φ]气体的一半，即N/4个分子；右侧则是另一半

P[φ]气体（N/4个分子），以及全部P[ψ]气体（N/2个分子），合计是含 3N/4个分子

的 1
3P[φ]+

2
3P[ψ]气体。把前者压缩至体积V/4，后者膨胀至 3V/4，相应的机械功仍

分别从热库W 取出或送入热库，T5.7 分别为 (N/4)κT ln 2 与 (3N/4)κT ln(3/2)，

参见原注 5.12。T5.8 因此，热库的熵变化量分别为 Nκ · 14 ln 2与 −Nκ · 34 ln(3/2)，
合计

Nκ ·
(
1
2 ln 2 +

1
4 ln 2−

3
4 ln

3
2

)
= Nκ · 34 ln

4
3 .

最后，体积 V/4内有N/4个分子的 P[φ]气体，体积 3V/4内有 3N/4个分子

的 1
3P[φ] +

2
3P[ψ] 气体。原来则是体积 V 内有 N 个分子的 1

2P[φ] +
1
2P[ψ] 气体；也

可把它看成两份同种气体，分别有N/4和 3N/4个分子，占据 V/4和 3V/4。因
此，整个过程的改变是：体积 V/4内的 N/4个分子，从 1

2P[φ] +
1
2P[ψ]气体变成

P[φ] 气体；体积 3V/4内的 3N/4个分子，从同一种原气体变成 1
3P[φ] +

2
3P[ψ] 气

体；而W 的熵增加 Nκ · 34 ln(4/3)。过程可逆，所以总熵增必须为零，即两份
气体的熵变必须恰好抵消W 的熵变。因此还须知道气体的熵变。

我们稍后将看到：若把同体积、同温度的 P[χ]气体的熵算作零，则含M 个

分子的 U 气体的熵为 −Mκ ·Tr(U lnU)，参见前文。若 U 有纯点谱，本征值为

w1, w2, . . .，这就是 −Mκ
∑∞

n=1wn lnwn，其中 x = 0时约定 x ln x = 0。容易算

出，算符

P[φ],
1
2P[φ] +

1
2P[ψ],

1
3P[φ] +

2
3P[ψ]

的本征值依次为

1, 0;
1 + α

2
,
1− α
2

, 0;
3 +
√
1 + 8α2

6
,
3−
√
1 + 8α2

6
, 0,

T5.7 本句所述传递方向，与紧接所列热库熵变的正负号所表示的方向相反；这里保留原文措

辞。
T5.8 原书此处引原注 191；等温过程的功的公式实际见原注 5.16。
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其中 α = |(φ, ψ)|，故 0 ≤ α ≤ 1；零本征值总是无穷重，其他本征值则是单重

的。5.18 因此，气体的熵变化量为

− N

4
κ · 0− 3N

4
κ ·

[
3 +
√
1 + 8α2

6
ln

3 +
√
1 + 8α2

6

+
3−
√
1 + 8α2

6
ln

3−
√
1 + 8α2

6

]

+Nκ ·
(
1 + α

2
ln

1 + α

2
+

1− α
2

ln
1− α
2

)
.

这与W 的熵增 Nκ · 34 ln(4/3)相加应得零。除以 Nκ/4，有

− 3 +
√
1 + 8α2

2
ln

3 +
√
1 + 8α2

6
− 3−

√
1 + 8α2

2
ln

3−
√
1 + 8α2

6

5.18 直接求 aP[φ] + bP[ψ] 的本征值。要求

(aP[φ] + bP[ψ])f = λf.

左端为 φ,ψ的线性组合，右端因而也是；所以当 λ 6= 0时，f 也是这样的线性组合。λ = 0

当然是无限重本征值，因为每个与 φ,ψ 正交的 f 都属于它。因此，只须考察 λ 6= 0 及

f = xφ+ yψ。（设 φ,ψ线性无关；否则 φ = cψ, |c| = 1，两个状态就相同。）

上述方程于是成为

a(x+ y(ψ,φ)) · φ+ b(x(φ,ψ) + y) · ψ = λx · φ+ λy · ψ,

即

ax+ a(φ,ψ)y = λx, b(φ,ψ)x+ by = λy.

这些方程的行列式必须为零：∣∣∣∣∣ a− λ a(φ,ψ)

b(φ,ψ) b− λ

∣∣∣∣∣ = 0,

(a− λ)(b− λ)− ab|(φ,ψ)|2 = 0,

λ2 − (a+ b)λ+ ab(1− α2) = 0,

λ =
a+ b±

√
(a+ b)2 − 4ab(1− α2)

2

=
a+ b±

√
(a− b)2 + 4α2ab

2
.

分别取 a = 1, b = 0，或 a = 1
2 , b =

1
2，或 a = 1

3 , b =
2
3，就得到正文中的公式。
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+ 2(1 + α) ln
1 + α

2
+ 2(1− α) ln 1− α

2
+ 3 ln

4

3
= 0,

其中 0 ≤ α ≤ 1。

容易看出，α从 0增到 1时，左端不断增加5.19，从 0增至 3 ln(4/3)。故必有

α = 0；否则，所述过程的逆过程就会减少熵，违反第二定律。于是 (φ, ψ) = 0

得证。

5.19 因为 (x lnx)′ = lnx+ 1，从而(
1 + y

2
ln

1 + y

2
+

1− y
2

ln
1− y
2

)′

=
1

2

(
ln

1 + y

2
+ 1

)
− 1

2

(
ln

1− y
2

+ 1

)
=

1

2
ln

1 + y

1− y
,

所以所考察表达式的导数为

− 3 · 1
2
ln

3 +
√
1 + 8α2

3−
√
1 + 8α2

· 1
3

8α√
1 + 8α2

+ 4 · 1
2
ln

1 + α

1− α

= 2

(
ln

1 + α

1− α
− 2α√

1 + 8α2
ln

3 +
√
1 + 8α2

3−
√
1 + 8α2

)
.

要使它大于零，就是要有

ln
1 + α

1− α
>

2α√
1 + 8α2

ln
3 +
√
1 + 8α2

3−
√
1 + 8α2

,

即
1

2α
ln

1 + α

1− α
>

2

3
· 1

2β
ln

1 + β

1− β
, β =

√
1 + 8α2

3
.

我们甚至要证明把 2
3 换成

8
9 后，这一不等式仍成立。由于 1 − β2 = 8

9(1 − α
2)且 α < β

（后者由前式及 α < 1得出），这也就是

1− α2

2α
ln

1 + α

1− α
>

1− β2

2β
ln

1 + β

1− β
.

只须证明 1−x2

2x ln 1+x
1−x 在 0 < x < 1内单调递减即可。例如，由它的幂级数就能看出：

1− x2

2x
ln

1 + x

1− x
= (1− x2)

(
1 +

x2

3
+
x4

5
+ · · ·

)
= 1−

(
1− 1

3

)
x2 −

(
1

3
− 1

5

)
x4 − · · · .
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图 4.

完成这些准备后，现在确定体积为 V、温度为T、含N 个分子的 U 气体的

熵；更确切地说，确定它比同条件的 P[φ]气体多出的熵。根据此前的说明及上

述零点规定，这就是含N 个单个系统的 U 系综的熵。如上，设TrU = 1。我们知

道，U 有纯点谱 w1, w2, . . .，其中 w1 ≥ 0, w2 ≥ 0, . . .，w1+w2+ · · · = 1。相应本征

函数设为 φ1, φ2, . . .，则 U =
∑∞

n=1wnP[φn]，参见 IV.3。所以 U 气体是 P[φ1], P[φ2],

. . .气体的混合，各分别含 w1N,w2N, . . .个分子，均占同一体积 V。仍选取 T,

V 使所有气体都理想，并设K 为矩形截面。为把 φ1, φ2, . . .分子互相分离，作

如下可逆操作，参见图 4。T5.9 在盒子K（23452）旁接上同样大小的矩形盒K
′

（12561）。把公共壁 25换成两片紧贴的壁：一片固定在 25处，半透，对 φ1透过，

对 φ2, φ3, . . .反射；另一片 bb可移动，是普通的完全不透壁。再在紧邻 34的 dd

处插入另一半透壁，对 φ2, φ3, . . .透过，对 φ1反射。然后保持 bb, dd间距不变，

分别把它们移至 aa, cc，即紧邻 16, 25处。这样，φ2, φ3, . . .分子全不受影响，φ1

分子却被迫留在两片移动壁 bb, dd之间。由于两壁间距恒定，不必克服气体压

力作功，因而也没有热的产生。最后，把 25, cc换成一片固定的完全不透壁 25，

并撤去 aa，便恢复了盒子K,K
′。现在全部 φ1分子都在K

′中；我们就这样把

它们从K 可逆地“抽取”到同样大的K
′，既不作功，也不产生热，更不改变

T5.9 图中字母 a, b, c, d分别标记各隔板的位置；箭头表示移动方向。
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温度。5.20

同样，把 φ2, φ3, . . .分子分别“抽取”到等大的盒子K
′′
,K

′′′
, . . .中，最后

得到 P[φ1], P[φ2], . . .气体，各含 w1N,w2N, . . .个分子，每份体积都是 V。再分别
等温压缩至 w1V , w2V , . . .。为了补偿，须从温度为T的大热库向它们供给热量

w1Nκ ·T lnw1、w2Nκ ·T lnw2等，以保证过程可逆。这些热量全是负的；对各

气体所作压缩机械功恰好等于它们的相反数，参见原注 5.12。T5.10 所以，气体在
这些过程中的熵变化量为

∑∞
n=1wnNκ · lnwn。最后，把 P[φ1], P[φ2], . . .气体全变

成 P[φ] 气体，φ为任取的状态。现在只有 P[φ] 气体，分别有 w1N,w2N, . . .个分

子，占据体积 w1V , w2V , . . .。由于它们完全相同，密度也同为N : V，便可把它
们混合，且仍是可逆的；由

∑∞
n=1wn = 1，得到体积 V 内含 N 个分子的 P[φ]气

体。

这样就完成了所需的可逆转变。气体的熵变化量为

Nκ
∞∑
n=1

wn lnwn，

而最终的熵按规定为零，所以原先的熵是

−Nκ
∞∑
n=1

wn lnwn.

由于 U 的本征函数 φ1, φ2, . . .分别对应本征值 w1, w2, . . .，U lnU 便有相同本征

函数，而本征值为 w1 lnw1, w2 lnw2, . . .。所以 Tr(U lnU) =
∑∞

n=1wn lnwn。注意

0 ≤ wn ≤ 1，因此 wn lnwn ≤ 0，仅当 wn = 0, 1 时为零。wn = 0 时必须规定

wn lnwn = 0，因为我们论证中无需考虑为零的 wn；连续性也给出同样的规定。

因此，由 N 个单个系统组成的 U 系综，其熵已确定为

−NκTr(U lnU).

由刚才关于 wn lnwn的说明，它恒 ≥ 0。要使它等于零，全部 wn必须是 0或 1。

由于 TrU = 1，这时恰有一个 wn = 1，其余全零，即 U = P[φn]。所以：U = P[φ]，

也就是状态，熵为零；其他一切混合态的熵均大于零。

5.20 这种技巧是唯象热力学方法所特有的；例如参见原注 5.5所引文献。
T5.10 原书此处再次引原注 191；功的公式实际见原注 5.16。
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3. 可逆性与平衡问题

现在可以证明V.1所断言的测量过程不可逆性。例如，设U 为一个状态，即

U = P[φ]，测量物理量R，其算符 R的本征函数为 φ1, φ2, . . .；它使 U 变为系综

U ′ =
∞∑
n=1

(P[φ]φn, φn) · P[φn] =
∞∑
n=1

|(φ, φn)|2P[φn].

如果 U ′不是状态，熵便增加了，因为 U 的熵为零，而 U ′的熵大于零，所以过

程不可逆。如果 U ′是状态，由于 φn是它的本征函数，它必为某个 P[φn̄]；这要

求所有 |(φ, φn)|2除一个以外全为零，而这一个等于 1。即 φ与一切 n 6= n̄的 φn

正交。于是 φ = cφn̄，|c| = 1，故 P[φ] = P[φn̄]，U = U ′。因此，对一个状态所作

的测量都不可逆，唯一例外是该状态为被测物理量的本征函数，即此量在给定

状态中有确定值；而这时测量根本不改变状态。可见，非因果行为也与某些热

力学伴随现象有确定的联系。

下面在完全一般的情形下讨论：过程 1，即 U → U ′ =
∑∞

n=1(Uφn, φn) ·P[φn]，

何时使熵增加。

U 的熵为 −NκTr(U lnU)。若它的本征值为 w1, w2, . . .，本征函数为 ψ1, ψ2,

. . .，则熵等于

−Nκ
∞∑
n=1

wn lnwn = −Nκ
∞∑
n=1

(Uψn, ψn) ln(Uψn, ψn).

U ′的本征值为 (Uφ1, φ1), (Uφ2, φ2), . . .，故其熵为

−Nκ
∞∑
n=1

(Uφn, φn) ln(Uφn, φn).

因此，U 的熵与 U ′的熵的大小关系 ⋚，取决于
∞∑
n=1

(Uψn, ψn) ln(Uψn, ψn) ⋛
∞∑
n=1

(Uφn, φn) ln(Uφn, φn) (*)

中的相应关系。先证明 *中总有≥，即过程 U → U ′不会减少熵。热力学上这当

然明白，但为后面的用途，还须有纯数学证明。做法是固定 U，从而固定 ψ1,

ψ2, . . .，让 φ1, φ2, . . .遍历一切完全规范正交系。
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由于连续性，可先只考察如下 φ1, φ2, . . .：其中只有有限个 φn不同于相应

ψn。例如，设 n > M 时恒有 φn = ψn，则 n ≤ M 的 φn 都是 n ≤ M 的 ψn 的线

性组合，反过来也一样。即

ψm =
M∑
n=1

xmnφn (m = 1, . . . ,M),

其中 M 维矩阵 {xmn} 显然是酉矩阵。T5.11有 (Uφm, φm) = wm，并且容易算出

(Uψm, ψm) =
∑N

n=1wn|xmn|2，w = 1, . . . ,M。所以须证明

M∑
m=1

wm lnwm ≥
M∑
m=1

(
M∑
n=1

wn|xmn|2
)
ln

(
M∑
n=1

wn|xmn|2
)
.

右端是M2个有界变量 xmn的连续函数，因此在 {xmn}为酉矩阵的约束下有最
大值，而且能取到。左端恰是 xmn = 1（m = n）、xmn = 0（m 6= n）时的值，所

以须证明，在这一组 xmn处取得最大值。

设 x0mn（m,n = 1, . . . ,M）是一组使最大值达到的数值。把矩阵 {x0mn}乘以
酉矩阵 

α β 0 · · · 0

−β α 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
... ... ... . . . ...
0 0 0 · · · 1


, |α|2 + |β|2 = 1,

便得另一酉矩阵 {x′mn}，也是允许的数值组。取 α =
√
1− ε2，β = θε，其中 ε

为实数、|θ| = 1。令 ε很小，以下只精确保留常数项、ε项和 ε2项，略去 ε3, ε4,

. . .。于是 α ≈ 1− 1
2ε

2，新矩阵中有

x′1n ≈ (1− 1
2ε

2)x01n + θεx02n,

x′2n ≈ −θεx01n + (1− 1
2ε

2)x02n,

T5.11从这里起，原书在本证明中把φ与ψ的作用同前文互换，改以φn为U 的本征函数。以下

保留原书记号。后一句恒等式还把求和上限印为N，并印作 w = 1, . . . ,M，而非m = 1,

. . . ,M。
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x′mn = x0mn (m ≥ 3).

进而
M∑
n=1

wn|x′1n|2 ≈
M∑
n=1

wn|x01n|2 +
M∑
n=1

2wnRe(θx
0
1nx

0
2n) · ε

+
M∑
n=1

wn(−|x01n|2 + |x02n|2) · ε2,

M∑
n=1

wn|x′2n|2 ≈
M∑
n=1

wn|x02n|2 −
M∑
n=1

2wnRe(θx
0
1nx

0
2n) · ε

−
M∑
n=1

wn(−|x01n|2 + |x02n|2) · ε2,

M∑
n=1

wn|x′mn|2 =
M∑
n=1

wn|x0mn|2 (m ≥ 3).

把这些表达式代入 f(x) = x ln x，注意 f ′(x) = ln x+ 1、f ′′(x) = 1/x，再全部相

加，得到
M∑
m=1

(
M∑
n=1

wn|x′mn|2
)
ln

(
M∑
n=1

wn|x′mn|2
)

≈
M∑
m=1

(
M∑
n=1

wn|x0mn|2
)
ln

(
M∑
n=1

wn|x0mn|2
)

+

[
ln

(
M∑
n=1

wn|x01n|2
)
− ln

(
M∑
n=1

wn|x02n|2
)]

·
M∑
n=1

2wnRe(θx
0
1nx

0
2n) · ε

+

{
−

[
ln

(
M∑
n=1

wn|x01n|2
)
− ln

(
M∑
n=1

wn|x02n|2
)]

·

[
M∑
n=1

wn|x01n|2 −
M∑
n=1

wn|x02n|2
]

+
1

2

[
1∑M

n=1wn|x01n|2
+

1∑M
n=1wn|x02n|2

]
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·

[
M∑
n=1

2Re(θx01nx
0
2n)

]2}
· ε2.

右端第一项要是最大值，ε的系数就必须为零，ε2的系数必须 ≤ 0。T5.12 前一个

系数有两个因子：

ln

(
M∑
n=1

wn|x01n|2
)
− ln

(
M∑
n=1

wn|x02n|2
)
,

M∑
n=1

2wnRe(θx
0
1nx

0
2n).

若第一个因子为零，ε2 系数中的第一项便为零；这一项总是 ≤ 0。第二项

显然总是 ≥ 0，所以要使整个系数 ≤ 0，第二项也必须为零。这就是说，∑M
n=1 2wnRe(θx

0
1nx

0
2n) = 0。因此，ε 系数的第二个因子无论如何都等于零，

亦可写成

2Re

(
θ

M∑
n=1

wnx
0
1nx

0
2n

)
= 0.

适当选取 θ，可把它变成和的绝对值，所以这个和必须为零：
M∑
n=1

wnx
0
1nx

0
2n = 0.

由于 1, 2可换成 1, . . . ,M 中任意两个不同的 k, j，有
M∑
n=1

wnx
0
knx

0
jn = 0 (k 6= j).

即矩阵为 {x0mn}的酉坐标变换，把对角元为 w1, . . . , wn的对角矩阵再变成一个

对角矩阵。对角元就是矩阵的乘子（或本征值），坐标变换不改变它们，至多

重新排列。变换前它们是 wm（m = 1, . . . ,M），变换后是
∑M

n=1wn|x0mn|2（m = 1,

. . . , N）。T5.13 所以两个和
M∑
n=1

wn lnwn,
M∑
m=1

(
M∑
n=1

wn|x0mn|2
)
ln

(
M∑
n=1

wn|x0mn|2
)

T5.12 本展开式最后一个平方和中，原书漏掉了前面一阶项中出现的权重 wn。公式仍按原书

保留。
T5.13 原书把此前的对角元写成 w1, . . . , wn，又把变换后的指标范围写成m = 1, . . . , N；这里

的矩阵维数实际为M，正文仍保留原印指标。
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相等。也就是说，在 xmn = 1（m = n）、xmn = 0（m 6= n）处也取得最大值，所

言得证。

再确定 *中何时成立等号。如果等号成立，那么令 χ1, χ2, . . .遍历一切完全

规范正交系时，
∞∑
n=1

(Uχn, χn) ln(Uχn, χn)

不只在 χn = φn（n = 1, 2, . . .）处达到最大值，也在 χn = ψn（n = 1, 2, . . .）处

达到。特别地，只把前M 个 ψn相互作酉变换，而 n > M 时仍取 χn = ψn，也

有这一性质。令 umn = (Uψm, ψn)（m,n = 1, . . . ,M），设这个有限的、同样厄米

且定号的矩阵 {umn}的本征值为 v1, . . . , vN，{αmn}（m,n = 1, . . . ,M）为将它

化成对角形的矩阵。这一变换把 ψ1, . . . , ψM 变成 ω1, . . . , ωM，即

ψm =
M∑
n=1

αmnωn (m = 1, . . . ,M).

于是 Uωn = vnωn，故

(Uωm, ωn) =

vn, m = n,

0, m 6= n.

若 ξm =
∑M

n=1 xmnωn（m = 1, . . . ,M），其中 {xmn}也为酉矩阵，则 (Uξk, ξj) =∑M
n=1 vnxknxjn。根据对 ψ1, . . . , ψN 的假设，T5.14

M∑
n=1

(
M∑
n=1

vn|xmn|2
)
ln

(
M∑
n=1

vn|xmn|2
)

在 xmn = αmn处取得最大值。于是，由上面的证明得
∑M

n=1 vnαknαjn = 0（k 6= j），

即 (Uψk, ψj) = 0（k 6= j，k, j = 1, . . . ,M）。

这对所有 M 都须成立，因此 Uψk 与所有 k 6= j 的 ψj 正交，故等于 w′
kψk，

w′
k 为常数。于是 ψ1, ψ2, . . .是 U 的本征函数，相应本征值为 w′

1, w
′
2, . . .（即 w1,

w2, . . .的一种排列）。在这种情况下，

U ′ =
∞∑
n=1

(Uψn, ψn) · P[ψn] =
∞∑
n=1

w′
n · P[ψn] = U.

T5.14 此处原书把 vn和 ψn列表的末指标写成 N，但有限矩阵的维数为M。下式又把内外两

重求和的指标都写作 n，留下未求和的m；外层指标应为m。正文均保留原印。
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所以我们得到：

过程 1，即 U → U ′ =
∑∞

n=1(Uψn, ψn) · P[ψn]（ψ1, ψ2, . . .为被测物理量 R的

算符 R的本征函数），从不减少熵；甚至总会增加熵，唯一例外是所有 ψ1, ψ2,

. . .都是 U 的本征函数，而这时正有 U = U ′。此时 U 也与 R对易，这同样是刻

画上述情形的条件，因为它等价于存在公共本征函数系 ψ1, ψ2, . . .，参见 II.10。
因此，只要过程 1造成任何改变，它就是不可逆的。
现在，我们按照 V.2中预告的第二步，不借助唯象热力学来讨论过程 1、2

的可逆性。所需的数学方法已经具备：如果第二定律成立，熵就必须等于

−NκTr(U lnU),

而且在过程 1、2中都不能减小。因此，接下来我们撇开这个量作为熵的含义，
仅把它当作一个数学量，考察它在过程 1、2中的变化。5.21

在 2中，U变为Ut = e−
2πi
h tHUe

2πi
h tH；若以A记酉算符 e−

2πi
h tH，就是U → Ut =

AUA−1。由于A的酉性，f → Af 是希尔伯特空间到自身的同构，把任一算符 P

变为APA−1，所以一般有F (APA−1) = AF (P )A−1。于是Ut lnUt = A·U lnU ·A−1，

故 Tr(Ut lnUt) = Tr(U lnU)。因此，我们的量 −NκTr(U lnU)在 2中不变。在 1
中的情况刚才也已查明，而且未援引第二定律：如果 U 发生变化，即 U 6= U ′，

这个量就增加；如果 U 不变，即 U = U ′，或 ψ1, ψ2, . . .是 U 的本征函数，或 U,

R对易，它当然也不变。因此，对任意多个、任意次序的 1、2过程组成的干预，
若每个 1都无效，即没有造成改变，−NκTr(U lnU)就不变；在其余一切情形

中，它都增加。所以，若只考虑干预 1、2，每个造成了改变的过程 1都不可逆。
顺便说，也有比−Tr(U lnU)更简单的量，在 1中不增加，在 2中不变，例

如 U 的最大本征值。在 2中，它同 U 的所有本征值一样不变；在 1中，U 的本征
值 w1, w2, . . .变为 U ′的本征值

∑∞
n=1wn|x1n|2、

∑∞
n=1wn|x2n|2等，参见本节前面

的讨论。由矩阵 {xmn}的酉性，
∑∞

n=1 |x1n|2 = 1、
∑∞

n=1 |x2n|2 = 1等等，因此这

些数全不超过最大的 wn。最大的 wn确实存在，因为各 wn ≥ 0，而
∑∞

n=1wn = 1

蕴含 wn → 0。现在，完全可以改变 U，使 −Tr(U lnU) = −
∑∞

n=1wn lnwn不变，

而最大的 wn减小。这说明，有些转变为唯象热力学所容许，因而确实能用我

5.21当然，这里也可以略去因子 Nκ，只考察 −Tr(U lnU)。或者，为了保持与元素个数 N

成正比，也可取 −N Tr(U lnU)。
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们的气体过程实现，却绝不可能仅靠接连运用 1、2产生。引入气体方法，可见
不可避免。

也可以不用−Tr(U lnU)，而考察适当函数F (x)所给出的Tr(F (U))。只要它

具备前面实际用到的F (x) = −x ln x的那些性质，就能像那里一样证明：U 6= U ′

时，它在 1中增加；U = U ′时，以及在 2中，它自然不变。这些性质是 F ′′(x) < 0，

以及 F ′(x)单调递减，而后者又从前者推出。所以，在不依靠热力学的不可逆

性讨论中，只要 F (x)是严格凹函数，即在 0 ≤ x ≤ 1上 F ′′(x) < 0（U 的本征值

全在其中），任何 Tr(F (U))都可以使用。

最后还须证明：混合两个系综 U, V，例如按 α : β（α > 0、β > 0、α+β = 1）

混合，也不会使熵减小，即

−Tr
(
(αU + βV ) ln(αU + βV )

)
≥ −αTr(U lnU)− β Tr(V lnV ).

把 −x ln x换成任意严格凹函数 F (x)，此式仍成立。T5.15 证明留给读者。

现在要寻找能量给定时的定常平衡混合态，也就是熵最大的混合态。所

谓能量给定，自然是说能量的期望值给定；按照原注 5.5所述研究统计系综热
力学的方法，只能采用这一表述。因此，只容许 U 满足 TrU = 1、Tr(UH) = E

的混合态，其中 H 为能量算符，E 为给定的能量期望值；在这些约束下，使

−NκTr(U lnU) 最大。再作一项简化假设：H 有纯点谱，例如本征值 W1,W2,

. . .，本征函数 φ1, φ2, . . .；本征值可以有重数。

取一个物理量 R，其算符 R的本征函数为 φ1, φ2, . . .，本征值则彼此不同。

测量 R，根据 2T5.16，会使 U 变成 U ′ =
∑∞

n=1(Uφn, φn)P[φn]。除非 U = U ′，

−NκTr(U lnU) 都会增加，而 Tr(U) 与 Tr(UH) 不变。后者是因为 φn 为 H 的

本征函数，m 6= n时 (Hφm, φn)为零：

Tr(U ′H) =
∞∑
n=1

(Uφn, φn) Tr(P[φn]H)

=
∞∑
n=1

(Uφn, φn)(Hφn, φn)

T5.15 原书称这些函数为“向上凸”，并明确要求 F ′′(x) < 0；按现今常用术语，这就是凹函数。
T5.16 这里原书引用过程 2，但下述测量变换实际是过程 1。
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=
∞∑

m,n=1

(Uφm, φn)(Hφn, φm) = Tr(UH).

从 R,H对易，即 R与能量同时可测，也必须得出这一点。因此，即使只限于

U ′，也就是以 φ1, φ2, . . .为本征函数的统计算符，所求最大值也不变；而且最大

值只会在其中取得。

于是 U =
∑∞

n=1wnP[φn]。U,UH, U lnU 均以 φn为本征函数，相应本征值依

次为 wn,Wnwn, wn lnwn，故问题是，在约束
∑∞

n=1wn = 1、
∑∞

n=1Wnwn = E下，

使−Nκ
∑∞

n=1wn lnwn最大。这恰好就是通常气体理论中相应平衡问题所遇到

的极值问题5.22，解法也相同。按照熟知的极值计算规则，使极值达到的一组

w1, w2, . . .必须满足

∂

∂wn

( ∞∑
m=1

wm lnwm

)
+ α

∂

∂wn

( ∞∑
m=1

wm

)
+ β

∂

∂wm

( ∞∑
m=1

Wmwm

)
= 0,

其中 α, β 为适当常数，n = 1, 2, . . .。T5.17 即

(lnwn + 1) + α + βWn = 0, wn = e−1−α−βWn = ae−βWn,

这里以常数 a = e−1−α代替了 α。

由
∑∞

n=1wn = 1，得 a = 1/
∑∞

n=1 e
−βWn，所以

wn =
e−βWn∑∞
m=1 e

−βWm
.

再由
∑∞

n=1Wnwn = E，须有 ∑∞
n=1Wne

−βWn∑∞
n=1 e

−βWn
= E,

此式确定 β。按惯例引入“配分函数”

Z(β) =
∞∑
n=1

e−βWn = Tr(e−βH);

5.22 例如参见 Planck，Theorie der Wärmestrahlung，Leipzig，1913。
T5.17 上式最后一个偏导数原印为 ∂/∂wm，按其余项及下文应为 ∂/∂wn；公式保留原印。
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关于这一点及以下内容，参见原注 5.18。T5.18 于是

Z ′(β) = −
∞∑
n=1

Wne
−βWn = Tr(He−βH),

因此，β 的条件为

−Z
′(β)

Z(β)
= E.

还假设对所有 β > 0，
∑∞

n=1 e
−βWn 及

∑∞
n=1Wne

−βWn 都收敛，即 n→∞时Wn →
∞足够快，例如Wn/ lnn→∞就够了。对 U 本身，得到

U =
∞∑
n=1

ae−βWnP[φn] = ae−βH =
e−βH

Tr(e−βH)
=
e−βH

Z(β)
.

给定E或 β，平衡系综 U 就确定了；正如所应有的，它的性质只依赖一个参数，

现在可按气体理论的通常方法求出。

我们系综的熵为

S = −NκTr(U lnU) = −NκTr

(
e−βH

Z(β)
ln
e−βH

Z(β)

)
= − Nκ

Z(β)
Tr
(
e−βH(−βH− lnZ(β))

)
=
βNκ
Z(β)

Tr(He−βH) +
lnZ(β)Nκ

Z(β)
Tr(e−βH)

= Nκ ·
[
−βZ

′(β)

Z(β)
+ lnZ(β)

]
,

总能量为

NE = −NZ ′(β)

Z(β)
.

应当与 S并列的是这个量，而不是E本身。至此已把U,S, NE用 β表示出来。与

其只把 β表示成E的函数，更实用的是求平衡混合态的温度T，再把一切归结

为它。方法如下：使平衡混合态接触温度为T′的热库，并从中取得能量N dE。

按照两条基本定律，总能量不变，熵不能减少。因此，热库损失能量N dE，其

熵变化量为 −N dE/T′，同时须有

dS− N dE

T′ =

(
dS

N dE
− 1

T′

)
N dE ≥ 0.

T5.18 下式 Z ′(β)等式最后的迹项前应有负号。这里保留原印公式。
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另一方面，T′ ⋛ T时显然有N dE ⋛ 0，因为较冷物体从较热物体吸收能量。所

以 T′ ⋛ T意味着 dS/(N dE)− 1/T′ ⋛ 0，即

T′ ⋛ N dE

dS
=
N dE/dβ

dS/dβ
.

因此

T =
N dE/dβ

dS/dβ
= − 1

κ
(Z ′(β)/Z(β))′

(lnZ(β)− βZ ′(β)/Z(β))′

= − 1

κ
(Z ′(β)/Z(β))′

−β(Z ′(β)/Z(β))′
=

1

κβ
,

也就是

β =
1

κT
.

这样，U,S, NE全都表示成温度的函数。

上面得到的熵、平衡系综等表达式，与以经典力学为基础的热力学理论所

给出的相应结果，具有显著的相似性。先看熵−NκTr(U lnU)。U =
∑∞

n=1wnP[φn]

是系综 P[φ1], P[φ2], . . .按 w1 : w2 : · · · 的混合，即有 Nw1 个 φ1 系统、Nw2 个 φ2

系统等等。对“微观排列数”

N !

(Nw1)!(Nw2)! · · ·

取对数，再乘以 κ，就得到这个系综的 Boltzmann熵5.22。N 很大，故可用 Stirling
公式 x! ≈

√
2πx e−xxx近似阶乘。这样，

κ ln[N !/((Nw1)!(Nw2)! · · · )]

在主要项上就变为

−Nκ
∞∑
n=1

wn lnwn,

而这正是 −Tr(U lnU)。T5.19 再看所得平衡系综 U = e−H/(κT)，这里略去归一化

因子 1/Z(β)。它等于
∑∞

n=1 e
−Wn/(κT)P[φn]，即状态 P[φ1], P[φ2], . . .（能量为W1,W2,

T5.19 原书最后这一表达式省略了前述熵公式中的因子 Nκ。
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. . .的定态）按相对权重 e−W1/(κT) : e−W2/(κT) : · · · 的混合。若某个能量本征值
有重数，例如Wn1 = · · · = Wnν = W，那么 P[φn1 ]

+ · · ·+P[φnν ]在混合态中的权重

为 e−W/(κT)，也就是说，正确归一化的系综 1
ν (P[φn1 ]

+ · · ·+P[φnν ])（参见 IV.3开
头）的权重为 νe−W/(κT)。除去出现了量子力学特有的构造 1

ν (P[φn1 ]
+ · · ·+P[φnν ])

外，这正是经典“正则”系综的定义。这就是所谓 Boltzmann定理5.22。

当T→ 0时，权重 e−Wn/(κT)趋于 1，所以 U 趋于
∑∞

n=1 P[φn] = 1。T5.20 因此，

无能量限制时，U = 1为绝对平衡态；这一结果我们在 IV.3已得到。可见，“量
子轨道的先验等概率性”（指单重、非简并的轨道；一般说来，本征值的重数

是“先验权重”，参见上文）从这一理论中自行得出。

还值得查明：不借助热力学，单靠以下事实，对给定能量的平衡系综 U 究

竟能说出多少？这些事实是：U 为定常的，即随时间不变（过程 1）；以及它在
所有不影响能量的测量中也不变，即测量与能量同时可测的物理量时不变（过

程 2，其中 R,H对易，即 φ1, φ2, . . .为 H的本征函数）。T5.21

由微分方程 ∂U/∂t = (2πi/h)(UH−HU)，第一个条件仅表示 H, U 对易。第

二个条件则是说：凡能作 H的完全本征函数系的 φ1, φ2, . . .，都有 U = U ′，也就

是这些 φ1, φ2, . . .也为 U 的本征函数。设其相应的 H本征值为W1,W2, . . .，U 本

征值为w1, w2, . . .。若Wj = Wk，可把H的 φj, φk换成 (φj+φk)/
√
2、(φj−φk)/

√
2，

因而它们也必须是 U 的本征函数，遂得 wj = wk。所以能构造满足 F (Wn) = wn

（n = 1, 2, . . .）的函数 F (x)，并有 F (H) = U。这一条件充分是显然的，它蕴含

H, U 对易也一样清楚。

因此，这种方法固然得到 U = F (H)，却无法确定 F (x)；我们已知它应为

F (x) = e−βx/Z(β)，β = 1/(κT)。由 TrU = 1、Tr(UH) = E，还得到

∞∑
n=1

F (Wn) = 1,
∞∑
n=1

WnF (Wn) = E,

但这一方法至此已用尽。

T5.20 原书印作 T→ 0；固定Wn时，所列权重在 T→∞时才趋于 1。这里保留原印极限。
T5.21本段原书把两个过程的编号互换了：时间演化是过程 2，测量是过程 1。
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4. 宏观测量

我们已经看到，所得熵表达式与经典熵完全类似；然而，它在系统随时间

演变（过程 2）时不变，只在测量（过程 1）时增加，这仍令人诧异。经典理论中，
测量全不起作用，熵通常仅在系统普通的力学时间演化中就会增加。因此，必

须澄清这一表面上矛盾的行为。

通常的经典热力学论证如下：取体积为 V的容器，用隔板把左右两半分开，
在右半部（体积 V/2）放入温度为T、含M 个分子的气体，为简单起见设为理

想气体。如果让它等温、可逆地膨胀到体积 V，即让气体压力推回隔板，利用
所得机械功，并以温度为T的大热库保持气体温度恒定，那么外部（热库）的

熵会减少Mκ ln 2（参见原注 5.16），所以气体的熵就增加同样多。反之，若直
接抽掉隔板，气体便扩散到空的左半部，体积增至 V；熵因而增加Mκ ln 2，却

没有任何补偿，所以过程不可逆。熵在系统简单的力学时间演化——扩散——

中增加了。为什么我们的理论得不到类似结果？

取 M = 1 时，情况最清楚。对这种单分子气体，热力学仍然适用；体积

加倍，熵确实增加 κ ln 2。但这个 κ ln 2的差别，只有当我们对分子的了解确实

仅限于它位于体积为V/2或 V 的区域内时，才真正存在。例如，分子在体积 V
中，但已知它在容器中点的左边还是右边，那么只须在中央插入隔板，让分子

等温、可逆地把隔板推到左端或右端，就能作机械功 κT ln 2；这份能量取自热

库。最后，分子仍在体积 V中，只是我们不再知道它位于中点左侧还是右侧；作
为补偿，热库的熵减少了 κ ln 2。我们用自己的知识换得了 κ ln 2的熵减。5.23因

此，只要知道分子在哪一半，体积 V 中的熵就与体积 V/2中的相同。若扩散前
已准确知道分子的情况（位置与动量），就能计算扩散后每一时刻它位于右半

部还是左半部，熵根本没有增加。只有在仅掌握宏观信息，即先前体积为 V/2
时，扩散才真正使熵增加。

因此，对知道一切坐标和动量的经典观察者，熵恒定，而且为零，因为Boltz-

5.23 L. Szilárd在原注 5.15所引论文中证明：取得这种“知识”，至少要以 κ ln 2的熵增作为补

偿。一般说来，知道两个可能情形中究竟哪一个发生，其“热力学价值”就是κ ln 2。一切试

图在不知道分子位于容器哪一半的情况下实行上述过程的方案，都可以证明不能成立；

尽管这些方案有时会导向相当复杂的自动机构。
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mann“微观排列数”为 1，参见原注 5.22所引处。这恰如我们理论中的状态 U =

P[φ]；它同样对应于观察者对系统所能拥有的最多知识。

所以，熵随时间变化，是因为观察者并非无所不知，或者不能把原则上

可测的一切都确定、测量出来。他的感官只能感知所谓宏观量。不过，既然这

样解释了最初那个表面矛盾，就有义务在量子力学系综中找到经典宏观熵的

确切对应物；也就是站在某种观察者的角度来看熵：他不能测量一切量，只

能测量某些特殊的量，即宏观量，而且可能连这些量也只能测到有限精度。

我们在 III.3得知，任何有限精度的测量，都可替换为对其他物理量作绝对
精确的测量；后者是原物理量的函数，并有纯点谱。设R是这种量，算符为R，

λ(1), λ(2), . . .是其本征值中的不同值，那么测量R，等于回答：“是否R = λ(1)？”“是

否 R = λ(2)？”等等。也可以直接说：要以有限精度测量算符为 S 的 S，例如

判断它落在哪个区间 cn−1 < λ ≤ cn，其中

· · · < c−2 < c−1 < c0 < c1 < c2 < · · · , cn → ±∞当 n→ ±∞,

就是要回答全部问题：“S是否落在 cn−1 < λ ≤ cn中？”（n = 0,±1,±2, . . .）。
按 III.5，这些问题对应于投影算符 E，真正测量的是相应的、只取 0, 1两

个值的量 E。在上述例子中，E分别是函数 Fn(R)（n = 1, 2, . . .），其中

F (λ) =

1, λ = λ(n),

0, 其他情形,

或函数 Gn(S)（n = 0,±1,±2, . . .），其中

G(λ) =

1, cn−1 < λ ≤ cn,

0, 其他情形.

相应的 E 则分别为 Fn(R)或 Gn(S)。T5.22 因此，不必给出宏观可测量 S及其可

达测量精度，而可以给出宏观测量所能回答的问题 E，或其投影算符 E，参见

III.5。给出观察者的这些 E，正是对宏观观察者的刻画；在经典情形中，例如

T5.22 前面两个定义中，原书写作 F (λ)和 G(λ)，没有相邻文字所用的下标 n；此处保留原书

记号。
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可以规定，他能测量气体每立方厘米中的温度和压力，或许还受某种精度限制，

但不能测量别的。5.24

宏观测量的本意是：凡是这样可测的，就都同时可测；即所有宏观上可回

答的问题 E都能同时回答，也就是所有 E 彼此对易。量子力学物理量不能同

时测量，最初之所以显得如此矛盾，恰是因为宏观观点中没有这一概念。这一

点在原理上十分重要，宜再详细讨论。

回想怎样以有限精度同时测量两个公认不能同时测量的量，例如坐标 q和

动量 p（参见 III.4）。设测量的均方根误差分别为 ε, η，由不确定性关系 εη ∼ h。

III.4的讨论说明，在这种精度要求下，同时测量确实可能：q（位置）测量用波
长不太短的光，p（动量）测量用不太长的光波列。一切安排就绪后，真正的测

量在于以某种方法，例如照相，探测两个光量子：一个是在 q测量中经Compton
效应偏转的光量子；另一个是在 p测量中经Doppler效应反射、频率改变，又被
棱镜或衍射光栅等光学装置偏转，以便测定该频率的光量子。因此，实验结束

时留下两个光量子，甚至两张照相底片；我们须根据光量子的方向，或底片上

感光斑的位置，计算 q, p。但应强调：我们完全可以任意精确地确定这两个方向

或感光斑位置；它们显然是同时可测的量，是两个不同对象的动量或坐标。然

而，这对测量 q, p帮助不大。正如 III.4所示，这些量与 q, p的耦合使后者恰好

仍留下 ε, η的不确定度，即使前者已完全精确地知道也是如此；不可能安排到

εη � h。若把这两个方向或感光斑位置本身引入为物理量，算符记为Q′, P ′，便

知 Q′, P ′ 确实精确对易，但 q, p的算符 Q,P 不能借助它们表示到分别优于 ε, η

的精度。设Q′, P ′对应的量为 q′, p′，那么真正宏观可测的是 q′, p′而非 q, p本身，

这种解释就十分自然（实际测得的确实是 q′, p′），也与一切宏观量同时可测的

公设相容。

宜把这一事实作一般解释，视为宏观观点的特征：把各种一般不对易的算

符A,B,C, . . .，换成另一组彼此对易的算符A′, B′, C ′, . . .，而前者近似为后者的

函数。由于这些函数也可直接记为 A′, B′, C ′, . . .，便可说：A′, B′, C ′, . . .分别近

似A,B,C, . . .，却精确地彼此对易。若以 εA, εB, εC , . . .衡量A′−A,B′−B,C ′−C,
. . .的大小，就知 εAεB 应与 AB −BA（一般非零）同数量级，其他亦然。这给

5.24 对宏观观察者的这种刻画出自 E. Wigner。
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出了所能达到的近似限度。当然，列举 A,B,C, . . .时，合理的做法是只考虑这

样一些算符：其对应的物理量至少能够以尚可接受的精度作宏观测量。

这些定性说明，如果不能证明其要求在数学上可行，就仍是空洞的计划。因

此，对典型情形 Q,P，再从纯数学角度讨论上述 Q′, P ′是否存在。给定两个正

数 ε, η，εη = h/(4π)，要求两个对易的Q′, P ′，使Q′−Q,P ′−P 分别具有 ε, η的

数量级；这里的含义还须进一步确定。

我们采用完全精确可测的量 q′, p′，即要求 Q′, P ′具有纯点谱。由于二者对

易，有一个由公共本征函数组成的完全规范正交系 φ1, φ2, . . .，参见 II.10。设Q′,

P ′的相应本征值分别为 a1, a2, . . .和 b1, b2, . . .，即

Q′ =
∞∑
n=1

anP[φn], P ′ =
∞∑
n=1

bnP[φn].

测量应安排成测后得到 φ1, φ2, . . .之一；例如，可测量物理量 R，其算符 R有

本征函数 φ1, φ2, . . .和互不相同的本征值 c1, c2, . . .，于是Q′, P ′为 R的函数。说

这样的测量近似包含了对 Q,P 的测量，显然是指：在状态 φn中，Q,P 可近似

地用 Q′, P ′的相应数值 an, bn来表示；也就是说，测得值集中在这些数值附近，

散布很小。衡量这种散布的量是 (q − an)2, (p− bn)2的期望值，即

((Q− an1)2φn, φn) = ‖(Q− an1)φn‖2 = ‖Qφn − anφn‖2,

((P − bn1)2φn, φn) = ‖(P − bn1)φn‖2 = ‖Pφn − bnφn‖2.

它们衡量 Q′与 Q、P ′与 P 的差的平方，所以应分别约为 ε2, η2。因此要求

‖Qφn − anφn‖ ≲ ε, ‖Pφn − bnφn‖ ≲ η.

所以，与其谈 Q′, P ′，不如直接寻找一个完全规范正交系 φ1, φ2, . . .，使适当选

取 a1, a2, . . .与 b1, b2, . . .后，上述估计成立。

在 III.4中，我们已找到满足 ‖φ‖ = 1的单个 φ，对适当的 a, b还有

‖Qφ− aφ‖ = ε, ‖Pφ− bφ‖ = η :

具体为

φϱ,σ,γ = φϱ,σ,γ(q) ≡
(
2γ

h

)1/4

e−
πγ
h (q−σ)2+ 2πϱ

h iq.
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由于 εη = h/(4π)，这里又置 ε =
√
hγ/(4π)、η =

√
h/(4πγ)，即 γ = ε/η，并

须选 a = σ、b = ϱ。T5.23 现在要从这些 φϱ,σ,γ 组成一个完全规范正交系。由于 ϱ

是 Q的期望值、σ是 P 的期望值，让 ϱ, σ彼此独立地分别遍历一组数，前者间

距约为 ε，后者约为 η，看来是合理的。实际上，采用单位 2
√
π · ε =

√
hγ 与

2
√
π · η =

√
h/γ 很方便，即

ϱ =
√
hγ µ, σ =

√
h/γ ν (µ, ν = 0,±1,±2, . . .).

因此，以 ψµ,ν = φ√
hγ µ,
√
h/γ ν,γ

（µ, ν = 0,±1,±2, . . .）对应 φn（n = 1, 2, . . .）。用

两个下标 µ, ν 代替一个 n显然无关紧要。

不过，这些 ψµ,ν 还不正交。它们已归一化，且

‖Qψµ,ν −
√
hγ µ‖ = ε, ‖Pψµ,ν −

√
h/γ ν‖ = η.

如果按 E. Schmidt的方法，以任意次序将它们“正交化”（参见 II.2，定理 8的
证明），便可不太困难地证明所得规范正交系 ψ′

µ,ν 的完全性，并保证估计

‖Qψµ,ν −
√
hγ µ‖ ≤ Cε, ‖Pψµ,ν −

√
h/γ ν‖ ≤ Cη

成立，其中C约为 60；这个数值大概还能大幅降低。T5.24 证明需要相当冗长、但

不需要任何新观点的计算，这里略去。C ∼ 60这样的因子影响不大，因为 εη =

h/(4π)用宏观的 CGS单位衡量极其微小，约为 10−28！

总之，有理由假设一切宏观算符彼此对易，特别是前面引入的宏观投影算

符 E 也如此。

E对应于一切宏观可回答的问题 E，即关于所考察系统、在宏观上能够作

出的一切分类判断。如前所见，它们彼此对易；由 III.5，若有 E，也就有 1 −
E，若有 E,F，也有 EF、E + F − EF、E − EF。很自然可以假设它们只有

有限个 E1, . . . , En。暂时引入记号 E(+) = E、E(−) = 1 − E，考察全部 2n 个

乘积 E
(s1)
1 · · ·E(sn)

n （s1, . . . , sn = ±）。任意两个不同乘积相乘都为零：因为若

T5.23 对上列高斯函数，Q,P 的期望值分别为 σ, ϱ，标准差分别为
√
h/(4πγ)、

√
hγ/(4π)。原

书这里颠倒了两个宽度，下一段又颠倒了两个期望值。此处保留原书记号。
T5.24 上面两组范数公式中，原书只减去标量，漏掉了与之相乘的向量 ψµ,ν。正交化后的估计

仍写无撇号的 ψµ,ν，而前文将所得向量记为 ψ′
µ,ν。公式均保留原印。



281

E
(s1)
1 · · ·E(sn)

n 与 E
(t1)
1 · · ·E(tn)

n 不同，例如 sν 6= tν，则它们之积包含因子 E
(sν)
ν ,

E
(tν)
ν ，即 E

(+)
ν = E与 E

(−)
ν = 1 − E，其乘积为零。每个 Eν 都是若干这样的乘

积之和，具体为

Eν =
∑

s1,...,sν−1,sν+1,...,sn=±
E

(s1)
1 · · ·E(sν−1)

ν−1 · E(+)
ν · E(sν+1)

ν+1 · · ·E(sn)
n .

把这些乘积中非零者记为 E ′
1, . . . , E

′
m。显然 m ≤ 2n，甚至 m ≤ n − 1，因为它

们必须在 E1, . . . , En中出现，而且非零。于是 E ′
µ 6= 0，µ 6= ν时 E ′

µE
′
ν = 0，每个

Eµ都是若干 E ′
κ之和；后一事实还给出 n = 2m。注意，不可能有 Eµ+Eν = E ′

ϱ，

除非 Eµ = 0, Eν = E ′
ϱ，或 Eµ = E ′

ϱ, Eν = 0。否则，Eµ, Eν 各是若干 E ′
κ之和，E ′

ϱ

便成为至少两个 E ′
κ的和（或有重复）。由 II.4的定理 15、16，这些项彼此不同；

且既然至少有两项，也都不同于 E ′
ϱ，因此与 E ′

ϱ 的乘积都为零，其和与 E ′
ϱ 相

乘也为零；但这个和原应等于 E ′
ϱ，矛盾。

因此，E ′
1, . . . , E

′
m 所对应的性质 E′

1, . . . ,E
′
m，是具有以下特征的宏观性质：

每一个都有可能成立，任意两个彼此排斥，每个宏观性质都是其中若干个的

析取，而它们中的任何一个都不能再分解成两个更细的宏观性质的析取。因

此，E′
1, . . . ,E

′
m就是宏观上所能作出的最细分类，不能再作宏观分解。

以下不再要求它们的数目有限，只要求存在宏观不可分的性质 E′
1,E

′
2, . . .。

相应投影算符为 E ′
1, E

′
2, . . .，仍然全非零、两两正交，而每个宏观 E 都是其中

若干个的和。

所以 1也是其中若干个的和。如果某个 E ′
ν 不在其中，它就与所有入选的

算符正交，因而与 1正交，即 E ′
ν = E ′

ν · 1 = 0，不可能。所以 E ′
1 +E ′

2 + · · · = 1。

以下去掉撇号，写为 E1,E2, . . . 及 E1, E2, . . .。相应的闭线性流形记为M1,M2,

. . .，维数为 s1, s2, . . .。

若 sn = 1，即Mn为一维，就有Mn = [φn]、En = P[φn]；又由E1+E2+· · · = 1，

φ1, φ2, . . .构成完全规范正交系。这将意味着，仅靠宏观测量就能完全确定所考

察系统的状态。通常并非如此，故一般有 sn > 1，甚至 sn � 1。

此外，En作为宏观世界描述的基本构件，在某种意义上对应于经典理论惯

用的相空间分格。我们已经看到，它们能够近似再现不对易算符的行为，特别

是对相空间至关重要的 Q,P 的行为。
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对于不可分投影算符为E1, E2, . . .的宏观观察者，混合态U具有什么熵？更

确切地说，这样的观察者把 U 变为 V 时，最多能够获得多少熵？也就是说，作

为转变 U → V 的补偿，他最多能使外部对象的熵减少多少（这个熵减自然也

可能为零或为负）？

首先，若两个系综 U,U ′对全部 E1, E2, . . .都有相同的期望值，即

Tr(UEn) = Tr(U ′En) (n = 1, 2, . . .)，

观察者就根本无法区分二者。过一段时间也许可以区分，因为 U,U ′按 2改变，
而

Tr(AUA−1En) = Tr(AU ′A−1En), A = e−
2πi
h tH,

未必仍成立5.25；但这里考察的只是能够立即进行的测量，所以在上述条件下，

可以认为U,U ′不可区分。此外，观察者也只能用这样的半透壁：让落在某些Mn

中的状态φ透过，让其余状态原状反射。按照V.2的方法，不难确认，这已经足以
把 U ′ =

∑∞
n=1 xnEn可逆地变成 V ′ =

∑∞
n=1 ynEn。所以熵差仍为 κTr(U ′ lnU ′)−

κTr(V ′ lnV ′)，而 U ′的熵为−κTr(U ′ lnU ′)。不过，若要存在这种满足 TrU ′ = 1

的 U ′，各 TrEn，即 sn，必须有限。以下假设每个 sn都有限。U ′的本征值 x1有

s1重，x2有 s2重，等等；于是−U ′ lnU ′的本征值−x1 ln x1有 s1重，−x2 ln x2有
s2重，等等。因此，TrU ′ = 1表示

∑∞
n=1 snxn = 1，熵则为 −κ

∑∞
n=1 snxn ln xn。

由于

U ′Em =
∞∑
n=1

xnEnEm = xmEm, Tr(U ′Em) = xmTrEm = smxm,

5.25 若 En与 H对易，从而也与 A对易，等式确实成立，因为

Tr(A · UA−1En) = Tr(UA−1En ·A)

= Tr(UA−1AEn) = Tr(UEn).

但是，并非一切 En，也就是说，并非一切宏观可观测量，都与 H对易：其中很多量，例

如扩散过程中气体的重心，会随 t明显变化，所以 Tr(UEn)并不恒定。由于一切宏观量

彼此对易，H绝不可能是宏观量；即能量不可能用宏观方法测得完全精确。这一点本来

也很合理。
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有 xm = Tr(U ′Em)/sm，故所说的熵等于

−κ
∞∑
n=1

Tr(U ′En) ln
Tr(U ′En)

sn
.

对任意 U（TrU = 1），熵也必须为

−κ
∞∑
n=1

Tr(UEn) ln
Tr(UEn)

sn
.

因为若置

xn =
Tr(UEn)

sn
, U ′ =

∞∑
n=1

xnEn,

就有 Tr(UEn) = Tr(U ′En)，而 U,U ′不可区分，故有相同的熵。

还须指出，这个熵总不小于通常的熵：

−κ
∞∑
n=1

Tr(UEn) ln
Tr(UEn)

sn
≥ −κTr(U lnU),

仅当 U =
∑∞

n=1 xnEn时成立等号。由 V.3的结果，只要能通过若干次（未必宏
观的）过程 1把 U 变为

U ′ =
∞∑
n=1

[Tr(UEn)/sn]En,

上述不等式就必然成立；因为左端就是 −κTr(U ′ lnU ′)，而 U =
∑∞

n=1 xnEn 与

U = U ′同义。取规范正交系 φ
(n)
1 , . . . , φ

(n)
sn ，张成 En对应的闭线性流形Mn；由∑∞

n=1En = 1，全部 φ
(n)
ν （n = 1, 2, . . .，ν = 1, . . . , sn）构成完全规范正交系。设算

符 R以它们为本征函数，并有互不相同的本征值，相应物理量为 R。测量 R，

按 1，使 U 变为

U ′′ =
∞∑
n=1

sn∑
ν=1

(Uφ(n)
ν , φ(n)

ν ) · P
[φ

(n)
ν ]
.

然后令

ψ(n)
µ =

1
√
sn

sn∑
ν=1

e
2πi
sn
µνφ(n)

ν (µ = 1, . . . , sn).
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ψ
(n)
1 , . . . , ψ

(n)
sn 构成规范正交系，张成与 φ

(n)
1 , . . . , φ

(n)
sn 相同的闭线性流形Mn。所

以全部 ψ
(n)
ν （n = 1, 2, . . .，ν = 1, . . . , sn）也构成完全规范正交系。以它们为本

征函数构造算符 S，相应物理量为 S。还记录下列公式：

(P
[φ

(n)
ν ]
ψ(m)
µ , ψ(m)

µ ) =

0, m 6= n,

1/sn, m = n,

sn∑
ν=1

P
[φ

(n)
ν ]

=
sn∑
ν=1

P
[ψ

(n)
ν ]

= En.

因此，测量 S，按 1，就把 U ′′变成T5.25

∞∑
m=1

sm∑
µ=1

(U ′′ψ(m)
µ , ψ(m)

µ )P
[ψ

(m)
µ ]

=
∞∑
m=1

sm∑
µ=1

[ ∞∑
n=1

sn∑
ν=1

(Uφ(n)
ν , φ(n)

ν )(P
[φ

(n)
ν ]
ψ(m)
µ , ψ(m)

µ )

]
P
[ψ

(m)
µ ]

=
∞∑
m=1

sm∑
µ=1

[
sm∑
ν=1

(Uφ
(m)
ν , φ

(m)
ν )

sm

]
P
[ψ

(m)
µ ]

=
∞∑
m=1

sm∑
ν=1

Tr(UEm)

sm
P
[ψ

(m)
µ ]

=
∞∑
m=1

Tr(UEm)

sm
Em = U ′.

所以，两个过程 1已足以把 U 变成 U ′；证明所需的正是这一点。

对于状态 U = P[φ]，有 Tr(UEn) = (Enφ, φ) = ‖Enφ‖2，所以这个熵为

−κ
∞∑
n=1

‖Enφ‖2 ln
‖Enφ‖2

sn
.

它已没有“微观”熵的那些缺陷：一般说来，它不随时间（即过程 2）保持恒
定，也并非对所有状态 U = P[φ]都为零。事实上，构成这个熵的 Tr(UEn)一般

不随时间恒定，原注 5.23中已讨论过。T5.26 很容易指出状态 U = P[φ] 何时熵为

零：由于 0 ≤ ‖Enφ‖2/sn ≤ 1，熵表达式中的各个加项 ‖Enφ‖2 ln(‖Enφ‖2/sn)都

T5.25 最后一个双重和的内层求和指标原印为 ν，投影中却仍写 µ；内层指标应为 µ。公式保

留原印。
T5.26 原书此处引原注 202；这些期望值的时间变化实际讨论于原注 5.25。
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≤ 0，故必须全为零。这就要求 ‖Enφ‖2/sn = 0或 1。前者表示 Enφ = 0；后者

表示 ‖Enφ‖ =
√
sn，但由

‖Enφ‖ ≤ 1, sn ≥ 1,

得 sn = 1、‖Enφ‖ = ‖φ‖，即 Enφ = φ；也就是 sn = 1且 φ在Mn 中。后一情

况肯定不能对两个不同的 n同时成立，也不能对任何 n都不成立，否则就恒有

Enφ = 0，再由
∑∞

n=1En = 1得 φ = 0。所以，必须恰有一个 n使 φ属于Mn，而

且 sn = 1。我们已知一般所有 sn � 1，故这不可能。因此，我们的熵始终大于

零。

宏观熵既然随时间变化，接着的问题就是：它是否像现实世界中唯象热

力学的熵那样，主要趋于增加？在经典力学理论中，所谓 Boltzmann的 H定理
给出肯定回答，但必须作某些统计假设，即所谓“无序假设”。5.26 在量子力学

中，作者已成功地不依靠这类假设证明了相应定理。5.27 如果深入讨论这个问

题，以及与之密切相连的遍历定理（在原注 5.27所引论文中也已证明），就超
出这里的范围了，因此不再复述这些研究。有兴趣的读者可参阅所引论文。

5.26 关于经典 H定理，参见 Boltzmann，Vorlesungen über Gastheorie，Leipzig，1896，以及 P.和
T. Ehrenfest在原注 5.6所引文献中极具启发性的讨论。在量子力学中，可代替 Boltzmann
相应假设的“无序假设”，由W. Pauli提出（Sommerfeld-Festschrift，1928），并用来证明
H定理。最近，作者也证明了经典力学的遍历定理，见 Proc. Nat. Ac.，1930年 1月与 3
月；另见 G. D. Birkhoff的加强结果，Proc. Nat. Ac.，1929年 12月与 1930年 3月。

5.27 Z. Physik，第 57 卷（1929）。［T5.27 译者注：原书把本注编号印作 266；根据它在原注
205与207之间的位置及正文引用，可确定应为 206。］
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VI. 测量过程

1. 问题的表述

此前讨论量子力学与各种因果性、统计性的自然描述方法之间的关系时，

我们发现量子力学的描述方式存在一种奇特的两重性，尚未得到充分解释。

一方面，状态 φ在能量算符 H的影响下，在时间区间 0 ≤ τ ≤ t内，按如下方

式变为状态 φ′：

∂

∂τ
φτ = −

2πi

h
Hφτ (0 ≤ τ ≤ t),

φ0 = φ, φt = φ′,

即

φ′ = e−
2πi
h tHφ,

所以完全遵循因果律。混合态 U 相应地变为

U ′ = e−
2πi
h tHUe

2πi
h tH;

φ按照因果律变为 φ′时，状态 U = P[φ]也变为状态 U ′ = P[φ′]，这是 V.1的过程
2。另一方面，测量时——例如测量一个本征值全为单重、本征函数为 φ1, φ2,

. . . 的量——状态 φ 经历非因果变化：可能产生 φ1, φ2, . . . 中的任何一个状态，

概率分别为 |(φ, φ1)|2, |(φ, φ2)|2, . . .。因此得到混合态

U ′ =
∞∑
n=1

|(φ, φn)|2 · P[φn]

一般说来，混合态 U 变为

U ′ =
∞∑
n=1

(Uφn, φn) · P[φn]
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这是 V.1的过程 1。这里状态变成混合态，所以过程不遵循因果律。
这两个过程 U −→ U ′的差别是根本性的：除了对因果性原则表现不同，前

者在热力学上可逆，后者则不可逆，参见 V.3。
现在把这些情况，与自然界及其观察中实际存在的情况比较。首先，测

量，或者与测量相伴的主观统觉过程，相对于物理环境确实是一种全新的现

象，不能还原为物理环境中的过程。因为它把我们引向物理环境之外；更确

切地说，是引向个体内在的思想生活。这种内在生活无法检验，因为任何检

验的尝试都已经以它为前提，参见下文。不过，自然科学的世界观有一个基

本要求，即所谓心物平行原则（psychophysikalischer Parallelismus）：主观统觉其
实是物理范围之外的过程，但必须能像它发生于物理世界中那样描述它。也

就是说，必须能把这一主观过程的各个环节，分别与普通空间中、客观环境

内的物理过程对应起来。当然，在作这种对应时，总会需要把这些过程定位

于我们身体所占据的空间区域内；但这不改变它们属于环境这一点。

用一个简单例子说明这种看法。要测量某个温度，可以只计算到温度计水

银球周围的温度，然后说：温度计测量了这一温度。但也可继续计算，根据分子

动理论所解释的水银性质，算出它如何受热、膨胀，以及由此形成的水银柱长

度，再说：观察者看到了这个长度。再往前，还可把他的光源包括进来，求光量

子在不透明水银柱上的反射、其余光量子进入眼睛的路径、在晶状体中的折射，

以及视网膜上的成像，然后才说：观察者的视网膜接收了这个像。假如生理学

知识比今天更精确，还可继续追踪这个像在视网膜、神经通路、脑中引起的化

学反应，最后才说：观察者统觉到自己脑细胞中的这些化学变化。但不论计算

到哪里——水银球、温度计刻度、视网膜，还是脑内——总有一处必须说：然后

观察者感知到它。也就是说，总须把世界分成两部分，一部分是被观察的系统，

另一部分是观察者。前一部分中的一切物理过程，至少原则上都可以任意精确

地追踪；对后一部分，这样做则没有意义。两者的界限有很大的任意性；上例

中就有四种不同划法。特别是，这种意义上的观察者，绝不必等同于实际观察

者的身体：上例中，有一次甚至把温度计也归到观察者一侧，另一次却连观察

者的眼睛和神经通路也不包括在内。界限可以任意深入实际观察者身体内部，

这就是心物平行原则的内容。但这不改变如下事实：任何一种描述，要避免成
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为空谈，也就是要能够与经验比较，就必须在某处划出这条界限。因为经验所

能支持的，只是这样的陈述：“某个观察者有了某种主观感知”，而不能支持这

样的陈述：“某个物理量具有某个数值”。

量子力学用过程 2（V.1）描述世界中被观察部分的事件，条件是它们不与
观察者部分相互作用；一旦发生这种相互作用，即发生测量，就规定用过程 1。
这样，两重性便有了理由。6.1不过，在证明被观察系统与观察者的界限能按上

述意义任意移动之前，仍有违背心物平行原则的危险。

为讨论这一点，把世界分为 I, II, III 三部分：I 为被观察的系统本身，II

为测量仪器，III 为观察者本身。6.2 须证明：界限既可划在 I 与 II + III 之间，

也可划在 I + II 与 III 之间。在上例中，比较第一、第二种划法时，I 为待研

究系统，II 为温度计，III 为光加观察者；比较第二、第三种时，I 为待研究系

统加温度计，II 为光加观察者的眼睛，III 为从视网膜开始的观察者；比较第

三、第四种时，I 为直到观察者视网膜之前的一切，II 为其视网膜、神经通路

和脑，III 为抽象的“我”。因此，第一种划法把过程 2用于 I，把过程 1用于
I 与 II + III 间的相互作用；第二种则把 2用于 I + II，把 1用于 I + II 与 III

间的相互作用。III 本身在两种情况下都不纳入计算。我们真正的任务，是证

明两种方法对 I给出相同论断；两种情况下，只有它始终属于世界中被观察的

部分。

但要顺利开展这一工作，须先详细研究两个物理系统的合并过程，即从 I、

II 到 I + II 的过程。

2. 复合系统

如前节结尾所说，现在考察两个物理系统 I, II 及其合并所得 I+ II；这里

I, II 不必具有前节中的意义。在经典力学描述中，设 I 有 k个自由度，坐标为

6.1 N. Bohr，Naturwiss.，第 17卷（1929），首先指出：量子力学在形式上使自然描述的二重
性不可避免，而这种二重性也有实质上的根据；他还指出了这种二重性与心物平行原则

的联系。
6.2 下面以及 VI.3的讨论中，有些重要内容是作者在与 L. Szilárd先生的交谈中获得的。另
参见 Heisenberg在原注 5.2所引文献中的类似考察。
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q1, . . . , qk，以后总用一个符号 q简写；相应地，II 有 l个自由度，坐标为 r1, . . . ,

rl，简写为 r。于是 I + II 有 k + l个自由度，坐标为 q1, . . . , qk, r1, . . . , rl，简写

为 q, r。因此，在量子力学中，I 的波函数形如 φ(q)，II 的形如 ξ(r)，I + II 的

形如 Φ(q, r)。在相应希尔伯特空间 RI ,RII ,RI+II 中，内积分别定义为∫
φ(q)ψ(q) dq,

∫
ξ(r)η(r) dr,

∫∫
Φ(q, r)Ψ(q, r) dq dr,

I, II, I + II 的物理量，分别对应 RI ,RII ,RI+II 中的超极大厄米算符 A, A,A。

I 中的每个物理量当然也是 I + II 中的物理量；应从其 A按如下方式确定

A：求AΦ(q, r)时，将 r视为常数，把 A作用于以 q为变量的函数 Φ(q, r)。6.3 这

一对应规则对坐标、动量算符肯定正确，即对Q1, . . . , Qk与 P1, . . . , Pk，亦即 q1,

. . . , qk与 h
2πi

∂
∂q1
, . . . , h

2πi
∂
∂qk
正确（参见 I.2）；它也符合 IV.2的对应原则 I、II。6.4 因

此，把它作为普遍公设；量子力学中通常也正如此使用。

同样，II 中的每个物理量也是 I + II 中的物理量，其 A也按同样规则给

出A：AΦ(q, r)等于把 q视为常数、把 Φ(q, r)视为 r的函数时所得的 AΦ(q, r)。

若 φm(q)（m = 1, 2, . . .）是RI 中的完全规范正交系，ξn(r)（n = 1, 2, . . .）是

RII 中的完全规范正交系，那么 Φmn(q, r) = φm(q)ξn(r)（m,n = 1, 2, . . .）显然是

RI+II 中的完全规范正交系。因此，算符 A, A,A分别可用矩阵 {am/m′}、{an/n′}、
{αmn/m′n′}表示（m,m′, n, n′ = 1, 2, . . .）。6.5 下面将多次用到这一点。矩阵表示

的含义为

Aφm(q) =
∞∑

m′=1

am/m′φm′(q),

Aξn(r) =
∞∑
n′=1

an/n′ξn′(r),

以及

AΦmn(q, r) =
∞∑

m′,n′=1

αmn/m′n′Φm′n′(q, r),

6.3 不难证明：若 A厄米或超极大，则A也具有相应性质。
6.4 对 I，这一点显然；对 II，只要涉及的仅是多项式，也同样显然。对于一般函数，则可
由下述事实看出：我们的映射 A→ A不破坏单位分解与厄米算符之间的对应关系。

6.5由于指标很多而且种类不同，这里采用的矩阵记法与先前略有区别。
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即

Aφm(q)ξn(r) =
∞∑

m′,n′=1

αmn/m′n′φm′(q)ξn′(r).

特别地，对应 A −→ A表示

Aφm(q)ξn(r) = (Aφm(q))ξn(r) =
∞∑

m′=1

am/m′φm′(q)ξn(r),

即T6.1

αmn/m′n′ = am/m′δn/n, δn/n′ =

1, n = n′,

0, n 6= n′.

类似地，对应 A −→ A表示 αmn/m′n′ = an/n′δm/m′。

I + II 中的统计系综由其统计算符 U，或其矩阵 {vmn/m′n′}刻画。它确定
I+II中一切物理量的统计性质，特别也确定 I中物理量的统计性质。因此，它

也对应于单独 I 中的一个统计系综：一个只能感知 I、不能感知 II 的观察者，

会把 I + II 系统的系综看作 I 系统的系综。这个 I 系综的统计算符 U，或其矩

阵 {um/m′}是什么？求法如下。矩阵为 {am/m′}的 I 物理量，当作 I + II 物理量

时，矩阵为 {am/m′δn/n′}；所以在 I 中计算，期望值为
∑∞

m,m′=1 um/m′am′/m，而

在 I + II 中计算，得到

∞∑
m,n,m′,n′=1

vmn/m′n′am′/mδn′/n =
∞∑

m,m′,n=1

vmn/m′nam′/m

=
∞∑

m,m′=1

( ∞∑
n=1

vmn/m′n

)
am′/m.

要使二者相等，必须有

um/m′ =
∞∑
n=1

vmn/m′n.

T6.1下面第一个等式中，原书印作 δn/n；紧接的定义却用 δn/n′，可见前者漏了撇号。这里

保留原印下标。
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完全类似地，如果只考虑 II 而忽略 I，这个 I + II 系综也确定一个 II 系

综，其统计算符为 U，矩阵为 {un/n′}。同样得到

un/n′ =
∞∑
m=1

vmn/mn′.

这样也得到了 I, II, I + II 的统计算符 U, U,U 之间的对应规则；但它们与

物理量算符 A, A,A之间的对应规则有本质差别。

还须指出，U, U,U 的这一对应，只是表面上依赖于完全规范正交系 φm(q)、

ξn(q) 的选择。T6.2 因为它是从一个不变条件导出的，而且只有这一对应满足该

条件：A与A的期望值相等，A与A的期望值也相等。

U 表示 I + II 中的统计，U, U 分别表示只限于 I、II 的统计。问题是：U,

U 能否唯一确定U？一般应预期不能，因为仅知道 U, U，也就是只分别了解 I、

II，会丢失两系统之间可能存在的一切“概率依赖关系”。但若 I 和 II 的状态

都准确已知，就不再涉及“概率依赖关系”，I + II 也就准确已知。不过，精确

的数学讨论优于这种定性考虑，下面就来进行。

问题是：给定两个定号矩阵 {um/m′}、{un/n′}，求第三个定号矩阵 {vmn/m′n′}，
使

∞∑
n=1

vmn/m′n = um/m′,
∞∑
m=1

vmn/mn′ = un/n′.

由
∑∞

m=1 um/m = 1、
∑∞

n=1 un/n = 1，便自动得
∑∞

m,n=1 vmn/mn = 1，因此仍满足

所需的归一化条件。问题总是有解，例如 vmn/m′n′ = um/m′un/n′ 总是一个解；不

难看出这个矩阵定号。不过，要问的是，它何时是唯一解。

我们证明：当且仅当两个矩阵 {um/m′}、{un/n′}中至少有一个对应于状态
时，解才唯一。先证必要性，即两个矩阵都对应混合态时，存在多个解。这时

（参见 IV.2）

um/m′ = αvm/m′ + βwm/m′, un/n′ = γvn/n′ + δwn/n′,

其中 vm/m′,wm/m′ 定号，且不只是相差一个常数因子；vn/n′, wn/n′ 也一样；还有
∞∑
m=1

vm/m =
∞∑
m=1

wm/m =
∞∑
n=1

vn/n =
∞∑
n=1

wn/n = 1,

T6.2 原书此处印作 ξn(q)，但第二个系统使用的自变量是 r；这里保留原印。
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及 α, β, γ, δ > 0、α + β = 1、γ + δ = 1。容易验证，任一T6.3

vmn/m′n = πvm/m′vn/n′ + ϱwm/m′vn/n′

+ σvm/m′wn/n′ + τwm/m′wn/n′

只要满足

π + σ = α, ϱ+ τ = β, π + ϱ = γ, σ + τ = δ,

π, ϱ, σ, τ > 0,

就是解。π, ϱ, σ, τ 有无穷多种选法：由于 α + β = γ + δ，四个方程只有三个

独立，例如 ϱ = γ − π、σ = α − π、τ = (δ − α) + π；要全部为正，必须有

α− δ = γ− β < π < α, γ，而满足它的 π有无穷多个。不同的 π, ϱ, σ, τ 给出不同

的 vmn/m′n′，因为 vm/m′vn/n′, . . . ,wm/m′wn/n′ 线性无关；这是由 vm/m′,wm/m′ 线性

无关、vn/n′, wn/n′ 也线性无关而来。

再证充分性。可设 um/m′ 对应一个状态，另一种情形同样处理。于是 U =

P[φ]；完全规范正交系 φ1, φ2, . . .原本任意，故可取 φ1 = φ。显然，U = P[φ1]的

矩阵为

um/m′ =

1, m = m′ = 1,

0, 其他情形.

因此
∞∑
n=1

vmn/m′n =

1, m = m′ = 1,

0, 其他情形.

特别地，m 6= 1时
∑∞

n=1 vmn/mn = 0。但由 vmn/m′n′ 定号，各 vmn/mn ≥ 0［因为

vmn/mn = (UΦmn,Φmn)］，所以此时 vmn/mn = 0。即 (UΦmn,Φmn) = 0，再由 U

定号，有 (UΦmn,Φm′n′) = 0（参见 II.5，定理 19），其中m′, n′任意。因此，m 6= 1

蕴含 vmn/m′n′ = 0；由厄米性，m′ 6= 1也给出同样结论。而m = m′ = 1时，

v1n/1n′ =
∞∑
m=1

vmn/mn′ = un/n′.

T6.3 下式左端原书最后的 n漏印了撇号；由右端及后续用法，应为 vmn/m′n′。这里保留原印

下标。
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所以解 vmn/m′n′ 确如所言，唯一确定。

把结果概括起来，也可这样说：I+II中的统计系综，算符为U = {vmn/m′n′}；
它在单独 I、单独 II 中分别确定统计系综，算符为 U = {um/m′}、U = {un/n′}。
当且仅当满足以下条件时，后二者能唯一确定前者：

1.有 vmn/m′n′ = vm/m′vn/n′。由

TrU =
∞∑

m,n=1

vmn/mn =
∞∑
m=1

vm/m

∞∑
n=1

vn/n = 1

可知，把 vm/m′与 vn/n′分别乘上互为倒数的两个常数因子，就能使
∑∞

m=1 vm/m =

1、
∑∞

n=1 vn/n = 1。此时便知 um/m′ = vm/m′、un/n′ = vn/n′。

2. 或者 vm/m′ = xmxm′，或者 vn/n′ = xnxn′。因为 U = P[φ] 意味着 φ =∑∞
m=1 ymφm，从而 um/m′ = ymym′，对 vm/m′ 也相应成立；U = P[ξ]的情形类似。

我们把 U, U 分别称为 U 在 I, II 中的投影。6.6

现在转向 I + II 的状态 U = PΦ。相应的波函数 Φ(q, r)可按完全规范正交

系 Φmn(q, r) = φm(q)ξn(r)展开：

Φ(q, r) =
∞∑

m,n=1

fmnφm(q)ξn(r).

因此，也可以改用系数 fmn（m,n = 1, 2, . . .）来表示波函数；系数只受一

个约束：
∑∞

m,n=1 |fmn|2 = ‖Φ‖2有限。
用

Fφ(q) =

∫
Φ(qr)φ(q) dq,

F ∗ξ(r) =

∫
Φ(qr)ξ(r) dr

定义两个算符 F, F ∗。这两个算符都是线性的，但有一点特殊：定义域分别是

RI、RII，值却分别取在 RII、RI 中。二者互为伴随，因为显然 (Fφ, ξ) = (φ,

6.6 I+II中一个状态的投影，一般分别是 I和 II中的混合态（见下文）。这一事实由 J. Landau
发现，Z. Physik，第 45卷（1927）。
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F ∗ξ)；左边内积在RII 中取，右边在RI 中取！RI 与RII 的差别在数学上无关

紧要，因而可用 II.11的结果：由于它们是积分算符，Σ(F ),Σ(F ∗)都等于∫∫
|Φ(qr)|2 dq dr = ‖Φ‖2 = 1 (‖Φ‖在 RI+II 中取!),

所以有限。因此 F, F ∗连续，甚至全连续，而 F ∗F, FF ∗为定号算符，Tr(F ∗F ) =

Σ(F ) = 1、Tr(FF ∗) = Σ(F ∗) = 1。再顾及RI ,RII 的差别，就知 F ∗F 定义在RI

中，FF ∗定义在 RII 中。

由于 Fφm(q) =
∑∞

n=1 fmnξn(r)，
T6.4 F 的矩阵为 {fmn}［分别采用完全规范

正交系 φm(q)与 ξn(r)］；同样，F ∗的矩阵为 {fmn}。所以 F ∗F, FF ∗的矩阵分别

为 { ∞∑
n=1

fmnfm′n

}
,

{ ∞∑
m=1

fmnfmn′

}
,

另一方面，在正交系 Φmn(q, r) = φm(q)ξn(r) 中，U = P[Φ] 的矩阵为

{fmnfm′n′}，因此它在 I, II 中的投影 U, U 的矩阵分别如下。6.7{ ∞∑
n=1

fmnfm′n

}
,

{ ∞∑
m=1

fmnfmn′

}
,

所以

U = F ∗F, U = FF ∗,

而且这一论断不依赖于 φm, ξn的选择，因为 U, U, F 都不依赖这种选择。

算符 U, U 全连续，根据 II.11及 IV.3，可写成

U =
∞∑
k=1

w′
kP[ψk], U =

∞∑
k=1

w′′
kP[ηk],

其中 ψk构成RI 中的完全规范正交系，ηk构成RII 中的完全规范正交系，且各

w′
k, w

′′
k ≥ 0。现在分别略去两个公式中 w′

k = 0或 w′′
k = 0的项，把余项重新按

k = 1, 2, . . .连续编号。此时 ψk与 ηk仍是规范正交系，却未必完全；和式
∑∞

k=1

T6.4 按前面给出的积分定义与 Φ 的展开式，直接计算 Fφm 会在 ξn 上也得到复共轭；原文

此处未写这个共轭号，以下沿用原书记号。
6.7 这里的数学讨论依据 E. Schmidt的一篇论文：Math. Ann.，第 63卷（1907）。
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分别换成
∑M ′

k=1、
∑M ′′

k=1，M
′,M ′′可以有限，也可以无穷，而所有 w′

k, w
′′
k 现在都

大于零。

考察一个ψk。有Uψk = w′
kψk，故F ∗Fψk = w′

kψk、FF
∗Fψk = w′

kFψk、UFψk =

w′
kFψk。此外，

(Fψk, Fψl) = (F ∗Fψk, ψl) = (Uψk, ψl)

= w′
k(ψk, ψl) =

w′
k, k = l,

0, k 6= l.

特别有 ‖Fψk‖2 = w′
k。因此，

1√
w′

k

Fψk 在 RII 中构成规范正交系，且为 U 的本

征函数，其本征值与 ψk对 U的本征值相同，即 w′
k。所以 U的每个本征值也是

U 的本征值，重数至少相同。交换 U, U 便知，它们具有相同本征值，重数也相

同。因此，w′
k 与 w′′

k 除次序外相同，M ′ = M ′′ = M；把 w′′
k 重新编号，就能使

w′′
k = w′

k = wk。做到这一点后，显然一般可选 ηk =
1√
wk
Fψk。于是

1
√
wk
F ∗ηk =

1

wk
F ∗Fψk =

1

wk
Uψk = ψk.

所以：6.6

ηk =
1
√
wk
Fψk, ψk =

1
√
wk
F ∗ηk.

把规范正交系 ψ1, ψ2, . . .扩充成完全系 ψ1, ψ2, . . . , ψ
′
1, ψ

′
2, . . .，同样把 η1, η2,

. . .扩充成 η1, η2, . . . , η
′
1, η

′
2, . . .；补入的 ψ′

1, ψ
′
2, . . .与 η′1, η

′
2, . . .各自都可以为空、有

限或无限，彼此无关。前面的讨论不依赖于完全规范正交系 φ1, φ2, . . .、ξ1, ξ2, . . .

的选择，因而可以让它们分别与刚扩充的两个正交系重合。设 ψk对应 φµk
，ηk

对应 ξνk，其中 µ1, µ2, . . .互不相同，ν1, ν2, . . .也互不相同。于是

Fφµk
=
√
wkξνk , Fφm = 0 当m 6= µ1, µ2, . . . .

所以

fmn =


√
wk, m = µk, n = νk, k = 1, 2, . . . ,

0, 其他情形,
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或等价地，

Φ(q, r) =
M∑
k=1

√
wkφµk

(q)ξνk(q).

这样，适当选取正交系 φm(q)、ξn(q)后，矩阵 {fmn}的每行、每列至多含一
个非零元素；这个元素甚至是实的、正的，等于√wk，但对下文并不重要。这
一形式陈述的物理意义是什么？T6.5

设算符 A 的本征函数为 φ1, φ2, . . .，互不相同的本征值为 a1, a2, . . .；同样，

B有 ξ1, ξ2, . . .及 b1, b2, . . .。A对应 I中的物理量，B对应 II中的物理量，因而二

者同时可测。容易看出，“A的值为 am，B的值为 bn”两句话合起来，确定状态

Φmn(q, r) = φm(q)ξn(r)；在状态 Φ(q, r)中，它出现的概率为 (P[Φmn]Φ,Φ) = |(Φ,
Φmn)|2 = |fmn|2。所以我们的结论意味着：A,B 同时可测，在 Φ中测出其中一

个，就唯一确定另一个的值。如果某个 am的全部 fmn都为零，它就不可能出

现，因为只要测到了 am，其总概率
∑∞

n=1 |fmn|2就不能为零；所以恰有一个 n使

fmn 6= 0。对 bn也一样。也就是说，状态Φ中可能有多个A值：凡
∑∞

n=1 |fmn|2 > 0，

即存在某个 n使 fmn 6= 0的 am 都可能，通常是全部 am；也有同样多个 B 值：

凡
∑∞

n=1 |fmn|2 > 0，即存在某个m使 fmn 6= 0的 bn都可能。但 Φ在可能的 A值

与 B 值之间建立了一一对应。T6.6

把可能的m记为 µ1, µ2, . . .，相应可能的 n记为 ν1, ν2, . . .，则

fmn =

ck 6= 0, m = µk, n = νk, k = 1, 2, . . . ,

0, 其他情形,

故有（M 有限或无限）

Φ(q, r) =
M∑
k=1

ckφµk
(q)ξνk(r).

T6.5 这里原书把 ξνk 及 ξn的自变量印作 q；但它们属于第二个系统，其他地方的自变量是 r。

此处保留原印。
T6.6 谈 B 值的括号中，原书重复使用了求和下标 n；相应的边缘概率应对m求和。这里保

留原印下标。
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于是T6.7

umm′ =
∞∑
n=1

fmnfm′n =

|ck|2, m = m′ = µk, k = 1, 2, . . . ,

0, 其他情形,

unn′ =
∞∑
m=1

fmnfmn′ =

|ck|2, n = n′ = νk, k = 1, 2, . . . ,

0, 其他情形,

因此

U =
M∑
k=1

|ck|2P[φµk
], U =

M∑
k=1

|ck|2P[ξνk ]
.

所以，投影到 I 或 II 中，Φ一般会成为混合态；它只有在 I + II 中才是状态，

因为它包含一项关于 I + II 的论断，无法在单独 I 或单独 II 中利用：即 A值

与 B 值之间的一一对应。

因此，对每个 Φ都能选取 A,B，亦即 φm, ξn，使我们的条件成立；若 A,B

任意选定，当然不能指望这一条件成立。每个状态 Φ都在 I 与 II 之间建立一

种特殊联系，其中相关联的量 A,B依赖于 Φ。Φ能把它们（即 φm, ξn）确定到

什么程度，不难判断：若所有 |ck|彼此不同且非零，U, U（由 Φ确定）就唯一

确定 φm, ξn，参见 IV.3。一般讨论留给读者。
最后指出：因为 |ck|2 > 0，M 6= 1时，U, U 都不是状态。M = 1时则二者

都是状态：U = P[φµ1 ]
，U = P[ξν1 ]

；此时 Φ(q, r) = c1φµ1(q)ξν1(r)，可把 c1吸收到

φµ1(q)中。因此，当且仅当 Φ(q, r)形如 φ(q)ξ(r)时，U, U 是状态，且分别等于

P[φ]、P[ξ]。

根据以上结果，再强调一点：若 I处于状态φ(q)，II处于状态 ξ(r)，则 I+II

处于状态 Φ(q, r) = φ(q)ξ(r)。反之，若 I + II 处于一个不能写成乘积 φ(q)ξ(r)

的状态 Φ(q, r)，那么 I, II 都是混合态，但 Φ使 I、II 中某些量的可能值之间建

立一一对应。

T6.7 下面两条矩阵公式中，原书写作 umm′ 与 unn′，省去了此前的斜杠，也不再以不同字体

区分两个系统；这里保留原印。
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3. 测量过程的讨论

在借助 VI.2 的形式工具，按 VI.1 的思路完成测量过程的讨论之前，先用
VI.2的结果，排除一种曾多次被提出的解释；它试图说明过程 1（V.1）的统计
性质。其思路如下：设 I为被观察系统，II为观察者。测量前，I处于状态U = P[φ]，

II 却是混合态 U =
∑∞

n=1wnP[ξn]；那么 I + II 就是一个唯一确定的混合态 U。

确实，由 VI.2容易算出

U =
∞∑
n=1

wnP[Φn], Φn(q, r) = φ(q)ξn(r).

现在测量 I 中的量 A，应把它理解为 I, II 之间的相互作用；这是 V.1的过程 2，
能量算符为H。若持续时间为 t，U 就变为

U ′ = e−
2πi
h tHUe

2πi
h tH ,

显然

U ′ =
∞∑
n=1

wnP
[e−

2πi
h

tHΦn]
.

如果每个 Φn(q, r)都形如 ψn(q)ηn(r)，其中 ψn是 A的本征函数，ηn是某个固定

的完全规范正交系，那么这一干预就具有测量的性质T6.8：把 I 的每个状态 φ

都变成 A的本征函数 ψn的混合。统计性质是这样产生的：测量前 I 虽处于单

一状态，II 却是混合态；相互作用期间，II 的混合性质“传染”了 I + II，特

别使它在 I 中的投影成为混合态。也就是说，测量结果不确定，是因为测量前

不知道观察者的确切状态。这样的机制似乎可能存在，因为自然规律也许限制

了观察者对自身状态的了解。这样的限制会体现在 wn的取值上；而这些数值

必须完全由观察者决定，因而与 φ无关！

但这一解释尝试恰在此失败：量子力学要求wn = (Pψnφ, φ) = |(φ, ψn)|2，即
wn依赖 φ！即使可能另有一种分解U ′ =

∑∞
n=1w

′
nP[Φ′

n]，也无济于事；这里Φ′
n(q,

T6.8 原书此句仍用测量前的记号Φn。按上文的演化式及此处论证，应指演化后的 e−
2πi
h tHΦn

具有 ψn(q)ηn(r)的形式。正文保留原印记号。
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r) = ψn(q)ηn(r)是规范正交的。因为 w′
n除次序外已由 U ′唯一确定（IV.3），故

与 wn相等。6.8

因此，过程 1的非因果性，并非由于对观察者状态了解不足；以下便始终
假定这个状态准确已知。

回到 VI.1末尾提出的任务。系统 I, II, III 仍取那里的意义；对 I, II 的量

子力学研究，采用 VI.2的记号，III 仍不纳入计算，参见 VI.1的讨论。设 A是

真正待测的量（在 I 中），φ1(q), φ2(q), . . .是其本征函数，I 处于状态 φ(q)。

若 I 是被观察系统，II + III 是观察者，就须采用过程 2T6.9，得到：测量
使 I 从状态 φ转入 φn之一（n = 1, 2, . . .），概率分别为 |(φ, φn)|2（n = 1, 2, . . .）。

那么，若以 I + II 为被观察系统，只有 III 为观察者，应怎样描述呢？

此时必须说：II 是一台测量仪器，在刻度上显示 A（在 I 中）的值；刻度

上的指针位置是物理量 B（在 II 中），这才是 III 真正观察的量。若 II 已经在

观察者体内，刻度和指针位置就须换成相应生理概念，例如视网膜及其上的像

等。B 的值与 A的值一一对应。设 A取值 a1, a2, . . .，B 取值 b1, b2, . . .，编号使

an与 bn对应。

起初，I 处于未知状态 φ(q)，II 处于已知状态 ξ(r)，因此 I + II 处于状态

Φ(q, r) = φ(q)ξ(r)。由 II 对 I 实行的测量，如前例一样，是在时间 t内由 I + II

中的能量算符H 实现的；这是过程 2，把 Φ变为 Φ′ = e−
2πi
h tHΦ。从观察者 III

看来，只有满足以下条件才能称为测量：若 III 用过程 1测量同时可测的 A,B

（分别在 I, II 中，或都在 I + II 中），m 6= n的值对 am, bn概率为零，m = n的值

对则有某些概率 wn。也就是说，只须“看一眼”II，便已测量了 I 中的 A。量

子力学还要求 wn = |(φ, φn)|2。
做到这一点，测量过程在 II 中进行的部分，就在理论上得到“解释”；也

就是说，VI.1所述的界限从 I | II + III 移到了 I + II | III。
因此，数学任务如下：给定 I中的完全规范正交系φ1, φ2, . . .，求RII中的同

类正交系 ξ1, ξ2, . . .、状态 ξ，以及RI+II 中的能量算符H 和时间 t，使下述性质

成立：若 φ是RI 中的任意状态，并令 Φ(q, r) = φ(q)ξ(r)、Φ′(q, r) = e−
2πi
h tHΦ(q,

6.8 这一解释思路还可以有若干变体，但出于类似理由，仍须排除。
T6.9 原书这里印作“过程 2”；但按 V.1及 VI.1的术语，同句所述的测量变换是过程 1。这里

保留原印数字。
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r)，则 Φ′(q, r)应形如
∑∞

n=1 cnφn(q)ξn(r)（cn自然依赖 φ），并有 |cn|2 = |(φ, φn)|2。
最后这一要求与上面物理要求等价，已在 VI.2讨论。

以下除 φ1, φ2, . . . 外，也把 ξ1, ξ2, . . . 及 ξ 固定给定；不求 H，而求酉算符

∆ = e−
2πi
h tH。

这个数学问题把我们带回 VI.2中已解的问题：那里给定 Φ′，证明 cn, φn, ξn

存在；这里 φn, ξn固定，Φ, cn作为 φ的函数给定，要确定∆，使 Φ′ = ∆Φ恰好

给出这些 cn, φn, ξn。

下面证明，这样的 ∆ 确实能确定。我们只关心原理问题，即某种这样

的 ∆ 是否存在；至于最简单、最直观的实验装置（例如 III.4 中的装置）的
∆ = e−

2πi
h tH 是否也有这一性质，则不再研究。因为已经看到，我们的条件事

实上等价于判断一个干预是否具有测量性质的直观判据，而上述实验装置无

疑具有这种直观的测量性质；如果它们的 ∆ 竟不满足我们的条件，哪怕近似

也不满足，量子力学就会给出与直观严重矛盾的结果。6.9 因此，以下只给出一

个严格满足条件的抽象 ∆。

设 φm（m = 0,±1,±2, . . .）、ξn（n = 0,±1,±2, . . .）分别是 RI、RII 中给

定的完全规范正交系。让m,n不遍历 1, 2, . . .而遍历 0,±1,±2, . . .，纯为技术方
便，在原理上没有区别。为简单起见，取状态 ξ = ξ0。以

∆
∞∑

m,n=−∞
xmnφm(q)ξn(r) =

∞∑
m,n=−∞

xmnφm(q)ξm+n(r)

定义 ∆。φm(q)ξn(r)与 φm(q)ξm+n(r)都构成 RI+II 中的完全规范正交系，故 ∆

为酉算符。现在

φ(q) =
∞∑

m=−∞
(φ, φm) · φm(q), ξ(r) = ξ0(r),

所以T6.10

Φ(q, r) = φ(q)ξ(q) =
∞∑

m=−∞
(φ, φm) · φm(q)ξ0(r),

6.9 对 III.4所讨论的位置测量情形，相应计算见Weizsäcker的一篇论文：Z. Physik，第 70卷
（1931）。

T6.10 下列两行的第一行中，原书把 ξ(r)印作 ξ(q)。这里保留原印自变量。
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Φ′(q, r) = ∆Φ(q, r) =
∞∑

m=−∞
(φ, φm) · φm(q)ξm(r).

目的至此达到，甚至有 cn = (φ, φn)。

如果用具体的 Schrödinger波函数举例，并且不给 ∆而直接给出H，就能

更清楚地看出这一过程的机制。

设被观察对象与观察者，即 I与 II，分别只用一个连续遍历−∞至+∞的
变量 q、r刻画；也就是说，把二者都视为能沿直线运动的点，波函数分别总形

如 ψ(q)、η(r)。假设其质量m1,m2很大，使能量算符中的动能部分

1

2m1

(
h

2πi

∂

∂q

)2

+
1

2m2

(
h

2πi

∂

∂r

)2

,

可以忽略。于是H 只剩对测量起决定作用的相互作用能部分，取其特殊形式

为 h
2πiq

∂
∂r。

此时，I + II 的波函数 ψt = ψt(q, r)所满足的含时 Schrödinger微分方程为

h

2πi

∂

∂t
ψt(q, r) = −

h

2πi
q
∂

∂r
ψt(q, r),(

∂

∂t
+ q

∂

∂r

)
ψt(q, r) = 0,

即

ψt(q, r) = f(q, r − tq).

若 t = 0时 ψ0(q, r) = Φ(q, r)，则 f(q, r) = Φ(q, r)，所以

ψt(q, r) = Φ(q, r − tq).

特别地，若 I, II的初始状态分别由 φ(q)与 ξ(r)表示，在我们的计算框架中（把

其中的时间 t取为 1），便有

Φ(q, r) = φ(q)ξ(r),

Φ′(q, r) = ψ1(q, r) = φ(q)ξ(r − q).

现在要证明，这可以用来由 II 测量 I 的位置，也就是说，坐标 q, r的值相互对

应。由于 q, r有连续谱，只能任意精确而不能绝对精确地测量，这一目标也只

能近似达到。
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为此，设 ξ(r)只在很窄的区间−ε < r < ε内非零，即测量前观察者的坐标

r已十分精确地知道。此外，ξ当然须归一化：

‖ξ‖ = 1, 即
∫
|ξ(r)|2 dr = 1.

q落在区间 q0 − δ < q < q0 + δ、r落在区间 r0 − δ′ < r < r0 + δ′的概率为∫ q0+δ

q0−δ

∫ r0+δ
′

r0−δ′
|Φ′(qr)|2 dq dr

=

∫ q0+δ

q0−δ

∫ r0+δ
′

r0−δ′
|φ(q)|2|ξ(r − q)|2 dq dr.

如果 q0, r0相差超过 δ+ δ′+ ε，此式为零；也就是说，q, r的取值彼此紧密对应，

差别不可能超过 δ + δ′ + ε。而当 r0 = q0 时，只要选 δ′ ≥ δ + ε，根据对 ξ 的假

设，此式便等于
∫ q0+δ
q0−δ |φ(q)|

2 dq。由于 δ, δ′, ε可以任意小，只须大于零，这就说

明：q, r的值可以在任意高的精度下相互对应，概率密度也具有量子力学所要

求的值 |φ(q)|2。
这样，VI.1及本节所讨论的测量情况就实现了。
更复杂的例子，例如与VI.1那个四层次例子类似的情况，或由第二个观察

者 III 检验 II 对 I 所作测量是否正确，也可类似讨论。这留给读者。
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